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LA TEORIA DE CAMPOS ALEATORIOS:
ORIGENES Y CONTRIBUCIONES

M. DOLORES RUIZ MEDINA

Todo matemdtico cree,
que estd por delante de todos los demds
La razon por la que no lo dicen en publico,

es porque son gente inteligente

Excmo. Sr. Presidente
Excmos. e Ilmos. Sras. y Sres. Académicos

Queridos amigos y companeros:

La Academia de Ciencias Matematicas, Fisico-Quimicas y Naturales de Granada
ha sido un referente del saber, donde se fomenta la difusién del conocimiento cien-
tifico y se promueve su intercambio y acercamiento a la sociedad. Es para mi, pues,
un gran honor poder ingresar y formar parte de esta emblematica institucion. Por
tanto, me gustaria expresar, en mis primeras palabras, al comienzo de este acto, mi
gratitud hacia los miembros de esta Academia por aceptar, a propuesta de la Seccion
de Matematicas, mi ingreso entre sus miembros. Mi agradecimiento especial a los

académicos Dres. Mariano J. Valderrama Bonet, Ramén Gutiérrez Jaimez, Andrés



Gonzalez Carmona, Josefa Linares Pérez, José M. Angulo Ibanez, Antonio Martin

Andrés, y a la Seccion de Matematicas.

En segundo lugar, quiero manifestar mi ilusiéon y entusiasmo por colaborar en
las iniciativas y actividades de esta insigne institucion, dimensionadas en diferentes
areas de la Ciencia, con un objetivo comin, potenciar, difundir y apoyar el desarrollo
cientifico en nuestra sociedad, y, en particular, incrementar su proximidad a nuestros
jovenes. Este ingreso supone, pues, una nueva etapa en mi vida académica, gracias
al gesto de reconocimiento y confianza con el que los miembros de esta Academia
me han distinguido. Realmente, este hecho ha marcado y marcara mi actividad
cientifica y académica, y supone un nuevo estimulo para seguir avanzando, creciendo

y contribuyendo a la Ciencia, desde diferentes dngulos y perspectivas.

Quiero expresar, en este sentido, de nuevo, mi gratitud a quien va a ser mi
padrino de ingreso en la Academia, el Profesor Mariano J. Valderrama Bonet, por
su aceptacion del encargo de la Academia de realizar el discurso de contestacion en
este acto. Sin duda, sin su colaboracion, este acto de ingreso no hubiera sido posible,
ya que gracias a €l inicié mi carrera académica y cientifica en esta universidad,
proporcionandome su apoyo, direcciéon y confianza en dicha etapa. Realmente, desde
aquel momento, la Ciencia ha sido mi companera de viaje, mi motor, y, por qué no

decirlo, el origen de una parte importante de mis satisfacciones y frustaciones.

Finalmente, quiero agradecer de forma muy especial a Andrés Gonzéalez Carmo-
na, vicepresidente de la Academia, su apoyo y el papel fundamental que ha jugado
en mi ingreso. Sobre todo valoro sus cualidades humanas en el trabajo, su genero-
sidad en la dedicacion de su tiempo a los demas y, adicionalmente, a otras muchas

cualidades cientificas, agradezco su gran capacidad para escuchar.

Mi discurso de ingreso en la Academia se titula La Teoria de Campos Aleatorios:
Origenes y Contribuciones. Su contenido ofrece una panoramica de las principales
vertientes, donde la Teoria de Campos Aleatorios se ha desarrollado de forma més
significativa desde sus origenes, impulsada por su interacciéon con otras disciplinas.
Durante este recorrido, que espero no les resulte en absoluto aleatorio, intentaré

compartir con todos ustedes los aspectos que, desde mi perspectiva, son mas fasci-



nantes e interesantes en esta teoria, con especial énfasis, en aquellos problemas a los
que, de una forma muy modesta, he intentado contribuir a lo largo de mi trayectoria.
Algunas de estas contribuciones tienen un sabor mas probabilistico, mientras que
otras poseen un enfoque mas estadistico, o bien, han surgido claramente motivadas
por la resolucién de problemas practicos, en otras areas més aplicadas. Aprovecha-
ré también este recorrido, para agradecer, de forma mas individualizada, a todos

aquellos, que han compartido cada una de las etapas de mi evolucién cientifica.

La palabra estocastico se deriva de la palabra griega (oToxs, stokhos) que signifi-
ca acertar o consegquir una marca. Segin el Ozford English Dictionary, su aparicion
mas temprana se produce en torno al ano 1662. En inglés su significado original
se relaciona con la palabra conjeturar, o bien, realizar conjeturas. De hecho, Jakob
Bernoulli, en su trabajo, originalmente publicado en latin en 1713, titulado Ars Con-
jectandi, excribio la frase Ars Conjectandi sive Stochastice, que fue traducida mas
tarde como the art of conjecturing, o bien, en espanol, el arte de conjeturar. Poste-
riormente, en 1917, Ladislaus Bortkiewicz refiere a este primer autor, introduciendo
la terminologia, en alemén, stochastik, que significa aleatorio. El término proceso
estocdstico lo introduce por primera vez Joseph Doob, en su articulo publicado en
1934. Fue este autor, quien anos mas tarde, en la reedicion de 1990, de su libro,
publicado en 1953, (ver [84], p. 47) motivaria la introduccion del concepto de campo

aleatorio, escribiendo:

Our definition of a stochastic process is historically conditioned and has obvious
defects. In the first place there is no mathematical reason for restricting T to be a set
of real numbers, and in fact interesting work has already been done in other cases.
(Of course, the interpretation of t as time must then be dropped.) In the second place
there is mo mathematical reason for restricting the value assumed by the X;’s to be

numbers.

Dado que un proceso estocastico o aleatorio también puede interpretarse como un
elemento aleatorio en un espacio de funciones, el término funcion aleatoria se suele
adoptar con frecuencia (ver, por ejemplo, Lamperti [162]). Si bien la terminologia
proceso estocdstico o aleatorio también suele ser utilizada en un sentido amplio, la

denominacién campo aleatorio se aplica cuando las variables aleatorias son indexadas



en un conjunto del plano, o bien, en algtin espacio euclideo de dimension superior, asi
como cuando el espacio de parametros es una variedad geométrica. Adicionalmente,
sus valores pueden ser funciones u otros objetos matemaéticos (ver, por ejemplo,
Gikhman y Skorokhod [116]). Asi, la definicion habitual de campo aleatorio es la

siguiente:

En su acepcion mds amplia un campo aleatorio es una coleccion de variables
aleatorias, cuyos indices se encuentran en un espacio topoldgico y cuyos valores

estdn en un espacio métrico o semi-métrico.

Origenes de la Teoria de Campos Aleatorios

La Teoria de Campos Aleatorios tiene sus origenes en la Fisica, més concreta-
mente, los primeros trabajos surgen con el estudio de la Dindmica de Fluidos. Las
conexiones entre la Mecanica Estadistica y la Teoria de Campos Aleatorios han juga-
do un papel fundamental en la difusiéon de esta tltima terminologia, especialmente,
en el contexto de la teoria fisica de Campos Cuéanticos (ver, por ejemplo, S. Albe-
verio y R. H@egh-Krohn [5]; A. Einstein [89]; [90] ¥ [91]). El término fisico campo
fue primeramente adoptado por Michael Faraday durante su investigacion sobre el
magnetismo. Posteriormente, varios trabajos formalizaron mateméticamente la idea
de este término. En el contexto clasico, los campos se definen como funciones que
varfan de forma continua a lo largo del espacio y a través del tiempo. Inicialmente,
este concepto fue introducido como un artificio mateméatico. Més tarde, los campos
electromagnético y gravitatorio proporcionaron evidencia de ser entidades fisicas
reales, susceptibles de ser medidas y detectadas, con una energia asociada, mas alla
del concepto puramente matemético de los campos de fuerzas. De hecho, en la fisica
cuantica moderna se considera que no existen particulas materiales sino simplemente
campos materiales. En este sentido, fue James Clerk Maxwell, en 1859, quien realiz6
una soélida aportacién a la teoria unificada de campos en la Fisica. Mas especifica-
mente, James Clerk Maxwell contribuyé significativamente a la teoria cinética de
los gases, asumiendo que las particulas de gas se mueven en direcciones aleatorias

a velocidades aleatorias. La teoria cinética de los gases y la Mecanica Estadistica
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continuaron desarrollandose, en la segunda mitad del siglo XIX.

La dindmica caética, nexo entre la evoluciéon regular y aleatoria

de los sistemas fisicos

Los primeros trabajos experimentales sobre este tema analizaban los movimien-
tos erraticos de particulas. Destacaron las investigaciones del fisico holandés Jan
Ingenhousz, en 1785, referentes a particulas de polvo de carbon suspendidas en al-
cohol, y las investigaciones del botanico escocés Robert Brown, en 1827, sobre el
movimiento irregular de pequenos granos de polen, observados a través del micros-
copio. Al mismo tiempo, en 1822, Joseph Fourier deriva la ecuacion de conduccion
del calor, y A. Fick, en 1855, establece una ecuacion de difusiéon. Todo esto motiva
la bisqueda de una base teodrica estocastica, desarrollandose la dinamica caodtica,
que conecta la evolucion regular de los sistemas con el comportamiento aleatorio
observado. De hecho, fueron los estudios experimentales muy detallados de Gouy
los que permitieron demostrar la teoria cinética establecida por C. Weiner en 1863.
En este sentido, fue fundamental el trabajo realizado por Rudolf Clausius, Lud-
wig Boltzmann y Josiah Gibbs, cuya influencia en el modelo matemético de Albert
Einstein, para el Movimiento Browniano, se manifestaria més tarde. Especificamen-
te, L. Boltzmann fue el primero en aplicar métodos dindmicos para una descripciéon
cinética de los objetos fisicos, comenzando asf su versiéon de la teoria cinética de
los gases en 1895. Esta teoria permite la descripcion del movimiento de particulas
mediante la formulaciéon de ecuaciones probabilisticas, que caracterizan el compor-
tamiento aleatorio del sistema, en conjuncion con las ecuaciones que modelizan la
dindmica original (o regular) del sistema. En su formulacion consider6 una ecuacion
no lineal para la caracterizacion de las distribuciones de probabilidad subyacentes.
(Posteriormente, aparecieron diferentes versiones lineales de ecuaciones cinéticas).
Esta teoria permite reducir el nimero de variables de sistemas complejos, mediante
la aplicaciéon de supuestos estadisticos y probabilisticos. Las ecuaciones de difusion
se pueden considerar como simples ejemplos de ecuaciones cinéticas, y su aparicion
estd vinculada a los nombres de M. Smoluchowski, A. Einstein, M. Planck y A.

Kolmogorov.



Realmente, fue Albert Einstein, quien unificaria, en 1905, los dos enfoques en
sus tratados sobre el Movimiento Browniano. Aunque, segiin los informes, no tenfa

acceso al trabajo original de Brown, acuné el nombre Movimiento Browniano.

El desarrollo de un marco matematico apropiado. Modeliza-

cién isotrépica de flujos turbulentos

La Teorfa de Campos Aleatorios se ha nutrido del desarrollo de diversas herra-
mientas mateméticas, que provienen de la Probabilidad, el Céalculo Numérico, el
Algebra Lineal, la Teoria de Conjuntos y la Topologia, asi como de ramas del Ané-
lisis Matematico, tales como el Analisis Real, la Teoria de la Medida, el Analisis
de Fourier, y el Analisis Funcional. Por tanto, podemos considerar que la Teoria de
Campos Aleatorios supone una contribuciéon importante a las Matematicas. Sin em-
bargo, no se desarrolla una concepcién matematica de dicha teoria hasta principios
del siglo XX (ver Doob [85]). Mas concretamente, el marco matematico apropiado
para esta teoria se obtiene gracias al desarrollo de la Teoria de la Medida, cuyos fun-
dadores fueron los matematicos franceses, Henri Lebesgue y Emile Borel. De hecho,
estos avances matematicos marcaran el comienzo de la Teoria de la Probabilidad

Moderna.

Especificamente, en 1925, el matematico francés Paul Lévy publico el primer
libro de probabilidades que utilizaba ideas de la teoria de la medida. Durante el
periodo 1920-1930, los matemaéticos Sergei Bernstein, Aleksandr Khinchin y Andrei
N. Kolmogorov realizaron contribuciones fundamentales a la teoria de la probabili-
dad en la Unién Soviética. A. N. Kolmogorov publicé en 1929 su primer intento de
presentar una base matemaética, basada en la teoria de la medida, para la teoria de
la probabilidad. A principios de la década de los 30 (siglo XX), A. Khinchin y A.
N. Kolmogorov organizaron seminarios de probabilidad, a los que asistieron distin-
guidos investigadores, tales como Eugene Slutsky y Nikolai Smirnov. A. Khinchin
introduce entonces la primera definicién matematica de un proceso estocastico como
un conjunto de variables aleatorias indexadas en la recta real. En 1933, Andrei N.

Kolmogorov public6 en alemén su libro sobre los fundamentos de la teoria de la



probabilidad titulado Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, donde utiliza
la teoria de la medida, para desarrollar un marco axiomatico para la teoria de la
probabilidad. La publicacién de este libro supuso el nacimiento de la Teoria Moder-
na de la Probabilidad. Se destaca también la labor de los matematicos Joseph Doob,
William Feller, Maurice Fréchet, Paul Lévy, Wolfgang Doeblin y Harald Cramér,
en el desarrollo de la teoria de la probabilidad y los procesos estocasticos (ver, por

ejemplo, N. Bingham [44]; H. Cramer [70]).

Segin se ha comentado anteriormente, las primeras contribuciones sobre la Teo-
ria de Campos Aleatorios se remotan a los afios 1920-1930, donde podemos encontrar
sus origenes en los trabajos sobre Dindmica de Fluidos de A. A. Friedman, L. V.
Keller, G. I. Taylor, L. Prandl, y T. Von Karman. Se destaca la contribucion fun-
damental de A. N. Kolmogorov junto al matematico y fisico ruso A. M. Obukhov,
en la teoria estadistica sobre turbulencias. Mas concretamente, A. N. Kolmogorov
y A. M. Obukhov, en 1941, aplican los modelos de campos aleatorios isotropicos
y realizan un postulado: los movimientos de las turbulencias a pequena escala son
estadisticamente isotropicos, es decir, no se puede determinar una direccion espacial
preferencial. En general, las grandes escalas de un flujo no son isotropicas, ya que
estdn determinadas por las caracteristicas geométricas particulares de los limites. A.
N. Kolmogorov pensaba que esta informacion geométrica y direccional se disipaba
a medida que la escala se reduce. Es decir, la modelizacion estadistica de las escalas
pequenas tiene un caracter universal, siendo la misma para todos los flujos turbu-
lentos. Méas concretamente, un flujo turbulento se caracteriza por una jerarquia de
escalas a través de las cuales tiene lugar la cascada de energia, que procede de la
descomposicion de las escalas grandes. La informacién geométrica y direccional de-
saparece y la energia se disipa, a medida que la escala se reduce, hasta llegar al orden
de magnitud determinado por A. N. Kolmogorov. Entre las dos escalas extremas de
la cascada hay una gama de escalas intermedias, cada una con su propia longitud
caracteristica, cuya formacion tiene lugar a partir de la energia de las escalas gran-
des. Estas escalas son muy grandes en comparacion con el orden de magnitud de la
escala de Kolmogorov, pero atin son muy pequeas en comparaciéon con la gran escala

del flujo. Dado que los remolinos en este rango intermedio son mucho méas grandes



que los remolinos disipativos que existen en las escalas de Kolmogorov, la energia
cinética esencialmente no se disipa en este rango, y simplemente se transfiere a es-
calas mas pequenas, hasta que los efectos viscosos se vuelven importantes a medida
que se acerca el orden de la escala de Kolmogorov. Dentro de este rango intermedio,
los efectos inerciales son aiin mucho mayores que los efectos viscosos, y es posible
suponer que la viscosidad no juega un papel importante en su dindmica interna. Por

este motivo este rango se denomina Rango Inercial.

Las herramientas fundamentales para el analisis probabilistico y estadistico de los
modelos de campos aleatorios isotropicos y/o homogéneos aparecen en los trabajos
pioneros de K. Karhunen [148], A. M. Obukhov [224]; [225]; [226] y A. M. Yaglom
[370] y [371].

Paralelamente, durante los anos 1964-1968, I. M. Gel'fand y N. Ya Vilenkin
[113] y, previamente, en el periodo 1954-1956, K. Tto, en [137] y [138], introducen
el concepto de campo aleatorio generalizado, que jugard un papel fundamental en
la teoria fisica de Campos Cuénticos (ver, por ejemplo, E. Nelson, [218]; [219]). Me
referiré posteriormente con més detalle a esta familia de campos aleatorios, en la
descripcion de algunas de las lineas de investigacion trabajadas en mi primera etapa

postdoctoral.

En los apartados posteriores de este discurso, comentaré brevemente las con-
tribuciones iniciales, dentro de la Teoria de Campos Aleatorios, que originaron el
desarrollo de las lineas de investigacion, donde se ha conformado mi trayectoria
cientifica, junto a mis colaboradores y miembros de mi equipo. Asimismo, haré re-
ferencia a algunas de nuestras contribuciones mas destacadas en dichas lineas de

investigacion.

La Teoria Espectral de Campos Aleatorios Homogé-

neos e Isotrépicos

Esta teorfa estd intimamente relacionada con el andlisis funcional y, en parti-

cular, con la teoria de nicleos definidos positivos (ver, por ejemplo, E. J. Hannan
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[127]; [128] y A. M. Yaglom [372[; [375], quienes establecieron algunas de estas cone-
xiones). El analisis de las propiedades de segundo orden de una familia de campos
aleatorios se reduce, pues, al analisis de las propiedades de la clase de nicleos defi-
nidos positivos que definen sus funciones de correlacion sobre R™ x R", n > 2. En
el caso de campos aleatorios homogéneos e isotropicos, donde la funcién de correla-
cion p(z,y) depende solo de la distancia entre los puntos z e y, para xz,y € R", su
representacion fue derivada, por primera vez, por J. Shoenberg [306]. Las conexio-
nes de estos resultados con la teoria de campos aleatorios homogéneos e isotropicos
fueron establecidas posteriormente por A. Blanc-Lapierre y P. Faure [45]|, B. Matern
[192] vy A. M. Yaglom [371]; [372]. En este sentido, el Teorema de Karhunen (ver K.
Karhunen [148]) juega un papel fundamental. Su demostracion se recoge también,
anos mas tarde, por ejemplo, en el texto clasico de I. I. Gikhman y V. V. Skorokhod
[117], pp. 280-294. La representacion de un campo aleatorio homogéneo e isotropi-
co, en términos de la base de armoénicas esféricas, la obtuvo, por primera vez, M. 1.
Yadrenko en su disertaciéon de master (ver también A. M. Yaglom [373|). La defini-
cion y propiedades de las funciones que intervienen en dicha representacion habian
sido analizadas en el libro de H. Bateman y A. Erdelyi [30]. La relacion entre estas
funciones especiales y la teoria de representacion de grupos también fueron poste-
riormente estudiadas en el libro de N. Ya Vilenkin [332|, titulado Special Functions

and the Theory of Group Representations.

En las representaciones espectrales referidas, la homogeneidad e isotropia, o in-
varianza frente a rotaciones y traslaciones de los niicleos de covarianza involucrados
se refleja, por ejemplo, en el cardcter unidimensional de las integrales estocasticas
que aparecen en dichas descomposiciones ortogonales (ver también H. Ogura [227|;
[228], para el caso de espectro absolutamente continuo, en el plano y el espacio
tres-dimensional, y Mc. Neil [217|, para representaciones de campos aleatorios so-
bre el plano). Las propiedades de invarianza de la distribucion de probabilidad de
un campo aleatorio, en particular de sus momentos de orden dos en el caso Gaus-
siano, en conexion con la teoria de representacion de grupos compactos, se aplican
paralelamente en la obtencion de la representacion espectral de campos aleatorios

generalizados sobre un espacio de Hilbert separable H, a partir del Teorema de



Peter-Weyl. En este contexto, las propiedades de invarianza se formulan respecto al
grupo de transformaciones isométricas sobre H (ver, por ejemplo, N. Kono [155] y
A. Orihara, [230]). En estos trabajos el objetivo fundamental es el estudio de las
propiedades de las funciones que intervienen en la descomposiciéon espectral, en sus-
titucion de las armonicas esféricas, que aparecen en el caso finito-dimensional. En
este contexto matematico, mas abstracto, en conexion con la topologia algebraica y
el analisis funcional, como primeras contribuciones destacadas citaré las reflejadas

en los trabajos de A. I. Pomarenko |240]-|244] y A.M. Yaglom [373]|; |375].

La descomposicion ortogonal de campos aleatorios isotropicos sobre la esfera es
un tema central en la literatura sobre Teoria Espectral de Campos Aleatorios, que
suscita gran interés en el campo de la Fisica, Astrofisica y Geofisica (ver, por ejemplo,
A. M. Yaglom [374]). Mencién especial merecen, entre otros, los trabajos pioneros
de A. M. Obukhov [224] y M. I. Yadrenko [352] (ver también K. Ito [138]; R. Jones
[146]; A. M. Obukhov [225]; H. Ogura [228]; Yu D. Popov [245]; V. N. Tutubalin
[330]; M. I. Yadrenko y S. B. Khatset [368]). En particular, en la monografia de M. L.
Yadrenko [367|, titulada Spectral Theory of Random Fields, se recogen los resultados

fundamentales derivados, en este area, hasta la década de los 80 del siglo XX.

Mis primeras contribuciones, en este contexto, se remotan a mis comienzos, a
mis primeros pasos, cuando realicé mi tesis doctoral, bajo la direccion del Profesor
Mariano J. Valderrama, donde se abordé la derivacién de descomposiciones orto-
gonales, tipo Karhunen-Loéve, para campos aleatorios, incluyendo el desarrollo de
Karhunen-Loéve transformado y el desarrollo ortogonal, en términos de funciones
de Bessel (ver, por ejemplo, R. Gutiérrez, M. D. Ruiz-Medina y M. J. Valderrama
[123] y M. D. Ruiz-Medina y M. J. Valderrama [300]; [301]). Se obtuvieron asi dife-
rentes aproximaciones, para el problema de extrapolaciéon lineal minimo-cuadratica
para campos aleatorios homogéneos e isotropicos, como extension de los resultados

previos, derivados, por ejemplo, en la monografia de M. I. Yadrenko [367].

La realizacion de mi tesis doctoral, bajo la direccion del Profesor Mariano J. Val-
derrama, marco el inicio de mi investigacion en este drea. Aun recuerdo la entrega,
por parte del Profesor Mariano J. Valderrama de los textos Spectral Theory of Ran-

dom Fields y Statistical Analysis of Random Fields, escritos por M. I. Yadrenko, y
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A. V. Ivanov y N. N. Leonenko, respectivamente, que contribuyeron a mi formacion
en este dmbito. Por supuesto, en aquel momento, no podia evaluar la influencia y
la repercusion de dichos textos, asi como de sus autores, en mi trayectoria cientifica
posterior. Por todo ello, agradezco de nuevo al Profesor Mariano J. Valderrama,
su labor de direccion y su apoyo, en esta primera etapa de mi trayectoria. Parti-
cularmente, agradezco su wvision y perspectiva en la seleccion de los contenidos de
mi tesis. Por supuesto, mi agradecimiento también al Profesor R. Gutiérrez, quien
selecciono la ‘semilla’ que origind el desarrollo de esta linea de investigacion, siendo
director de tesis del Profesor Mariano J. Valderrama, en temas relacionados con el

desarrollo de Karhunen-Loéve.

Resultados Limite

Durante la década de los 70 del siglo XX, la literatura sobre teoremas limite para
integrales y medias locales de campos aleatorios homogéneos e isotropicos alcanza un
especial protagonismo, dada su relevancia en el desarrollo de la Inferencia Estadistica
para campos aleatorios. En particular, su aplicacién en el problema de regresion
suscita gran interés (ver A. V. Bulinskii e I. G. Zhurbenko [59]; N. N. Leonenko
[164]; [165]; [166]; [167];[168] y N. N. Leonenko y M. I. Yadrenko [179]; [181]; [182],
entre otros). La formula del diagrama y los métodos graficos constituyen una de las
herramientas basicas, en la derivacion de resultados centrales del limite para campos
aleatorios no Gaussianos (ver, por ejemplo, F. Avram, [20]; F. Avram y L. A. Brown
[21]; F. Avram y R. Fox [22]; P. Breuer y P. Major [55]; D. Chambers y E. Slud [63];
A. V. Ivanov y N. N. Leonenko [141]). Una formulacion vectorial de estos resultados
se encuentra en el trabajo de M. A. Arcones [18], quien ofrece un amplio overview

sobre este tema.

El estudio de condiciones que garantizan la Ley Fuerte de los Grandes Numeros
juega un papel fundamental en la obtencion de resultados sobre ergodicidad fuerte,

para diferentes familias de campos aleatorios (ver, por ejemplo, B. F. Gaposhkin,

[112]; A. A. Tem’pelman [320]; V. V. Yurinskii [380]).

Los Teoremas de reduccién, basados en el rango de Hermite, para campos aleato-
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rios subordinados a campos aleatorios Gaussianos, con dependencia de largo rango,
fueron formulados por primera vez en el trabajo de M. S. Taqqu [315], sobre resul-
tados limite para el movimiento Browniano fraccionario y el proceso de Rosenblatt.
Posteriormente, en las monografias de M. I. Yadrenko [367] y de A. V. Ivanov y N. N.
Leonenko [141], se adopta esta metodologia, en la determinacion de la distribucion
limite de integrales, ponderadas por una funcién radial, de funcionales no lineales de
campos aleatorios Gaussianos homogéneos e isotropicos. Otra aplicacion interesante
de estos resultados permite el cilculo de la distribucion limite de medidas aleatorias
sobre los conjuntos donde un campo aleatorio Gaussiano homogéneo e isotropico
excede un determinado umbral o superficie mévil. Esta linea de investigacion sigue
siendo de interés en la década de los 90 del siglo XX, segiin se refleja, por ejem-
plo, en la monografia de N. N. Leonenko [169]. Una herramienta fundamental, en la
metodologia adoptada para la derivacion de este tipo de resultados limite, son los
Teoremas Tauberianos y Abelianos, cuya aplicacion permite, por ejemplo, el calculo
de la distribucion limite de la solucion de diferentes versiones de la ecuacion de Bur-
gers con condiciones iniciales aleatorias (ver N. N. Leonenko y M. D. Ruiz-Medina

[172], entre otros).

Procesos isonormales, Wiener chaos y teoremas limite

Mencion especial merecen los trabajos de R. L. Dobrushin y P. Major [82], y M.
S. Taqqu [315]; [316], donde se obtiene la convergencia a distribuciones Gaussianas
vy no Gaussianas, bajo modelos de dependencia fuerte, de funcionales no lineales
de campos aleatorios Gaussianos. Estos trabajos, pioneros en la aplicaciéon de he-
rramientas del Wiener Chaos, via la isometria que establece la integral estocastica
multiple de Wiener-Ito, derivan nuevos resultados limite, mas alla del contexto mar-
koviano. En la etapa mas reciente, Nualart y Peccati [222] (ver también Peccati y
Tudor [235]) aplican las herramientas del calculo de Malliavin, en conexién con el
Wiener Chaos, para la derivacion de un Teorema Central del Limite, ampliamente
citado en la literatura posterior, y extendido a contextos més generales por estos
autores y sus coautores (ver, por ejemplo, la monografia, mas reciente, de G. Peccati

y M. S. Taqqu [234]). El volumen de P. Doukhan, G. Oppenheim y M.S. Taqqu [86]

12



contiene una revision bibligrafica sobre los resultados mas relevantes en esta area.
Ver también la monografia de G. Peccati [233], donde se aplican las herramientas
usuales del calculo de Malliavin, en el contexto infinito-dimensional de los procesos

isonormales.

En este campo, nuestras primeras aportaciones estuvieron relacionadas con la
determinaciéon de la distribucion limite de la solucion de ecuaciones pseudodife-
renciales lineales y ecuaciones diferenciales no lineales, tales como la ecuacién de
Burgers, con condiciones iniciales aleatorias (ver, por ejemplo, N. N. Leonenko y
M. D. Ruiz-Medina [171]; [172]; [173]; [174]; [13]). Posteriormente, en el trabajo de
A. V. Ivanov, N. N. Leonenko, M. D. Ruiz-Medina y I N. Savich [142|, motivados
por el problema de regresiéon no lineal paramétrica minimo cuadratica, se obtiene
un Teorema Central del Limite para integrales, ponderadas por una funcion test (la
funcion de regresion), de un funcional no lineal de un campo aleatorio Gaussiano,
cuyo espectro presenta multiples singularidades. Recientemente, adoptando una me-
todologia similar, basada en el Wiener Chaos y el desarrollo de Karhunen-Loéve, se
obtiene como distribucién limite, la distribucion de Rosemblatt, en los teoremas no
centrales derivados en los trabajos de N. N. Leonenko, M. D. Ruiz-Medina y M. S.
Taqqu [177]; [178].

En el desarrollo de esta linea de investigacion debo agradecer a los Profesores
N. N. Leoneneko (Cardiff University), A. V. Ivanov (Kiev University) y M. S. Tag-
qu (Boston University) su colaboracion, y la oportunidad de iniciar nuevas dreas
de investigacion junto a ellos. Debo destacar, en este sentido, la perseverancia del
Profesor M. S. Taqqu, y su analisis multirresolucion, efectuado sobre todos los con-
tenidos de los trabajos realizados, requiriendo minuciosamente todo tipo de detalles,
sobre las fuentes bibliogrificas y los pasos de las demostraciones de cualquier tipo de
resultado, por triviales que parecieran, incluso de aspectos ya publicados. Del Pro-
fesor A. V. Ivanov me sorprendid su excepticismo, ante cualquier propuesta que se
realizara o solucion que se deriwara para resolver un problema. Realmente, ambos
colaboradores me influyeron notablemente, modificando mi actitud ante mi trabajo y

la Ciencia.
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Distribucién limite de campos aleatorios esféricos e isotrépicos

Como he comentado, en la breve resena historica realizada sobre la teoria es-
pectral de campos aleatorios homogéneos e isotropicos, se pueden encontrar inter-
acciones fascinantes entre la Probabilidad, la Estadistica Matematica y el Analisis
Armoénico sobre grupos y espacios homogéneos (ver, por ejemplo, P. Diaconis [79]).
D. Marinucci y G. Peccati [191] explotan, en sus trabajos recientes, estas conexio-
nes entre la Probabilidad, la Estadistica y los conceptos teéricos grupales, seglin se
refleja, en su monografia, publicada en 2011, titulada Random Fields on the Sphere.
Representation, Limit Theorems and Cosmological Applications. La representacion
de Grupos Compactos revela algunas estructuras matematicas elegantes, explotan-
do, por ejemplo, las propiedades de las matrices entrelazadas Clebsch-Gordan y las
integrales de Gaunt, que permiten llevar el andisis de campos aleatorios esféricos e
isotropicos a contextos mas abstractos y amplios. Uno de los temas centrales, que
motivan los contenidos de la monografia de D. Marinucci y G. Peccati [191], es el
analisis de la llamada Cosmic Microwave Background (CMB) radiation. De hecho, la
radiacion CMB se puede interpretar como una sola realizaciéon de un campo aleato-
rio isotropico esférico de varianza finita. Estos autores aplican el siguiente principio:
la radiacion CMB es una imagen del universo primitivo, donde la isotropia subya-
cente puede ser vista como una consecuencia del llamado Principio Cosmologico de
Finstein, afirmando que a gran escala (para distancias suficientemente grandes) el
Universo se ve idéntico en todas partes en el espacio, es decir, se observa su ho-
mogeneidad. Su apariencia es también idéntica en todas las direcciones, dada su

1so0tropia.

Las primeras dinadmicas del Big Bang consideran que las fluctuaciones aleato-
rias son Gaussianas, o bien, se representan mediantes funciones aleatorias que son
funciones polinémicas cuadraticas o ctibicas de un campo aleatorio Gaussiano sub-
yacente (ver, por ejemplo, N. Bartolo, M. Fasiello, S. Matarrese y A. Riotto [26];
N. Bartolo, E. Komatsu, S. Matarrese y A. Riotto [27]; N. Bartolo, S. Matarrese y
A. Riotto [28]). En este sentido, D. Marinucci y G. Peccati justifican, en [191], su
seleccion de los modelos de campos aleatorios Gaussianos esféricos e isotropicos, o

bien, de campos aleatorios esféricos subordinados a dichos campos, para el analisis
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de la radiacion CMB. Uno de los objetivos fundamentales de sus trabajos consiste
en proporcionar las herramientas adecuadas que permitan el calculo de la distribu-
cion limite, en altas frecuencias o niveles de resoluciéon, de funcionales no lineales de
campos aleatorios esféricos isotropicos Gaussianos, adoptando un dominio espacial
fijo (la esfera). Dichos resultados se aplican a la determinacion de la distribucion
limite de funcionales, tales como los funcionales de Minkowski, de especial interés

en este contexto, y a los que me referiré con mas detalle seguidamente.

Los funcionales de Minkowski se introducen, por ejemplo, en D. Novikov, H. A.
Feldman y F. Shandarin [220]. Su interpretacion geométrica es sencilla e intuitiva.
Mas concretammente, dado un umbral, v, podemos dividir la esfera en dos partes:
las regiones calientes, donde el campo aleatorio temperatura, T, sobrepasa el umbral
v, y, las regiones frias, donde dicho campo aleatorio T permanece por debajo del
umbral v. Las regiones calientes también son referidas como conjuntos de excursion,
a los que me referiré mas tarde, en relaciéon con la Geometria de Campos Aleatorios

(ver, por ejemplo, Adler [1]; Leonenko [169], p.164).

En dimension 3, se consideran tres tipos de funcionales de Minkowski:

1. Area: Se denota por My(v) el area total de las regiones calientes.

2. Longitud de la Frontera: Se denota por M;(v) y es proporcional al total de la

longitud de la frontera que separa las regiones calientes de las regiones frias.

3. La caracteristica de Euler: Se denota por Ms(v). Esta cantidad posee una
naturaleza topologica, proporcionando el niimero de regiones calientes menos

el nimero de regiones frias.

Nuestra investigacion se ha centrado en el andlisis de la distribucion limite del

primer funcional de Minkowski, cuya definicion mas formal vendria dada por

=

~~

S
I

o {(R.0.¢) € s(R); T(R.0,p) > v}

— /(R) 1{(5,6); T(R,§,¢)>V} (@, QO)O'R(dQ’ d@)
B Lz 7ot (X)TR(dx),
/s(R) (% T3>} (X)TR(dX)
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donde hemos utilizado la notacion
or(du) = op(dd,dp) = R*sin0dfdp, (0,¢) € s(1), R=|x| >0,

siendo T' = {T(R,0,¢); 0<0 <7, 0<¢<2m R>0}elcampo aleatorio de tem-
peratura definido sobre el espacio probabilistico base, (£2,.A, P), que se supone iso-
tropico, y Eg(w) = {x(w) € s(R); T(x,w) > v}, w € §, denota el conjunto aleatorio
de excursion, asociado al umbral v. En particular, para cualquier elemento g € SO(3)
del grupo de rotaciones sobre la esfera sy(R) = s(R) = {x € R?: ||x|| = R} C R?,
se tiene la siguiente identidad en ley T(g(x)) = T(x). En los resultados derivados,
se suele considerar el caso R = 1, siendo entonces 7, (dx) = o(dx) = o(dv,dp) =
sin(9)ddde, (9,¢) € [0,7] x [0,27). Adicionalmente, se suele asumir que 7' esta
centrado y normalizado en varianza. En el caso Gaussiano, la invarianza frente a ro-
taciones de los momentos de orden dos equivale a la isotropia en sentido fuerte. Asi,
para dos puntos P = (0,¢) y Q = (¢',¢'), en la esfera s(1), la funciéon de covarianza
E [T(P)f(@) solo depende de la distancia angular § = arc cos (PTQ) , donde se
ha denotado mediante arc cos la funcién inversa del coseno. El campo aleatorio de

temperatura T admite entonces la siguiente expansion ortogonal (ver Teorema 5.13

en [191]):

TW,0) =Y > amYim(,9) = Ti(x), x € s(1),

=0 m=-—I
para ¢ € [0,27), y ¥ € [0,7]. La secuencia de variables aleatorias independientes

Gaussianas y complejo-valuadas {ay,, —l < m <, | > 0} satisface

Al = (—1)mal_m, E[alm] = 0, P[CL[O S R] =1, [>0
Ealmal/m/ = 5171/§m,m/cl ,—l S m S { , — l/ S m’ g ll, l, ll Z 0
Ela? C
Bl(Re(ay)?] = E[(tm(ay,))?] = 20wl ~ &
donde {Cy,Cs, ...,Cy, ...} denota el espectro angular de 7.
El desarrollo ortogonal de T' se obtiene, pues, en términos de la base ortonormal

de L%(s(1)) de armonicas esféricas {Yy,, —l < m < [, I > 0}, dadas por, para
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Ve [0,7]y ¢ €0,2m),

Yim(¥,¢) = cmexp(ime) Py, (cosd) —1<m <1, m>0

Ylm<19> SO) = (_1)m71—m(197 90)7 m <0,

donde

L2
20+ 1(1 m)] l<m<l,

im = (= )m{ i (I +m)!
y {Pum} son las funciones de Legendre {P,,(cos?)}, definidas en términos de los
polinomios de Legendre {P;, | =0,1,2...} como sigue (ver, por ejemplo, pp. 315-
316 en [191]):

LR, we[-11]

m=0,...,0,1=0,1,2...,

Pue) = (=1)"(1—a?)""?

[ —m)!

Pn(z) = (_1)mm13,m, re[-1,1, m>0,
1 d ;

PI(IE) = W@(l’ —1), xe[—l,l], l:O,l,Q

satisfaciendo

! 2 (I+m)!
Pon(z) Py — S
/_1 (@) Fem(@)d2 = 000 573 T

siendo d;; la funciéon delta de Kronecker. Por tanto, la funcién de covarianza Cr de

T satisface, para 9,9 € [0,7], y o, ¢’ € [0,2m),

0 l
- 1 -
Crld, 0;0,¢') = B [TW, )T )| = - D€ > Y (0, )17 (0, ¢).
=1 m=—I
En particular, el operador integral Cr, con nicleo C'r, es un operador traza, cuyo

espectro puntual, el espectro angular de T, satisface

i(Ql + 1)C1 = il“l < Q.
=1

=1

En este contexto, se han derivado resultados no centrales del limite, bajo dominio
fijo (fized domain asymptotics), cuando el comportamiento asintotico del espectro
angular del campo aleatorio esférico, Gaussiano e isotrépico, subyacente obedece una

ley potencial. La introduccion de distribuciones de probabilidad limite alternativas,
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diferentes a la Gaussiana, tales como la distribucién de Rosemblatt esférica, se obtie-
ne bajo reescalamientos apropiados, dependientes del pardmetro que caracteriza la
caida potencial del espectro angular. Notese que la velocidad de caida del espectro
angular de la familia de campos aleatorios analizada en Marinucci y Peccati [191] es
superior a la desplegada por la ley potencial negativa, asegurando la convergencia a

la distribucion Gaussiana, bajo condiciones apropiadas.

Resultados similares se obtienen, bajo ambas aproximaciones (adoptadas en la
derivacion de teoremas centrales y no centrales de limite), para campos aleatorios
isotropicos sobre T = [0,27), V = {V(6); 0 € [0,27)}, satisfaciendo V() = V(z0),
r € T, y siendo E[|[V(0)|*] = 1. De nuevo, la herramienta de trabajo fundamen-
tal es la expansion ortogonal, tipo Karhunen-Loéve, en términos de exponenciales

complejas del campo aleatorio V' (ver Ejemplo 5.8 en [191]):

V(0) = arexp(ild) =Y aipi(0)

= lez
1 27
= — V(o —il0)df, Elag] =0, [(>0.
a \/%/0 (0) exp (—il0) [ay]
v 2 2 ., Y T/
Fl = E|al‘ - E [Re(al)} + E [Im(al)} = 7 -+ 7
EV@O)]=1=>"1), TV =1Y, 1>0.

Iz
Es bien conocido que el sistema {p;; [ € Z}, siendo p(0) = \/%exp (110), 0 €
[0,27), | € Z, constituye una base ortonormal de LZ ([0,27)) (ver, por ejemplo, D.
L. Russell [303], o bien, més recientemente, los contenidos de la Seccion 2.2 en [191]).
Al igual que en la esfera, en el caso Gaussiano, la distribucion de probabilidad de las
variables aleatorias {a;; | € Z} estd determinada por las componentes del espectro

angular {T}, l € Z}.

Como resultados previos, se destacaran los obtenidos en el trabajo de N. N. Leo-
nenko y M. D. Ruiz-Medina [175], donde adoptando una aproximacion increasing
domain asymptotics, se obtienen resultados limite para el primer funcional de Min-
kowski My(v) de un campo aleatorio Gaussiano homogéneo e isotropico sobre R™,
restringido a la esfera n — 1—dimensional. Se extienden asi los resultados reflejados
en [252] y [367]. (Ver también M. D. Ruiz-Medina y R. M. Crujeiras [291], donde se

derivan resultados limites, bajo fized domain asymptotics, en el dominio wavelet).

18



Las metodologias adoptadas, en ambas aproximaciones, increasing domain asym-
ptotics y fixed domain asymptotics, son diferentes. Especificamente, en el primer caso
(increasing domain asymptotics), se analiza el comportamiento asintético, en las fre-
cuencias bajas, del espectro continuo asociado al niicleo de covarianza, homogéneo e
isotropico, definido mediante una funciéon radial sobre R™. Sin embargo, en el segundo
caso (fized domain asymptotics), se explotan las propiedades asintoticas (velocidad
de caida) del espectro angular (o espectro puntual) del operador compacto, defini-
do mediante el operador integral de covarianza. En ambos casos, la distribucién de
probabilidad, y, en particular, los momentos y cumulantes de la integral estocastica
miultiple de Wiener-1to, introducidos a través del Wiener Chaos, juegan un papel

fundamental (ver [170]).

Las lineas de trabajo anteriormente descritas forman parte de mi investigacion
actual, desarrollada en colaboracion con el Profesor N. N. Leonenko (Cardiff Univer-
sity). La complejidad de esta linea de investigacion, en particular, su doble vertiente
teorica y aplicada, la posiciona en un lugar destacado dentro de mi trayectoria, ofre-
ciendo diwversos problemas abiertos y retos por cubrir. Esperemos poder contribuir
mds ampliamente en un futuro no muy lejano a este fascinante campo de investiga-

cion.

Campos Aleatorios Generalizados

Esta clase de campos aleatorios constituye una herramienta clave en el desarrollo
de la Fisica de Campos Cuanticos. La teoria de campos aleatorios generalizados ha
sido ampliamente aplicada en el estudio de propiedades de regularidad local y en el
analisis probabilistico y estadistico infinito-dimensional. Segiin comentaré con mas
detalle posteriormente, en el contexto Gaussiano, esta teoria nos ha permitido la in-
troduccion de modelos mas flexibles, que extienden los modelos clasicos, incluyendo,
entre otros, los modelos autosimilares y los campos aleatorios Gaussianos, que sa-
tisfacen ecuaciones pseudodiferenciales fraccionarias estocasticas. Por otra parte, es
bien conocido el interés que despierta el estudio de ecuaciones cinéticas fraccionarias,

permitiendo la modelizacion de procesos de transporte anémalo, subdifusiones o su-
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perdifusiones, que incluyen modelos mas generales, tales como como el Movimiento

Browniano Fractal y los procesos de Lévy.

Breve resena historica

Los origenes de esta teoria se encuentran en los trabajos de A. M. Yaglom [372]
y I. M. Gel’fand y N. Ya Vilenkin [113|, quienes establecen un contexto matemaético
apropiado para el desarrollo de la teoria de funciones aleatorias generalizadas (ver
también R.L Dobrushin y R. A. Minlos [83]; K. Ito [137]; [138]; E. Nelson [218];
[219]; A.M. Yaglom [373]).

La integral estocéstica multiple juega un papel fundamental en la construccion
de este tipo de campos, cuya introducciéon data de principios del siglo XX, desta-
cando los trabajos de K. 1to [136] y N. Wiener [341]|. Mas tarde, los resultados de
A. Plikusas [239] contribuyen a la caracterizacion de la distribucion de probabilidad
de integrales estocasticas miltiples, mediante la derivacion de cotas para sus cumu-
lantes. Un andlisis mas detallado de las propiedades de dichas integrales se derivod
posteriormente, en los trabajos de D. D. Engel [92] y P. Major [189]. Ver también la
revision bibliografica sobre procesos autosimilares y dependencia de largo rango, en
el volumen de M. S. Taqqu [317] y, mas recientemente, la monografia de G. Peccati
y M. S. Taqqu [234], sobre momentos y cumulantes de la integral estocéastica mil-
tiple de Wiener-Ito, en conexion con la construcciéon isométrica del Wiener Chaos.
Especial interés desperto el estudio de las propiedades de la integral estocastica mil-
tiple respecto a medidas de Poisson (ver, por ejemplo, D. Surgailis [312]; [313]). La
aplicacion de las herramientas proporcionadas por la teoria de campos aleatorios
generalizados al anélisis infinito-dimensional de propiedades muestrales y propieda-
des de segundo orden se observa, en los primeros trabajos de S. Berman [36]; [37],
P. Lévy [184], A. V. Skorokhod [308], P. Strait [311] y M. I. Yadrenko [353]; [362]),

entre otros.
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Campos aleatorios generalizados gaussianos fraccionarios

Segiin he comentado anteriormente, las principales contribuciones de mi prime-
ra etapa postdoctoral se ubican en este contexto. La teoria de funciones aleatorias
generalizadas, introducida en Gelfand y Vilenkin [113], asi como las propiedades de
campos aleatorios Gaussiano elipticos, descritas en el libro de Y. A. Rozanov [267|,
y en el trabajo de A. Benassi, S. Jaffard y D. Roux [35], constituyeron herramientas
bésicas, en la obtencién de los resultados abordados en esta etapa. Nuestro primer
paso consistio en la derivacion de la factorizacion del operador de covarianza, bajo
la existencia de un campo aleatorio dual generalizado, cuyo espacio del niicleo repro-
ductor (RKHS) es isomorfo a un espacio de Sobolev de orden entero (ver V. V. Anh,
M. D. Ruiz-Medina y J. M. Angulo [16]). Posteriormente, en M. D. Ruiz-Medina,
V. V. Anh y J. M. Angulo [283], se inicia el analisis de segundo orden de una familia
de campos aleatorios generalizados fraccionarios, cuya familia de RKHSs asociada
estad constituida por elementos isomorfos a los espacios que definen la escala de es-
pacios de Sobolev fraccionarios. En particular, la condicién de dualidad garantiza la

representacion pseudodifferencial fraccionaria de dichos campos, en el espacio
Loy (0 A P) = {X (2, A, P) — H3(D); El|X|3y0) < o0}

Un enfoque apropiado se basa en la caracterizacion de la distribucion de dichos
campos mediante medidas Gaussianas infinito-dimensionales en el espacio de So-
bolev H§(D) de orden s € R, sobre R". Para D un dominio abierto acotado (con
frontera regular) en R”, H3(D) denota el espacio de funciones de H5(R") con soporte
contenido en D, y H5(D) contiene las restricciones débiles a D de las funciones en
H3(R™). Asimismo, se ha denotado por [|X||gz(p) la norma en el espacio H3(D) y
por E|-| la esperanza matematica. Los resultados sobre Teoremas Embeddings entre
espacios de Besov (ver H. Triebel [325]; [326]) nos permitieron, mas tarde, obtener la
version fuerte de estas representaciones y su extension al caso de dominios fractales

(ver M. D. Ruiz-Medina, V. V. Anh y J. M. Angulo [281]), o bien, con frontera
fractal (ver M. D. Ruiz-Medina, V. V. Anh y J. M. Angulo [286]).

Los resultados anteriores se aplicaron asimismo al anélisis de las

propiedades de variacion cuadratica media local de la solucion de diferentes ver-
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siones fraccionarias de la ecuaciéon del calor, con innovaciones aleatorias, y ecuacion
de Burgers, con condiciones iniciales aleatorias (ver, por ejemplo, J. M. Angulo, V.
V. Anh, R. McVinish y M. D. Ruiz-Medina [11]; J. M. Angulo, M. D. Ruiz-Medina,
V. V. Anh y W. Grecksch [12]; M. Kelbert, N. N. Leonenko y M. D. Ruiz-Medina
[150]; M. D. Ruiz-Medina, J. M. Angulo y V. V. Anh [280]; N. N. Leonenko, M.
D. Ruiz-Medina y M. Taqqu [176], entre otras contribuciones). Hay que destacar el
papel fundamental que jugd, en la metodologia adoptada para la derivaciéon de estos
resultados, la teoria de espacios de Holder-Zygmund y los Teoremas de Embedding,
permitiendo, en particular, la inclusion continua de los RKHSs involucrados, en los
referidos espacios de Holder-Zygmund, proporcionando la formulacion fuerte de las
propiedades de regularidad local, en el contexto de campos aleatorios fraccionarios
Gaussianos elipticos (ver M. D. Ruiz-Medina, J. M. Angulo y V. V Anh [284]). La
extension de estos resultados al contexto multifraccionario se obtiene en el trabajo

de M. D. Ruiz-Medina, J. M. Angulo y V. V. Anh [289].

Recientemente, se ha desarrollado una extensa literatura sobre modelos espacial-
mente heterogéneos, en el contexto de procesos de transporte anémalo. Una version
estocética de la ecuacion pseudodiferencial multifraccionaria, en el espacio, y frac-
cionaria, en el tiempo, que rige la evoluciéon de estos procesos se introduce en V.
V. Anh, N. N. Leonenko y M. D. Ruiz-Medina [14], donde se derivan las propie-
dades de variaciéon cuadratica media local del campo aleatorio que satisface dicha
ecuacion, cuando las innovaciones aleatorias siguen una distribuciéon Gaussiana (ver
también V. V. Anh, N. N. Leonenko y M. D. Ruiz-Medina [15]|, donde previamente
se estudiaron dichas propiedades para el caso especial de ecuaciones de evolucion

fraccionarias en el tiempo y en el espacio, con innovaciones aleatorias).

Recuerdo, con especial carino el inicio de esta etapa, cuando viajé, por prime-
ra vez, con el Profesor J. M. Angulo a Brisbane (Australia), para colaborar con
el Profesor V. V. Anh de la Queensland University of Technology. Tampoco, en
aquel momento, era consciente de la repercusion, en mi vida profestonal y personal,
de aquel primer viaje, asi como de las subsiguientes estancias que llegaron poste-
riormente. Esta nueva dimension de la Ciencia permitic el inicio, y desarrollo, de

diferentes lineas de investigacion, junto a mis dos nuevos colaboradores. En esta
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etapa, debo, pues, agradecer, especialmente, a los Profesores J. M. Angulo y V. V.
Anh su apoyo y las valiosas cualidades que me transmitieron. Mds concretamente,
guardo un especial recuerdo del optimismo y entusiasmo del Profesor V. V. Anh
ante cualquier problema abierto. Compartiendo este entusiasmo, el Profesor J. M.
Angulo ofrecia un tremendo espiritu critico, que dirigia una exhaustiva revision de
cualquier aspecto desarrollado. Claramente, estas cualidades permaitieron impulsar la
wmvestigacion, en esta etapa de mi trayectoria cientifica. De nuevo, en la etapa mds
reciente, el Profesor N. N. Leonenko y sus colaboradores cercanos, han contribuido

también a los nuevos resultados derivados en el seno de esta linea.

Campos Aleatorios de Markov. Origenes

A. Ya Boyarskii [54] describe por primera vez la clase de campos aleatorios
Gaussianos homogéneos e isotropicos satisfaciendo la propiedad de Markov. Algunos
ejemplos de campos aleatorios de Markov sobre rejillas espaciales fueron analizados,
posteriormente, en el trabajo On the Theory of Solid Solutions, publicado en 1949,
por I. M. Lifshits [188]. Ejemplos alternativos de campos aleatorios markovianos
fueron también examinados en J. Ottaviani [231] y, méas tarde, por diversos autores,
tales como P. Moran [214]; [214], en el caso biparamétrico. Sin embargo, en la cons-
truccion de las bases iniciales de esta teorfa, alguno de los postulados realizados no
estaban justificados matematicamente. Asimismo, algunas de las hipotesis asumidas
era excesivamente restrictivas, tales como la suposicion siempre implicita del carac-
ter analitico de la funcién de correlacion de un campo aleatorio markoviano. Todos
estos aspectos ponian de manifiesto la dificultades presentes en la resolucién del
problema de existencia, y subsiguiente descripcion de la clase de campos aleatorios
homogéneos e isotropicos de tipo markoviano. Desde su inicios, la investigaciéon sobre
modelos de campos aleatorios markovianos iba acompanada de un especial interés
por la deteccion de los casos degenerados. Asi, P. Lévy, en sus trabajos [184]; [185];
[186]; [187], estudia la propiedad de Markov para campos aleatorios con parametro
discreto y continuo, estableciendo el caracter degenerado de los campos aleatorios

markovianos con pardmetro continuo. M. I. Yadrenko [367], en el Teorema 2 de la
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Seccion 3 del Capitulo 1 de su libro, establece la descripcion exacta de esta singula-
ridad, para campos aleatorios homogéneos e isotropicos markovianos sobre espacios
Euclideos. Especificamente, se prueba que la clase de campos aleatorios homogéneos
e isotropicos Gaussianos, satisfaciendo la propiedad de Markov, respecto a la familia
de todas las esferas concéntricas en cero, es degenerada. Este caracter singular fue
previamente establecido por este autor para campos aleatorios isotropicos sobre la
esfera (ver M. L. Yadrenko [352]), y para campos aleatorios homogéneos e isotropi-
cos sobre espacios finito-dimensionales e infinito-dimensionales de Lobachevsky (ver
M. I. Yadrenko, [354]; [354]). Simultaneamente, en el anélisis y procesamiento de
imégenes, aparecen las primeras contribuciones aplicadas, sobre campos aleatorios
markovianos (ver, por ejemplo, E. Wong [344]; [345], quien restringe su atenciéon a

la clase de campos aleatorios homogéneos e isotropicos sobre espacios Euclideos).

Segiin he comentado anteriormente, las contribuciones iniciales presentaban li-
mitaciones importantes, referentes a la caracterizacion de la propiedad de Markov
para campos aleatorios sobre parametro continuo, en relaciéon con la introducciéon de
clases no triviales de campos aleatorios de este tipo. Fueron los trabajos posteriores
de G. M. Molchan [211], L. Pitt [238] y Yu A. Rozanov [265|, los que proporciona-
ron una correcta caracterizacion de la propiedad de Markov, para campos aleatorios
Gaussianos homogéneos, a partir de la reformulacién del 'presente’, en términos
de entornos arbitrariamente pequenos de dicha variedad. Paralelamente, aparecen
nuevas herramientas, junto a la adaptacion adecuada de conceptos clasicos, tales
como, las o-algebras de separacion introducidas en H. P. McKean [195]. Fue precisa-
mente este autor, quien proporciona una version multiparamétrica del movimiento
Browniano. R. L. Dobrushin [81] establece posteriormente la formulacion de strong
mizing conditions, en la caracterizacion de campos aleatorios markovianos, mediante

sus probabilidades condicionadas y propiedades de regularidad local.

Posteriormente, Yu A. Rozanov [267], en su libro publicado en 1982 (ver también
su monografia posterior [268]), aborda la formulacion débil de la propiedad de Mar-
kov en el contexto de campos aleatorios o funciones aleatorias generalizadas. Hasta
este momento, solo existian extensiones de casos aislados o ejemplos concretos, sobre

la definicion de la propiedad de Markov para funciones aleatorias multiparamétri-
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cas. Si bien la formulacion de la propiedad de Markov, para procesos en el tiempo,
establecia una definicion precisa del 'presente’ puntual, asi como del 'pasado’ y 'fu-
turo’, y por tanto, de la independencia de los comportamientos pasados y futuros,
dada la informacioén sobre el comportamiento presente, su extension al contexto de
campos aleatorios no era inmediata. Especificamente, era necesario dar respuesta a
una serie de preguntas no triviales sobre la definicion del 'presente’, 'pasado’ y 'fu-
turo’, en la caracterizacion de esta propiedad sobre pardmetro multidimensional. En
particular, cuando dicho parametro es continuo, el 'pasado’ y el 'futuro’ se definen
como regiones complementarias arbitrarias, en un dominio apropiado, separadas por
una frontera regular. Su extension al contexto infinito-dimensional se obtiene en tér-
minos de funciones aleatorias generalizadas, a partir del concepto de ortogonalidad
entre espacios de funciones, que conlleva una divisién en componentes regulares y
singulares del campo aleatorio, que satisface esta propiedad. Su caracterizacion, en
la monografia de Yu A. Rozanov, se formula en términos de la existencia y orto-
gonalidad del campo aleatorio conjugado. Notese que estos conceptos asi como la
introduccion de esta propiedad se verifican, en sentido fuerte, solo cuando el cam-
po es Gaussiano, bajo ciertas condiciones de regularidad del nucleo de covarianza,

asociado al operador integral de covarianza.

En el presente, la teoria de campos aleatorios de Markov ha experimentado un
crecimiento exponencial, constituyéndose en una de las ramas fundamentales, en el
desarrollo de la Teoria Moderna de Campos Aleatorios. De hecho, sus avances se
deben, en parte, a su papel esencial en otras areas tales como la Fisica, Biologia,
Geoestadistica y Ciencias de la Computacion, entre otras. Por ejemplo, desde sus
inicios, ha permitido generar las herramientas necesarias para el desarrollo de la

Teorfa Fisica de Campos Cuanticos (ver, por ejemplo, E. Nelson [218]; [219]).

Segiin he comentado anteriormente, la terminologia campo aleatorio se adop-
té inicialmente en el A&mbito de la Fisica y la Probabilidad, asociada al adjetivo
de Markov, para hacer referencia a un conjunto de variables aleatorias que poseen
la propiedad de Markov descrita por un modelo grafico no dirigido. Este conjunto
es similar a una red bayesiana en su representacion de dependencias entre variables

aleatorias. Cuando la distribucion conjunta de las variables aleatorias es estrictamen-
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te positiva se llama también Campo Aleatorio de Gibbs porque, segin el Teorema
de Hammersley-Clifford, puede ser representado por una medida de Gibbs. Como
modelo inicial se adopta el modelo de Ising, que fue introducido en 1925. De hecho,
la modelizacion mediante campos aleatorios de Gibbs fue desarrollada para obtener
un contexto general, donde derivar el modelo de Ising. Dada la gran cantidad de
fenomenos de interaccion espacial que pueden ser estadisticamente descritos por los
campos aleatorios de Gibbs, dichos campos han suscitado un gran interés, dentro
de la literatura desarrollada sobre campos aleatorios de Markov. El modelo de Ising
ha sido aplicado en diversas areas, tales como la Ecologia, Mecanica Estadistica,
Analisis y Procesamiento de Iméagenes y Ciencias de la Computaciéon e Inteligencia
Artificial, entre otras. Mencion especial merece la contribucion de M. B. Averintsev,
en 1972, donde se deriva la caracterizacion de campos alaetorios markovianos me-
diante probabilidades condicionadas Gibbsianas. En 1991, V.A. Malyshev y R.A.
Minlos [190], en su monografia Gibbs Random Fields, introducen las nociones basi-
cas y los diferentes aspectos que intervienen en la estimacion de Campos Aleatorios
de Gibbs. En particular, describen el esquema general de las expansiones clister,
que proporcionan una nueva y poderosa herramienta de la Fisica-Matematica, para
la descripcion de las caracteristicas locales de campos aleatorios, en términos de un

numero finito de variables aleatorias del campo o clustors.

Aunque los campos aleatorios de Gibbs surgen originalmente como modelos de
la Fisica (ver, por ejemplo, O. Lanford y D. Ruelle [163]; Ch. Preston [253]), no se
puede decir que sea menor el interés que suscitan en otras areas aplicadas. Ejemplos
notables son el modelo autologistico (J. Besag [40] [41]) v su extension al modelo
de Potts, a partir del desarrollo de S. Geman y D. Geman [115] y J. Besag (39|,
con gran repercusion en diversas areas. Destacaré las aplicaciones relacionadas con
el analisis estadistico bayesiano de imagenes, incluyendo la restauracion, reconstruc-
cion y deteccion (ver R. Chellapa y A. Jain [64]; D. Geman [114]), el mapeo de
enfermedades (ver, por ejemplo, J. Besag, J. York y A. Mollie. [42]) y el anélisis de
secuencias biologicas (ver F. L. Bookstein [46]; I. L. Dryden y K. V. Mardia [87];
U. Grenander, Y. Chow y D. Keenan [122], entre otros). También juega un papel

destacado el modelo grafico aleatorio exponencial (ver O. Frank y D. Strauss [103];
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S. Wasserman y P. Pattison [339]). Posiblemente, sea el modelo estadistico mas po-
pular para el analisis de redes sociales (ver, por ejemplo, G. Robins, P. Pattison, Y.
Kalish y D. Lusher [263]). El interés de estos modelos no reside tanto sobre las leyes
de Markov que pueden gobernar los datos, sino mas bien, sobre su flexibilidad y
estabilidad en la modelizacion. A pesar de su popularidad, los campos aleatorios de
Gibbs sufren una grave limitaciéon computacional, ya que requieren una constante
normalizacion de las densidades, lo que conlleva una gran complejidad combinato-
ria, que generalmente no puede evaluarse y analizarse mediante métodos numéricos
estandar. Esto se traduce en un problema central, en el analisis estadistico, derivado
de los mismos que involucra la inferencia sobre parametros, asi como la resolucion
de problemas de seleccion de modelos. Notese que este problema se resuelve solo en
el caso de mallas o rejillas de baja dimension, donde se pueden aplicar algoritmos
recursivos, tales como el algoritmo recursivo propuesto por R. Reeves y A. N. Pettitt
[261] ¥ N. Friel y H. Rue [111], quienes derivan el calculo exacto de la constante de
normalizaciéon. El crecimiento exponencial de la complejidad de estos algoritmos,
en el tiempo, hace inviable su implementaciéon en rejillas de elevada dimensiéon. De
hecho, se han propuesto en la literatura diversas aproximaciones deterministicas y
estocésticas, que pretenden solventar estas dificultades y desarrollar métodos que
sean computacionalmente eficientes y precisos. Estos problemas y aspectos relacio-
nados constituyen, en la actualidad, una de las dreas méas activas sobre investigacion

de modelos markovianos.

Martingalas biparamétricas, integracién estocastica y ecuacio-

nes diferenciales estocasticas

El estudio de este tipo de campos aleatorios o procesos multiparamétricos da-
ta de los anos anteriores a la década de los 70 del siglo XX (ver, por ejemplo, la
monografia reciente de D. Khoshnevisan [151], donde podemos encontrar una bre-
ve resena bibliografica sobre este tema). Mas concretamente, en los trabajos de R.
Cairoli y J. B. Walsh [61] y J. B. Walsh [335]; [336] se formula, en un contexto
biparamétrico, el concepto de martingala, integral estocéstica, asi como las herra-

mientas fundamentales que intervienen en el calculo estocéstico. En la ultima etapa
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de mi periodo predoctoral, particularmente, en el trabajo de M. D. Ruiz-Medina y
M. J. Valderrama [302], se aplica la definicion de martingala biparamétrica en la
caracterizacion de procesos de difusion Gaussianos biparamétricos, a partir de la re-
presentacion integral estocastica de Wiener-Ito, derivada por D. Nualart y M. Sanz

[223].

Entre las primeras formalizaciones de la propiedad de Markov en el plano, se
destacan las referidas como Sharp-Markov property (ver P. Lévy [183], y R. C. Da-
lang y J. B. Walsh [73]), Germ-Markov property (ver H. P. McKean [195]; L. D. Pitt
[238]; H. Kunsch [160]) v x-Markov (ver R. Cairoli [60]; H. Korezlioglu, P. Lefort y
G. Mazziotto [156]; D. Nualart y M. Sanz [223]). G. Mazziotto [194] establece, méas
tarde, la inclusion de esta tltima clase de procesos de Markov en la interseccion de
las dos clases anteriores. Es decir, los procesos x-Markov son también Sharp-Markov
y Germ-Markov (ver también el trabajo reciente de P. Balanga [25], donde se puede
encontrar una introduccion detallada de diferentes extensiones de la propiedad de
Markov en campos aleatorios, incluyendo el caso de campos aleatorios cuyos indi-
ces se asocian a una familia de conjuntos). Esta area de investigacion sigue siendo
muy activa. En particular, existen diversas extensiones de estas familias de campos
aleatorios, entre las que se destacan: el Movimiento Browniano Multifraccionario
(A. Ayache, N. R. Shieh y Y. Xiao [23]); la Hoja Browniana, que extiende el pro-
ceso de Wiener al contexto multiparamétrico (R. C. Dalang, E. Nualart, D. Wu, y
Y. Xiao [72]); los procesos de Lévy (ver, por ejemplo, D. Khoshnevisan y Y. Xiao
[152]); el proceso Browniano bifraccionario (ver C. A. Tudor y Y. Xiao [329], quie-
nes analizan sus propiedades muestrales) y algunas familias especiales de campos
aleatorios Gaussianos anisotropicos (ver Y. Xiao [351], quien deriva las propiedades

de regularidad local de las trayectorias).

Las ecuaciones en derivadas parciales estocasticas constituyen un tema central,
de particular relevancia en el anélisis estocastico, proporcionando la descripcion de
la evolucion espacio-temporal de los sistemas fisicos, sujetos a diferentes fuentes
de aleatoriedad. La dindmica cadtica de dichos sistemas queda caracterizada, bajo
ciertas condiciones, por ecuaciones diferenciales probabilisticas que caracterizan la

distribucion de probabilidad de la solucién aleatoria, compatible con la dinamica del
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sistema. Mas emocionantes ain son las diversas interacciones del calculo estocéastico
con la Estadistica Matematica (R. Pyke [255]), la Mecanica Estadistica (K. Kuroda
y H. Manaka [161]) y el analisis y procesamiento de datos sobre el cerebro, neuroimé-
genes (J. Cao y K. Worsley [62]). En particular, es notable el avance experimentado
en la modelizacién de sistemas de particulas, la dinamica de fluidos y la dinamica

de poblaciones, gracias a la teoria de ecuaciones diferenciales estocésticas.

Otra variante del analisis estocastico (muy activa) enfoca sus trabajos a la carac-
terizacion probabilistica de las soluciones de ecuaciones diferenciales clasicas, tales
como las ecuaciones de Navier-Stokes o Boltzman. La modelizacion de fendémenos
que presentan una alta variabilidad da paso a una tercera subarea del célculo esto-
céstico, los procesos estables, donde se puede encontrar una amplia literatura (ver,
por ejemplo, T. Komatsu [154]; G. Samorodnitsky y M. S. Taqqu [304]). El célculo
de Malliavin y el anélisis infinito-dimensional (ver D. Nualart [221]) han contribuido,
de forma decisiva, al estudio de las propiedades estructurales y el comportamien-
to de las soluciones de ecuaciones en derivadas parciales estocasticas. Sin embargo,
no podemos restringir el interés de esta subarea solo al campo de las aplicaciones
fisicas, dado que es bien conocido su interés, por ejemplo, en el area de la Inge-
nieria, donde la teoria del control estocastico ha sido ampliamente aplicada en las
telecomunicaciones y en los sistemas de produccién. La visién por computadora y
las técnicas de busqueda, a menudo, se basan en métodos de anélisis estocastico.
Finalmente, muchos algoritmos estocésticos, usados en la préctica, solo pueden es-
tudiarse y analizar su convergencia a partir de las técnicas de analisis estocastico.
La modelizacion estocastica financiera se ha convertido en una herramienta de im-
portancia primordial para los bancos, los seguros y, de hecho, para la mayoria de las
grandes corporaciones. Esto ha ocurrido, por un lado, porque los operadores ahora
intercambian una amplia variedad de nuevos instrumentos financieros, y porque los
nuevos desarrollos tedricos, y las nuevas tecnologias en computacion, han hecho po-
sible la implementacién de los calculos matematicos necesarios para analizar estos

instrumentos, mediante los modelos estocésticos.

29



Dualidad y propiedad de Markov de orden n

La literatura desarrollada en este contexto estd especialmente motivada por el
problema de filtrado y prediccion lineal minimo-cuadratica, que juega un papel fun-
damental en la Teoria de Campos Aleatorios, dadas sus multiples aplicaciones. Nues-
tra contribucion, en esta rama de los procesos multiparamétricos de Markov de orden
finito, consiste en su caracterizacion débil, a partir del concepto de campo aleatorio
dual. El pardmetro n que interviene en su definicion determina el orden del operador
diferencial, que define el filtro lineal, mediante el cual se transforma un elemento de
la familia caracterizada, en un campo aleatorio de ruido blanco. Por tanto, dicho
campo satisface, en media cuadratica y en sentido débil, una ecuacion en derivadas
parciales estocastica con innovaciones Gaussianas de ruido blanco (ver, por ejemplo,
Yu A. Rozanov [267]). Mas concretamente, Yu A. Rozanov [267| caracteriza esta
propiedad en términos de la ortogonalidad, en el espacio £%(9, A, P), del campo
aleatorio conjugado, respecto a un sistema de dominios abiertos acotados (satisfa-
ciendo la propiedad de n-extension). Mas tarde, V. V. Anh, M. D. Ruiz-Medina y J.
M. Angulo [17] derivan una caracterizacion alternativa, en términos de la ortogona-
lidad del campo dual, cuando el espacio del nicleo reproductor asociado es isomorfo
a un espacio de Sobolev de orden n. Posteriormente, V. V. Anh, M. D. Ruiz-Medina
y J. M. Angulo [288] extienden los resultados anteriores al contexto no Gaussiano
y multifraccionario, a partir de los avances de K. Kikuchi y A. Negoro [153], sobre
procesos de Markov generados mediante operadores pseudodiferenciales de orden
variable (ver N. Jacob y H.-G. Leopold [144]). Mas concretamente, se consideran
las condiciones de regularidad local y acotacién polinomial, sobre el simbolo de un
operador pseudodiferencial de orden variable, fuertemente eliptico, que permiten su
extension cerrada sobre el espacio C*°(R™). Dicha extension es el generador infinite-
simal de un semigrupo de Feller, y, por tanto, define las probabilidades de transicion

de un proceso de Markov.

Realmente, dada su riqueza, la teoria de campos aleatorios markovianos ha cu-
bierto diferentes vertientes de mi investigacion, en diferentes etapas, desde mi etapa
predoctoral, pasando por los comienzos de mi etapa postdoctoral, hasta la sequnda

década del siglo XXI. Agradezco de nuevo al Profesor Mariano J. Valderrama, en
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mt etapa predoctoral, y a los Profesores J. M. Angulo y V. V. Anh, en mi etapa

postdoctoral, su colaboracion en estas lineas de investigacion.

Primeros Resultados en el Analisis de las Trayecto-

rias de Campos Aleatorios

Un tema central en la Teoria de Campos Aleatorios, desde sus inicios, es el estudio
de las propiedades analiticas de las trayectorias de campos aleatorios. Los primeros
resultados en este area fueron derivados en N. N. Chentsov [66], W. Winkler [342]
y M. I. Yadrenko [356]. En particular, las propiedades de regularidad local de las
trayectorias de campos aleatorios fueron analizadas en G. Hunt [130], quien propone
la idea de investigar dichas propiedades, bajo las condiciones de convergencia unifor-
me de las descomposiciones espectrales (ver también Yu K. Belyaev [31]; [32]; [33]).
Posteriormente, V. V. Buldygin y Yu V. Kozachenko [58] y Yu V. Kozachenko y M.
I. Yadrenko [157]; [158] explotan estas ideas, que resultan ser extremadamente fruc-
tiferas en la investigacion del comportamiento local de las trayectorias de campos
aleatorios (ver también L. Delporte [78]; N. Jain y M. Markus [145]). En un con-
texto mas abstracto, se derivaron resultados paralelos sobre convergencia uniforme
de series de elementos aleatorios en espacios de Banach. Los principales resultados
obtenidos en este &mbito, durante las décadas de los 60 y 70 del siglo XX, se resumen
en el libro de V. V. Buldygin [57], publicado en 1980, titulado The Convergence of
Random Elements in Topological Spaces (ver también K. Ito y M. Nisio, [139]).

R. M. Dudley |88] sugiere un interesante método para la construccion del conjun-
to de separabilidad de un campo aleatorio, que posteriormente se aplica al estudio
de las propiedades de regularidad local de sus trayectorias. Mas tarde, en 1973, este
autor escribirfa un survey, recogiendo la amplia literatura existente en este area,
sobre el andlisis local muestral. M. I. Yadrenko [367] aplica el método propuesto
por Dudley, en la obtencién de una condicién suficiente, para la continuidad mues-
tral del campo aleatorio, a partir del orden de variaciéon cuadratica media local de
dicho campo. Enfoques, tales como el propuesto por I. A. Ibragimov [133], basado

en teoremas Embedding, aparecerian posteriormente, contribuyendo al desarrollo del
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analisis estocastico y funcional de las trayectorias de campos aleatorios (ver E. L.
Ottrovskii [232]; Yu V. S. Berman [36]; R. Bernard [38]|; H. Watanabe [340]; W.
Winkler y O. Frolich [343]; T. Kawada [149]; P. Strair [311]; V. V. Yurinskii [379] y
M. I. Yadrenko [357], entre otros).

La geometria de campos aleatorios

Los funcionales no lineales de campos aleatorios GGaussianos de caracter geomé-
trico han jugado un papel fundamental en el desarrollo de otras disciplinas, relacio-
nadas, por ejemplo, con el anélisis de rugosidad de superficies (ver A. P. Husu, Yu
R. Viterberg y V. A. Palmov [131]), asi como con la microgeometria de superficies,
para el andlisis de interacciones, donde destacan las monografias de Ya A. Rudzit

[269] y E. Vanmarcke [331].

Entre las diferentes perspectivas que podrian ser adoptadas en el estudio de la
complejidad topologica muestral de los campos aleatorios, todas ellas deben com-
partir un anéalisis probabilistico y topologico de las funciones aleatorias que generan
sus trayectorias. En este sentido, dos textos claves, en el estudio de la geometria
de campos aleatorios, son los libros de R. J. Adler [1] y M. Wschebor [350]. En el
primero, titulado The Geometry of Random Fields, se recogen los resultados fun-
damentales derivados por R. J. Adler y sus coautores durante la década de los 70
(siglo XX). La Geometria Diferencial y la Teoria de Morse, en el caso de variedades
suaves y sin fronteras, y la Geometria Integral, en el caso variedades estratificadas
de Whitney, localmente regulares (que permiten la presencia de bordes y esquinas),
constituyen las herramientas fundamentales de este libro, asi como de las subsiguien-
tes monografias sobre este tema, escritas por R. J. Adler y J. E. Taylor [2]; R. J.
Adler y J. E. Taylor [3]; R. J. Adler, J. E. Taylor y K. J. Worsley [4]. Resultados
fundamentales, en el desarrollo de esta teoria, son, por ejemplo, la extension al con-
texto de funciones aleatorias multiparamétricas de la formula de S. O. Rice [262],
sobre el nimero medio de cruces de un nivel dado 'u’ por una funcién aleatoria
uniparamétrica. Dicha extension suele ser referida como Gaussian Kinematic For-
mula. De hecho, la version mas elegante de esta formula, desde un punto de vista

geométrico, aparece, por primera vez, en la tesis defendida por E. Taylor [318] en
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2001 (ver también [319]), donde se puede decir que comienza la version mas moderna
de la geometria de campos aleatorios (ver K. J. Worsley [346]; [347]; [348]; [349]).
Herramientas bésicas de la Geometria de Campos Aleatorios son, por ejemplo, los
conjuntos de excursion (i.e., subconjuntos de variedades suaves, donde los campos
aleatorios analizados presentan un determinado comportamiento), el estudio de las
llamadas tube formulae y la Caracteristica de Euler. En particular, la expansion de
la media de la Caracteristica de Euler, en términos de cuantificadores geométricos,
tales como los funcionales de Minkowski y las curvaturas de Lipschitz-Killing (con
respecto a una métrica de Riemann inducida por un campo aleatorio) son parte
de los contenidos abordados en las mencionadas monografias. Paralelamente, J. M.
Azdis y M. Wchebor [24] tratan en su libro aspectos complementarios. La etapa
metodologica méas reciente estd marcada por las monografias de R. J. Adler y J. E.
Taylor [3], y R. J. Adler, J. E. Taylor y K. J. Worsley [4]. En esta etapa, la topologia
algebraica juega un papel fundamental en la resolucién de problemas mas comple-
jos, fuera del contexto Gaussiano, motivados por diversas aplicaciones en diferentes
areas, tales como el Andlisis de Neuroimagenes, la Astrofisica y la Oceanografia,

entre otras.

Adoptando el enfoque proporcionado en I. A. Tbragimov [133], nuestra investi-
gacion, en este ambito, se ha dirigido al anélisis del comportamiento local de las
trayectorias de campos aleatorios Gaussianos fraccionarios, derivindose el modulo
de continuidad de las trayectorias de dichos campos, bajo las condiciones estableci-
das en el Teorema 3.3.3 de Adler [1] (ver p. 57), considerando la inclusion continua
del espacio del nicleo reproductor en un espacio de Holder-Zygmund. Estos resul-
tados se recogen, entre otros, en los trabajos J. M. Angulo, M. D. Ruiz-Medina, V.
V. Anh y W. Grecksch [12], M. D. Ruiz-Medina, J. M. Angulo y V. V. Anh [284]
y M. D. Ruiz-Medina, V. V. Anh y J. M. Angulo [287], sobre campos aleatorios
Gaussianos definidos mediante ecuaciones en derivadas parciales estocésticas, y M.
D. Ruiz-Medina, E. Porcu y R. Fernandez-Pascual [299], sobre familias de campos
aleatorios Gaussianos, cuyos nucleos de covarianza presentan un comportamiento

local fractal y colas pesadas.

De nuevo agradecer a mis colaboradores el recorrido realizado por esta rama de
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la Teoria de Campos Aleatorios Gaussianos, que conecta, en particular, con otras
ramas de las Matemdticas, tales como la Geometria y el Andlisis Funcional, lo que

le confiere un atractivo especial, desde mi perspectiva.

El Problema de Regresion en Campos Aleatorios

Esta rama de la Teoria de Campos Aleatorios ha jugado un papel fundamen-
tal en el desarrollo de técnicas estadisticas, para la aproximacion y el anélisis de
los valores de campos aleatorios, desde diferentes enfoques, tales como el enfoque
paramétrico clasico y bayesiano, enfoque no paramétrico, etc. Una parte impor-
tante de dichas técnicas se ha desarrollado en el seno de la Estadistica Espacial
v Espacio-Temporal. Su interaccién con otras disciplinas, tales como la Geofisica,
Geoestadistica, Medioambiente y Ecologia, entre otras, ha permitido la derivacion

de contribuciones muy transversales, con un importante impacto social.

Estimacion, filtrado y prediccion lineal

En el ambito de la Estadistica Espacial, originalmente de la Geoestadistica, el
kriging, o la regresion de un campo aleatorio Gaussiano, es un método de interpola-
cion donde se asume que los valores interpolados corresponden a un campo aleatorio
Gaussiano, cuyas covarianzas vienen previamente determinadas, o, en su defecto, se
estiman mediante un método apropiado. Bajo condiciones adecuadas, el interpolador
kriging proporciona la 'mejor’ aproximacion lineal insesgada (de minima varianza)
de los valores intermedios. La base tedrica para este método de interpolaciéon fue
desarrollada por el matematico francés Georges Matheron en 1960, basada en la te-
sis de maestria de Danie G. Krige. Krige busco estimar la distribucién mas probable
del oro, a partir de las muestras recogidas en algunos pozos. (El verbo en inglés es
krige y el sustantivo mas comun es kriging). Esta técnica también se conoce como
Prediccion de Wiener-Kolmogorov, en memoria de Norbert Wiener y Andrey Kol-
mogorov. Otras técnicas de interpolacion posteriormente utilizadas en la literatura,

tales como las técnicas basadas en suavizamiento mediante spline, no proporcionan
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los valores intermedios méas probables.

La literatura sobre los problemas de extrapolacion y filtrado lineal se desarrolld
inicialmente, bajo las condiciones de homogeneidad e isotropia de los campos aleato-
rios analizados. Destacaré, como trabajos pioneros en esta temaética, las contribucio-
nes de Yu D. Popov [245]; [246]; [247]; [248]; [249]; [250]; [251], M. L. Yadrenko [358];
[359]; [360]; [361]; [367], y M. I. Yadrenko y M. G. Al-Mandani [369]. Los principios
generales para la construccion de estimadores 6ptimos de los coeficientes de regre-
sion, asi como de los predictores plug-in asociados, en la aproximacion de los valores
de campos aleatorios Gaussianos, se analizan en la extensa literatura desarrollada
durante la década de los 70 del siglo XX (ver M. I. Fortus [101]; I. A. Ibragimov y Yu
A. Rozanov [134]; M. A. Mirzakhmedov [200]; M. P. Moklyachuk [201]; [202]; [203];
[204]; [205]; [206]; [207]; [208]); M. P. Moklyachuk y M. I. Yadrenko [209]; [210]; M.
S. Pinsker [236]; A. G. Ramm [256]; [102]; Ch. Tse-Pei [327]; [328], entre otros).

Nuestros resultados, sobre extrapolacion, filtrado e interpolaciéon lineal de cam-
pos aleatorios, contintian la linea de trabajo establecida en la monografia de A. G.
Ramm [257], bajo el enfoque de problemas inversos. Inicialmente, el principal obje-
tivo de nuestra investigacion fue la formulacion de métodos de regularizacion, que
proporcionaran una estimacion lineal minimo cuadratica estable de un campo alea-
torio intrinseco (latente), usualmente dicontinuo, cuya observacion se realiza a través
de su suavizamiento, mediante un filtro lineal, normalmente definido mediante un
operador integral, que generalmente se supone conocido (o bien, podria ser estima-
do, mediante la aplicacion de técnicas espectrales). Dado que dichas observaciones
estan afectadas por ruido aditivo, se consideran, adicionalmente, técnicas de filtrado,
basadas en la teoria de perturbacion de operadores lineales, que, en nuestro caso,
involucran al operador de covarianza del proceso suavizado u observable y al ope-
rador de covarianza del ruido aditivo de observacion, que se suele suponer generado
por el dispositivo de medicion. Los principales enfoques desarrollados se basan en la
inversion del filtro lineal mediante aproximaciones wavelets truncadas, aplicacién de
técnicas de proyeccion numérica basadas en la descomposicion wavelet-vaguelette, o
bien, regularizacion del problema mediante proyeccién en bases del RKHS del cam-

po aleatorio observable o suavizado. La teoria de campos aleatorios generalizados
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juega, en la metodologia adoptada, un papel fundamental (ver M. D. Ruiz-Medina
[270]; M. D. Ruiz-Medina y J. M. Angulo [279]; M. D. Ruiz-Medina, J. M. Angulo y
V. V. Anh [282]; M. D. Ruiz-Medina, J. M. Angulo, R. Fernandez-Pascual [99]; M.
D. Ruiz-Medina, J. M. Angulo, R. Fernandez-Pascual [285]; M. D. Ruiz-Medina, V.
V. Anh, R. M. Espejo, J. M. Angulo y M. P. Frias [290], entre otros)

Las lineas de investigacion descritas en este apartado se ubican en dreas mds
aplicadas, que demandan nuevos aspectos metodoldgicos, mds cercanos a la Estadis-
tica y la Matemdtica Aplicada. Paralelamente, se desarrolla la codireccion y direccion
de mis primeras tesis. Comenzaba asi una nueva vertiente, en mi carrera cientifica,
que me acercaba a problemas de impacto mas inmediato en el mundo real. Debo,
pues, agradecer a mis colaboradores, en particular a mis doctorandos en esta etapa,

esta oportunidad de visitar, juntos a ellos, estos nuevos dmbitos de la Ciencia.

Regresion paramétrica no lineal

El concepto de medida espectral de la funcién de regresion, involucrado en el
problema de regresién paramétrica no lineal para campos aleatorios isotrépicos u
homogéneos, fue ampliamente utilizado desde los origenes de esta teoria (ver, por
ejemplo, A. V. Ivanov y N. N. Leonenko [141]; N. N. Leonenko y M. I. Yadrenko
[180]; [181]). Las propiedades asintoticas de los estimadores paramétricos minimo-
cuadraticos en la regresion no lineal fueron extensivamente estudiadas, bajo observa-
ciones independientes y estacionarias. Uno de los autores mas representativos en el
desarrollo de este enfoque es el Profesor A. V. Ivanov, quien en su monografia [140],
titulada Asymptotic Theory of Nonlinear Regression, publicada en 1997, recoge los
principales avances en este campo, desde la década de los 70 (siglo XX), en relacion
con la teorfa asintdtica y las propiedades estadisticas de este tipo de estimadores

paramétricos y predictores plug-in asociados.

Los resultados anteriores se extienden al contexto de funciones de regresion cuya
medida espectral asociada presenta miiltiples singularidades, que no coinciden con
las singularidades del espectro del término de error. Dicho término de error se mo-

deliza mediante un funcional no lineal de un campo aleatorio Gaussiano, usualmente
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homogéneo e isotropico. En A. V. Ivanov, N. N. Leonenko, M. D. Ruiz-Medina y
B. M. Zhurakovsky [143] se deriva, bajo condiciones apropiadas, la consistencia y
normalidad asintotica del estimador minimo cuadratico paramétrico de la funcién de
regresion, mediante la aplicacion de los resultados limite, previamente obtenidos en
A. V. Ivanov, N. N. Leonenko, M. D. Ruiz-Medina y I. N. Savich [142]. Posteriormen-
te, M. P. Frias, A. V. Ivanov, N. N. Leonenko, F. Martinez y M. D. Ruiz-Medina
[105] prueban, mediante simulacion estocastica, que dichas propiedades se siguen
manteniendo, bajo un escenario mas amplio, para el espacio de parametros, que

caracteriza la estructura de dependencia fuerte del término de error.

Entre los colaboradores en esta etapa, destaco al Profesor Alexander Ivanov (Kiev
University), quien aportd su gran experiencia en este campo, reflejada en su relevante

y amplia trayectoria en el ambito de la regresion paramétrica no lineal.

Estimacion Paramétrica de Estructuras de Depen-

dencia Temporal y/o Espacial

Un tema crucial en la estimacion paramétrica de campos aleatorios Gaussianos es
la caracterizacion de la singularidad y continuidad absoluta de las medidas de proba-
bilidad infinito-dimensionales inducidas por los mismos. Condiciones generales sobre
continuidad absoluta y singularidad u ortogonalidad de medidas Gaussianas, sobre
espacios de funciones, fueron inicialmente obtenidas en los trabajos de I. Feldman
[95]; [96]; I. I. Gikhman y A. V. Skorokhod [117]; J. Hajek [126]; Yu A. Rozanov
[266]; A. V. Skorokhod [307]. Especial atencion se concedi6 a la caracterizacion de
dichas propiedades, en términos de los momentos de segundo orden que definen la
distribuciéon de probabilidad infinito-dimensional subyacente. Bajo homogeneidad
del campo aleatorio Gaussiano analizado, dicha caracterizacién se obtiene en tér-
minos de la medida espectral que define la transformada de Fourier de la funcion
de correlacion (ver, por ejemplo, S. M. Krasnitskii [159]; A. V. Skorokhod y M. L.
Yadrenko [309]; M. I. Yadrenko [364]; Z. S. Zekaridze, [381]). En un contexto més
general, destacan los trabajos de S. M. Kalandarashvili [147] y M. I. Yadrenko [363],

sobre continuidad absoluta de medidas de probabilidad, no necesariamente indu-
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cidas por campos aleatorios Gaussianos. No obstante, en el siglo XX, durante las

décadas de los 60 y 70, la literatura sobre este tema atin era bastante escasa.

Nuestra contribucién en este campo se refleja en el trabajo de M. D. Ruiz-Medina,
E. Porcu y R. Fernandez-Pascual [298|, donde se extienden los resultados anteriores
al contexto de campos aleatorios Gaussianos multivariantes, cuyas componentes se
evalian en un espacio de Hilbert separable. Mas concretamente, se establecen las
condiciones sobre el espectro continuo matricial infinito-dimensional, que garantizan
la equivalencia de las medidas Gaussianas multivariantes infinito-dimensionales aso-
ciadas. La aplicacién de estos resultados al contexto de la estimaciéon paramétrica,
incluyendo las técnicas de estimacion basadas en el método de maxima verosimi-
litud, y, en particular, la estimaciéon por minimo contraste, suscita gran interés en

diferentes areas, tal es el caso de la Geoestadistica Multivariante.

Entre los colaboradores en esta etapa, destaco al Profesor Emilio Porcu (Khalifa
University Abu Dhabi ), quien nos transmitid su interés por esta linea de investiga-

cion, impulsando nuestra colaboracion en dicha linea.

Primeros pasos en el contexto de la Estadistica Espacio-Temporal

El estudio de propiedades asintoticas de estadisticos para la estimacion de cam-
pos aleatorios y formulacién de contrastes de hipotesis se aborda inicialmente en los
trabajos de N. Ya Vilenkin y T. I. Dubenko [333], y M. I. Yadrenko [365]; [366]. Un
papel fundamental juegan los resultados obtenidos en relaciéon con la distribucion
asintotica del méximo, que fue originalmente analizada en los trabajos de Yu K.
Belyaev [33], V. L. Piterbarg [237| y P. I. Yuditskaya [377]; [378|. En los capitulos 3
y 4 de la monografia de A. V. Ivanov y N. N. Leonenko [141], se derivan, bajo ho-
mogeneidad e isotropia, resultados fundamentales sobre propiedades asintoticas de
estimadores de la funcion media y la funcion de correlacion. Estos tltimos, basados

en estadisticos més complejos que el correlograma empirico.

Los estadisticos muestrales definidos por las versiones empiricas del correlograma,
junto al variogramma (respecto semivariograma), han jugado un papel fundamental

en la Estadistica Espacial y Espacio-Temporal desde sus origenes, en particular, en la
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Geoestadistica (ver B. Matern [192]; G. Matheron [193]). De hecho, con frecuencia, se
trabaja con interpoladores y extrapoladores plug-in, basados en la estimacion previa
de la estructuras de dependencia espacial y espacio-temporal subyacentes (ver J. P.
Chiles y P. Delfiner [67]; G. Christakos [68]; N. Cressie [71]; H. Wackernagel [334],

entre otros).

La Estadistica Espacial y la Espacio-Temporal permiten el anélisis de datos
correlados en el espacio, o bien, en el tiempo y espacio. En este contexto, con fre-
cuencia se debe abordar el analisis de estructuras complejas, de elevada dimension,
que dificultan la aplicacion de los enfoques multivariantes clasicos. Gran parte de
la literatura, en este ambito, se centra en la estimacion de covarianzas espaciales y
espacio-temporales, que modelizan la estructura de dependencia de los datos. En el
caso isotréopico y homogéneo, la funciéon de covarianza se caracteriza mediante una
funcion radial. En este contexto, nuestra investigacion se ha centrado en la estima-
cion de modelos de covarianza con colas pesadas. Por tanto, la dependencia persiste
para grandes distancias en el espacio, o bien, en el espacio y tiempo. En nuestro
caso, hemos adoptado un enfoque semiparameétrico, donde dicha velocidad de caida,
que obedece una ley potencial, se halla caracterizada por un parametro, usualmente
referido como pardmetro de memoria o pardmetro de dependencia de largo rango.
Hemos propuesto diferentes métodos de estimaciéon de dicho parametro, basados
en el periodograma integrado, periodograma tapered, aproximaciones wavelets, entre
otras, segln se refleja en los contenidos de los trabajos desarrollados en este contexto
(ver, por ejemplo, M. P. Frias, F. Alonso, M. D. Ruiz-Medina y J. M. Angulo [104];
M. P. Frias y M. D. Ruiz-Medina [106]; [107]; M. P. Frias, M. D. Ruiz-Medina y V.
V. Anh [109]; M. D. Ruiz-Medina y M. P. Frias [296]; M. D. Ruiz-Medina y M. P.
Frias [108]).

En esta linea de investigacion, agradezco de nuevo a mis colaboradores su es-
fuerzo y compromiso por impulsar este aspecto de la estimacion semiparamétrica de
estructuras de dependencia de largo rango, cuyo desarrollo relativamente reciente,
ha permitido obtener resultados sobre la modelizacion no markoviana. Su proyeccion
transversal es clara. Aprovecho para agradecer aqui la colaboracion con el Profesor

F. J. Alonso, junto al Profesor J. M. Angulo en la codireccion de la tesis de la
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Profesora M. P. Frias.

Campos Aleatorios con Parametro Discreto y Series

Multiparamétricas

Al igual que he reflejado en la literatura inicialmente desarrollada, sobre estima-
cion de campos aleatorios con espacio de parametros continuo, una de las hipotesis
basicas, bajo la cual se deriva un importante volumen de resultados sobre estima-
cién para campos aleatorios con parametro discreto, es la estacionariedad. Particu-
larmente, he abordado extensivamente la modelizacion lineal, que incluye las series
espaciales autorregresivas y de medias moviles, introducidas, por ejemplo, en S. Ba-
suy G. C. Reinsel [29]. Se ha realizado, en este sentido, un largo recorrido, desde la
contribucion inicial de R. L. Dobrushin y P. Major [82], donde se encuentran algunos
resultados asintoticos sobre la estimacion por el método de maxima verosimilitud de
esquemas autorregresivos, a partir de resultados limite basados en entropia, hasta
los métodos de minimo contraste, basados en métodos espectrales, descritos, por
ejemplo, en la monografia de X. Guyon [125], donde se concede especial atencion
a la estimacion de Whittle (ver X. Guyon [124]; M. Taniguchi [314]). En el caso
Gaussiano, el estudio de propiedades asintoticas de predictores déptimos ha sido am-
pliamente investigado. La especificacion de un campo aleatorio lineal no Gaussiano
exige la derivacion de condiciones de identificabilidad de los coeficientes del filtro que
lo caracteriza (ver, por ejemplo, el elegante resultado derivado, en este sentido, por
Cheng en su articulo [65] sobre unicidad en la representacion de procesos y campos
aleatorios lineales no Gaussianos, publicado en el ano 1992). La mayor flexibilidad
del caso no Gaussiano incrementa su complejidad que desemboca, en la mayor parte
de los casos, en predictores 6ptimos no lineales. En este sentido, destacaremos la
monografia [264] de M. Rosenblatt, publicada en el ano 2000, donde se realiza una
excelente comparativa entre los modelos clasicos lineales de series temporales y los
modelos no lineales, respectivamente reflejados en los tratados de P. J. Brockwell y

R. A. Davis [56] y H. Tong [321].

Nuestro equipo, adoptando la metodologia de estimacion de minimo contraste,
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basada en el funcional de Ibragimov (ver I. A. Ibragimov [132]), se ha centrado en el
problema de estimacion paramétrica de Series FEspaciales de Gegenbauer. Esta fami-
lia de modelos se caracteriza por presentar multiples singularidades en su espectro,
extendiendo los modelos espaciales con dependencia de largo rango. El trabajo de
A. Olenko [229] ofrece una revisiéon bibliografica sobre resultados limite en este con-
texto, de interés por su aplicacion en la modelizacion y estimacion de dependencia

de largo alcance en la regresion trigonométrica.

R. M. Espejo, N. N. Leonenko, A. Olenko y M. D. Ruiz-Medina [94] estiman los
parametros de dependencia fuerte, que caracterizan la estructura de segundo orden
de series espaciales de Gegenbauer, adoptando la técnica de minimo contraste, basa-
da en el funcional de Tbragimov. Se prueba la consistencia y la normalidad asintética
de dichos estimadores bajo condiciones apropiadas. Esta metodologia de estimacion
se aplica asimismo, a partir del periodograma tapered, en un contexto mas general,
en el trabajo de H. M. Alomari, M. P. Frias, N. N. Leonenko, M. D. Ruiz-Medina,
L. Sakhno y A. Torres [6], probando nuevamente la consistencia y normalidad asin-
totica de los estimadores paramétricos formulados. Un aspecto a resaltar en este
trabajo, que le confiere especial interés en sus aplicaciones, versa sobre las condicio-
nes explicitas establecidas sobre los tapers, para asegurar las 'buenas’ propiedades
asintoticas de los estimadores paramétricos formulados. En el caso Gaussiano, se
establece un Teorema Central del Limite para funcionales espectrales basados en

datos tapered, de interés general por su amplio abanico de aplicaciones.

Series y regresion funcional

Segun se ha reflejado anteriormente, se desarrolla una amplia literatura sobre
campos aleatorios en espacios de funciones, durante las décadas de los 60-80 del
siglo XX. Sin embargo, es en la década de los 80 donde se encuentran las primeras
contribuciones so6lidas sobre técnicas estadisticas y computacionales para el procesa-
miento de datos de elevada dimension de naturaleza continua. Dichas contribuciones
surgen gracias al desarrollo de las nuevas tecnologias, que permiten una alta densidad
de los registros y el acceso a grandes bases de datos. Este hecho motiva el desarrollo

de metodologias estadisticas derivadas en el seno de la Inferencia Abstracta, donde
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los datos y los parametros desconocidos presentan una elevada dimensiéon, o bien,
poseen dimension infinita. Una de las primeras contribuciones, en este sentido, es el
libro de U. Grenander [121] donde se aborda, en un contexto abstracto, la estimacion
basada en el método de méxima verosimilitud. En particular, la metodologia estadis-
tica descrita se implementa cuando los datos son curvas, posiblemente interpoladas
a partir de observaciones discretas, o bien, secuencias asociadas con un gran nimero
de items. Asimismo, los parametros suelen ser funciones (p. ej., funciones de distri-
bucion, funciones de regresion, funciones de densidad, densidades espectrales, etc.) u
operadores (p. €]., operadores de covarianza, correlacion, etc.). Posteriormente, J. O.
Ramsay [258] acuna el término Dato Funcional, y anos méas tarde, en la monografia
J. O. Ramsay and B. W. Silverman [259], se recoge una amplia bibliografia sobre
técnicas de andlisis de la FEstadistica Funcional para datos curvas, o bien, funcio-
nes en general. Los aspectos basicos del analisis de datos funcionales (incluyendo las
técnicas usuales de interpolacion y suavizamiento), y las técnicas estadisticas inicial-
mente desarrolladas (incluyendo el modelo lineal funcional), se introducen asimismo
en esta monograffa. De hecho, entre las ventajas de este tipo de técnicas estadisti-
cas para el analisis de datos curvas, se destaca la incorporacion de la informacion
relativa a la regularidad /singularidad local de los datos. Por otra parte, se evitan
los problemas de mal condicionamiento, que suelen aparecer en la aplicacion de las
técnicas de anélisis estadistico multivariante a datos de elevada dimension. Més tar-
de, aparecen otros enfoques, tales como, el enfoque no paramétrico recogido en la
monografia de F. Ferraty y P. View [100], o bien, en la monografia de D. Bosq y D.
Blanke [52], para datos correlados en el tiempo, y prediccion estadistica funcional.
El analisis de datos correlados en el tiempo también se aborda desde enfoques mas
flexibles, sin restricciones estructurales, bajo esquemas de dependencia débil, segiin
se refleja en libro de L. Horvath y P. Kokoszka [129] (ver también A. Goia y P. Vieu
[118]).

Centraré el recorrido realizado mediante este discurso, en el contexto de las series
infinito-dimensionales, que constituyen una extension natural de las series multiva-
riantes o vectoriales. Mas concretamente, me referiré a la amplia literatura sobre

series temporales funcionales lineales, que adoptando la terminologia introducida al
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comienzo de este discurso, definen campos aleatorios, o equivalentemente, elementos
aleatorios dindmicos en espacios de funciones. En este contexto, destacaré los tra-
bajos pioneros de P. C. Besse y H. Cardot [43], D. Bosq [47]; [48]; [49]; [50]; [51]; F.
Merlevéde [196]; [197]; [198]; [198]; [199] y B. Pumo [254], entre otros. En particular,
la monografia de D. Bosq [51] recoge los principales resultados en este campo hasta
la fecha de su publicacién, abordando el tema de invertibilidad de procesos autorre-
gresivos Hilbertianos, estimacion paramétrica consistente, basada en los momentos
empiricos funcionales y tests de independencia. En esta monografia se recogen asi-
mismo los resultados limite necesarios, sobre elementos aleatorios, para determinar
las condiciones que garantizan la consistencia fuerte y la normalidad asintotica de los
estimadores derivados. El trabajo paralelamente desarrollado en esta area, asi como
importantes aspectos de las contribuciones posteriores, se deben, en gran parte, a los
colaboradores o miembros del equipo del Profesor D. Bosq, entre los que destacaré
a los Profesores S. Guillas, J. M. Marion, A. Mas, F. Mourid, y B. Pumo. Los avan-
ces recientes sobre modelizacion, mediantes series lineales funcionales, permiten, en
particular, la inclusion de variables exégenas (ver, por ejemplo, J. Damon y S. Gui-
llas [77]; [77]), asi como la consideracion de coeficientes aleatorios (ver T. Mourid
[216]), en la ecuacion de estados que los caracteriza, permitiendo la introduccion de

modelos de prediccion més flexibles.

La extension de estos modelos al contexto espacial aparece en el articulo de M.
D. Ruiz-Medina [271], donde se introducen los modelos espaciales autorregresivos
Hilbertianos (SARH), y se derivan las condiciones que aseguran su invertibilidad.
La estimacion paramétrica, basada en el método de momentos, se aborda posterior-
mente en M. D. Ruiz-Medina [273]. Actualmente, en este area de trabajo existen
diversos problemas abiertos, donde se incluyen, entre otros, la derivacion de nuevas
técnicas de estimacion y prediccion, basadas en los modelos SARH, la formulaciones
de modelos espaciales infinito-dimensionales mas flexibles, el estudio de propiedades
asintoticas de los estimadores formulados, etc. (ver, por ejemplo, M. D. Ruiz-Medina
[273]). Hasta el momento, los estudios de simulacion desarrollados y las aplicaciones
con datos reales trabajadas revelan buenas propiedades asintéticas de los estimado-

res propuestos en M. D. Ruiz-Medina [272|, y de sus variantes, disenadas a partir
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de la consideracion de diferentes bases ortonormales (deterministicas o aleatorias),
que permiten el calculo de estimadores de proyeccion (ver, por ejemplo, M. D. Ruiz-
Medina y R. M. Espejo [292]; [293]; R. M. Fernandez-Pascual, R. M. Espejo y M.
D. Ruiz-Medina [97]; R. M. Espejo, R. M. Fernandez-Pascual y M. D. Ruiz-Medina
[93], enfocados al analisis de los efectos del cambio climético y el calentamiento

global).

Nuestro equipo, recientemente, también ha desarrollado otras aportaciones, junto
a diferentes colaboradores, entre los que se encuentra D. Bosq (Universidad Pierre
et Marie Curie - Paris VI, Francia), sobre propiedades asintoticas de estimadores
y predictores autorregresivos Hilbertianos y Banach-valuados temporales, asi como
sobre predictores funcionales, basados en extensiones multivariantes y espaciales, del
modelo funcional lineal general (ver J. Alvarez-Liébana y M. D. Ruiz-Medina [9];[10];
J. Alvarez-Li¢bana, D. Bosq y M. D. Ruiz-Medina [7]; [8]; D. Bosq y M. D. Ruiz-
Medina [53]; M. D. Ruiz-Medina [274]; M. D. Ruiz-Medina y J. Alvarez-Lié¢bana
[276]; [277]; [278]; M. D. Ruiz-Medina y R. M. Espejo [294]; M. D. Ruiz-Medina,
R. M. Espejo y E. Romano [295]; M. D. Ruiz-Medina, D. Miranda y R. M. Espejo
[297|, entre otros).

En M. D. Ruiz-Medina [275] se inicia una nueva linea de investigacion, sobre
andalisis espectral de series funcionales estacionarias con dependencia de largo rango,
para el andlisis de curvas fuertemente correladas en el tiempo. El enfoque adop-
tado se aplica en ausencia de restricciones estructurales, y se basa en el analisis
espectral funcional, mediante operadores de densidad espectral. Particularmente, se
han derivado estimadores paramétricos del operador de memoria larga, débilmente
consistentes, a partir de la aplicacion de técnicas de estimacion funcional, mediante

minimo contraste, basadas en el operador periodograma.

Se destaca la colaboracion del Profesor D. Bosq (Universidad Pierre et Marie
Curie - Paris VI, Francia). Agradezco la colaboracidn de mis doctorandos Rosa M.
Espejo, Javier Alvarez-Liébana y Doris F. Miranda en las lineas de investigacion

anteriormente descritas.
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Analisis Estadistico Infinito-Dimensional de Patrones

Puntuales

Los procesos de Poisson doblemente estocasticos, también llamados procesos de
Cox, fueron introducidos por D. R. Cox en [69]. La teoria béasica sobre los mismos
se puede encontrar en los textos de J. Grandell [120] y D. Stoyan, W. S. Kendall
y J. Mecke [310]. Es bien conocido que el campo aleatorio puntual espacial, defini-
do mediante un proceso de Cox log-Gaussiano, proporciona un marco flexible para
el analisis de patrones puntuales. En particular, J. Moller, A. R. Syversveen y R.
Waagepetersen [212] derivan resultados basicos sobre la estructura probabilistica y
las propiedades de esta clase de campos. Su anélisis estadistico espacial y espacio-
temporal ha constituido la tematica de diversos trabajos y monografias (ver P. J.
Diggle [80]; J. A. Gonzalez, F. J. Rodriguez-Cortés, O. Cronie y J. Mateu [119], entre
otros). Una de las grandes ventajas de este modelo, cuando se supone estacionarie-
dad, es su caracterizaci6on mediante los momentos de orden dos del campo aleatorio
Gaussiano que define la log-intensidad. Este hecho facilita su tratamiento estadisti-
co, en particular, su uso en diversas areas aplicadas, como se ilustra, por ejemplo,
en los trabajos de S. L. Rathbun y N. Cressie [260] sobre anélisis de supervivencia
de especies de pinos, y L. Serra et al. [305] sobre ocurrencias de incendios forestales.
De hecho, en las ultimas décadas, se ha desarrollado una amplia literatura, en el
seno de la Geoestadistica y la Estadistica Espacio-Temporal, sobre esta rama de la
teoria de campos aleatorios, dado su marcado caracter transversal, que ha permitido
importantes avances en diferentes disciplinas (ver, por ejemplo, las monografias de
D. Daley y D. Vere-Jones |74]; P. J. Diggle [80]; J. Illian , A. Penttinen , H. Stoyan
y D. Stoyan [135]; J. Mgller y R. P. Waagepetersen [213]).

Actualmente, nuestra investigacion, en este campo, se centra en la construc-
cion y el estudio de propiedades de versiones infinito-dimensionales de la familia
referida de campos aleatorios puntuales espaciales. Su analisis estadistico se abor-
da aplicando técnicas de la Estadistica Funcional, o bien, mediante la formulacion
infinito-dimensional de técnicas usualmente aplicadas en el contexto de patrones

aleatorios puntuales vectoriales. Dado, que, en la practica, las familias de modelos
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introducidas pueden ser interpretadas como campos aleatorios puntuales vectoriales
de dimension aleatoria, se abre una nueva via de modelizacion, méas flexible, en la
representacion simultanea de diferentes tipos (‘incluso infinitos tipos’) de sucesos,

cuya ocurrencia se produce de forma aleatoria en el tiempo o espacio.

Esta linea de trabajo se ha desarrollado a partir de los contenidos de la tesis del
Profesor Antoni Torrres, de la Universidad de Malaga, codirigida con la Profesora M.
P. Frias, de la Universidad de Jaén. Dicha linea de investigaciéon tiene su origen en
una seccion del trabajo de D. Bosq y M. D. Ruiz-Medina [53|, donde se introducen
los procesos de Poisson infinito-dimensionales o evaluados en 2, y se deriva su esti-
maciéon y prediccion plug-in clasica y bayesiana. En nuestros primeros pasos en esta
linea de trabajo, mas concretamente, en A. Torres, M. P. Frias y M. D. Ruiz-Medina
[322], se introducen los procesos de Cox log-Gaussianos en el tiempo, con valores en
(2, cuya intensidad aleatoria se define mediante un proceso de Ornstein-Uhlenbeck
Hilbert-valuado, aproximado mediante un proceso autorregresivo Hilbertiano de or-
den uno (ARH(1)). Desde esta aproximacion se deriva la estimacion paramétrica de
la log-intensidad y se resuelve el problema de prediccion funcional asociado. Méas
recientemente, en M. P. Frias, A. Torres, M. D. Ruiz-Medina y J. Mateu [110] se
introduce una nueva clase de procesos de Cox, dirigidos mediante una log-intensidad
aleatoria espacial Hilbert-valuada. Se aborda el problema de estimacion paramétrica
fuertemente consistente de la intensidad aleatoria, mediante la aplicacién de técni-
cas espectrales funcionales, mas alla del contexto log-Gaussiano. Posteriormente,
A. Torres, M. P. Frias, J. Mateu y M. D. Ruiz-Medina [323| analizan, en términos
de la transformada wavelet discreta, las heterogeneidades temporales de esta clase
de procesos introducida, restringiendo su atencion al caso de procesos de Cox log-
Gaussianos. Finalmente, A. Torres, M. P. Frias y M. D. Ruiz-Medina [324] derivan
técnicas de predicciéon funcional para patrones puntuales, caracterizados mediante
medidas aleatorias de recuento, basadas en la familia de procesos de Cox, dirigidos
mediante log-intensidades aleatorias temporales Hilbert-valuadas. Las técnicas de
prediccion propuestas se basan en la regresion paramétrica no lineal y las series tem-
porales multivariantes, incorporando informacién muestral blanda. Su comparativa

con las técnicas de Machine Learning ponen de manifiesto su capacidad predictiva
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en el anélisis de datos de mortalidad por COVID-19.

Agradezco en esta iltima etapa la colaboracion del Profesor Jorge Mateu de la
Universidad Jaume 1 en Castellon. Destaco la labor de mi doctorando mds reciente,
el Profesor Antoni Torres-Signes de la Universidad de Midlaga, cuya tesis docto-
ral ha sido recientemente finalizada. Realmente, agradezco a Antoni Torres-Signes
su disponibilidad, su perseverancia y, aunque en momentos ha resultado una dura

experiencia, no ha dejado de ser por ello menos gratificante.

Después de este breve recorrido por algunas de las ramas mas frecuentadas, en
la literatura sobre la Teoria de Campos Aleatorios, y, para finalizar, me gustaria
hacer una breve y sincera reflexion, en relacion con la frase de Andrey Nikolaevich
Kolmogorov, con la que se inicia este discurso, cuya contribucion, segiin hemos visto,

ha sido fundamental en esta teoria:

Todo matemdtico cree que estd por delante de todos los demds. La razon por la

que no lo dicen en publico, es porque son gente inteligente.

Tras leer esta frase, siguiendo la afirmacion de Andrey Nikolaevich Kolmogorov,
muy probablemente yo no sea una auténtica Matemdtica. Si puedo afirmar que las
Matematicas han ocupado gran parte de mi vida, dada mi dedicaciéon continua y
diaria. También confieso que mi renuncia a otros aspectos de la vida solo me ha
permitido acceder a la escala intermedia, y no sé cuanto tiempo me queda, y cudndo
llegaré a la escala de Kolmogorov, donde la energia se disipa y esta inercia por
el trabajo, junto al afan de superaciéon desaparecen. Solo espero que el apoyo y
ayuda de la familia y amigos no desaparezca en todas mis escalas o etapas futuras.
Su respeto y sacrificio, ha hecho posible el desarrollo de mi actividad, en muchas
ocasiones renunciando a muchos momentos, que podriamos haber compartido, o
simplemente, prolongado. Por todo ello, mi mayor gratitud a mis padres, hermanas
y, como no, a mis hijas, M. Esther y Alba, y a José Miguel, quienes me han sufrido,

y han compartido el dificil Rango Inercial de estas escalas.

Con la premisa de mantener mi dedicaciéon e inquietud por la Ciencia, asi como

fomentar su desarrollo e interés en las nuevas generaciones, intentaré responder a la
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confianza que la Academia de Ciencias Matematicas, Fisico-Quimicas y Naturales

ha depositado en mi con este nombramiento.

Muchas gracias.
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Contestacion al discurso de Ingreso en la Academia de Ciencias
Matematicas, Fisico-Quimicas y Naturales de Granada de la

Iima. Sra. Dia. Maria Dolores Ruiz Medina

IImo. Sr. D. Mariano José Valderrama Bonnet

Excmo. Sr. Presidente de la Academia,
Excmos. e Ilmos. Sres.,
amigos y comparieros:

La Junta de Gobierno de la Academia de Ciencias Matemaéticas, Fisico-Quimicas y Naturales
de Granada me propuso actuar como padrino en el ingreso de la Dra. Maria Dolores Ruiz
Medina como académica de numero en esta Institucion, lo cual acepté gustoso no solo por
tratarse de una compafiera de Departamento, sino por haber sido una de mis primeras
discipulas en investigacion y haber estado muy ligado profesionalmente a ella en sus primeros

afios como profesora universitaria.

Durante el curso académico 1989-90 impartia en 5° curso de la Especialidad de Estadistica e
Investigacion Operativa de la Licenciatura en Ciencias Matematicas la asignatura Teoria de
Sistemas Estocésticos. Desde el primer dia me Ilamé la atencion una chica rubia muy
despierta que se sentaba en primera fila y seguia con gran interés las explicaciones y que,
cuando ibamos por la mitad del curso, me comentd que le gustaria hacer la tesina conmigo.
En ese momento estaba empezando a configurar un grupo de investigacion sobre la linea en la
gue afios antes habia realizado la tesis doctoral dirigida por el Prof. Gutiérrez Jaimez, y que se
centraba en la modelizacion de fendmenos mediante procesos estocasticos de segundo orden.



El tema sobre el que realizd la tesina fue Transformaciones funcionales en procesos
estocasticos, en el que abordaba el problema de representacion ortogonal con funciones de
Bessel de procesos obtenidos mediante transformaciones no lineales, especialmente cuadraticas,

a partir de procesos Gaussianos, la cual presentd al finalizar su licenciatura en junio de 1990.

Al comienzo del curso 1990-91, recién terminada su carrera, fue contratada como Profesora
Asociada por la UGR vy, junto a su labor docente, comenzo la realizacion de la tesis doctoral
bajo mi direccion. Dentro de la linea antes mencionada un capitulo importante en el que
gueriamos profundizar y que, a su vez, era novedoso era la extension del analisis estocastico
sobre procesos uniparamétricos a campos aleatorios, y sobre esta base le asigné a Maria
Dolores el desarrollo de este tema con especial atencion a sus aplicaciones a estudios de
prospeccion geofisica, donde el valor de la variable viene determinado por dos o mas
coordenadas geogréaficas. Con las aportaciones realizadas defendi6 en septiembre de 1993 su
tesis doctoral titulada Problemas de representacion y prediccion sobre campos aleatorios de
segundo orden, obteniendo la maxima calificacion, que en esa época recibia el insipido nombre

de Apto cum laude.

Inmediatamente su categoria profesional paso a ser de Profesora Titular Interina y, en el periodo
subsiguiente a la lectura de la tesis, publicé las aportaciones mas relevantes contenidas en ella,
al mismo tiempo que se preparaba para concursar a la plaza de Profesora Titular de
Universidad, que obtuvo en junio de 1996 y en cuyo tribunal tuve el honor de ser Presidente.

A partir de ese momento, y dado el gran numero de ideas que bullian en su cabeza, comenzo a
desarrollar por si misma la mencionada linea de campos aleatorios, inicialmente desde un punto
de vista tedrico para pasar posteriormente al estudio de aplicaciones. Son especialmente
relevantes en este periodo sus trabajos sobre representacion de campos aleatorios y sus
aplicaciones en geofisica y en reconstruccion de iméagenes, asi como el estudio de campos
fraccionales y el analisis de problemas tedrico-practico asociados. A esta época corresponden
los articulos de Ruiz-Medina y Valderrama (1995, 1997, 1998).

Con un curriculo bastante consolidado, decidio presentarse en abril de 2005 a la prueba de
habilitacion para el cuerpo de Catedraticos de Universidad que se celebraba en Salamanca. El
destino o, mejor, la aleatoriedad como decimos los estadisticos, quiso que yo volviera a formar
parte de ese tribunal de 7 miembros en la que tras una semana completa de pruebas en las que

tuvimos que examinar a 25 concursantes, Lola obtuvo una de las dos plazas de habilitacion,



adscribiéndose el curso siguiente al Departamento de Estadistica e 1.0. de la Universidad de

Granada donde ha desarrollado toda su carrera profesional.

A lo largo de estos treinta afios de dedicacion a la Universidad, la labor de Maria Dolores Ruiz
Medina ha sido extensisima, tanto a nivel docente como investigador. Cabe destacar en el
primero de los &mbitos que ha impartido asignaturas en las extintas licenciaturas en Ciencias
Matematicas, Ciencias y Técnicas Estadisticas y Diplomatura en Estadistica, asi como en los
actuales Grados en Matematicas y en el de Estadistica. De igual forma, fuera del ambito
estrictamente matematico, ha sido profesora en la Licenciatura en Ciencias Bioldgicas, en la
Diplomatura en Ciencias Empresariales y en Ingenieria de Caminos, Canales y Puertos, asi

COMO en numerosos cursos de postgrado, master y doctorado.

En el aspecto investigador la Profesora Ruiz Medina es autora de 135 articulos, el 70% de los
cuales publicados en revistas JCR, y mas de 140 contribuciones a congresos. En los momentos
actuales en los que la investigacion pura se ha sustituido, en numerosas ocasiones, por el simple
publicismo, donde es mas importante el volumen de publicaciones que el contenido de las
mismas, cabe destacar que el nimero medio de firmantes por articulo en el caso de Lola es de
2,8 siendo ella, en numerosas ocasiones, la Unica firmante del articulo, lo que demuestra su

implicacion absoluta en la autoria de los mismos.

Ademas de estas publicaciones, Maria Dolores ha participado en 10 proyectos de
investigacion de ambito nacional (financiados por los sucesivos Ministerios de Educacion y
Ciencia, Universidades e Investigacion, Ciencia e Innovacién, Economia y Competitividad,
etc.), habiendo sido I.P. en 7 de ellos. También en otros 3 regionales de la Consejeria de
Educacioén y Ciencia de la Junta de Andalucia, de los que ha sido responsable de uno de ellos,
y 4 internacionales, 3 del Australian Research Council y uno de la National Science

Foundation de Estados Unidos, ademés de dos acciones especiales.

Ha dirigido o codirigido 7 tesis doctorales, es editora asociada de 3 revistas internacionales y
ha realizado estancias en la Queensland University of Technology y en la Cardiff University.

Como ha indicado anteriormente en su disertacion, no es hasta el primer tercio del siglo
pasado cuando se desarrolla de forma rigurosa la teoria de procesos estocasticos, vinculada en
sus origenes a problemas cinéticos y de flujos, especialmente la modelizacion de ese
movimiento incesante y caotico de particulas, descrito inicialmente por el botanico Robert
Brown, en una suspension acuosa de granos de polen, que inicialmente se explicé postulando

que esos granos tenian vitalidad propia.



Ocupa un lugar en la historia el experimento realizado en 1908 por Jean B. Perrin, que obtuvo
el Premio Nobel de Fisica en 1926, el cual prepard una suspension de gomaguta y almaciga,
obteniendo particulas esféricas de magnitud uniforme de 13x10*cm de diametro mediante un
proceso de centrifugacion fraccionada, deduciendo una ecuacion que permitia obtener el
numero de Avogadro de forma directa a partir del desplazamiento lineal medio de una

particula en movimiento Browniano.

La figura de Andréi N. Kolmogoérov ha sido decisiva en la Teoria estocastica, tanto en la
Probabilidad como en la Estadistica. Dentro del campo que nos ocupa realizd una de las
primeras aportaciones al estudio de campos aleatorios demostrando que, aungue a escala
macroscopica los movimientos de las turbulencias estan determinadas por su direccion, esta
dependencia geométrica se pierde a pequefia escala por lo que el movimiento puede

modelizarse mediante un campo aleatorio isotrépico.

Sin &nimo de repetir el discurso, merece citar de nuevo las contribuciones decisivas realizadas
por Robert J. Adler, Alexander V. Ivanov, Nikolai Leonenko, Mikhailo I. Yadrenko y la
propia Maria D. Ruiz Medina. De hecho, su discurso de ingreso es una sintesis de las
principales lineas en las que ella ha trabajado en estos dltimos treinta afios, conjuntamente con
los citados investigadores, abordando las cuestiones mas complejas y abstractas de la teoria de

campos aleatorios, y que pueden resumirse en los cuatro puntos siguientes:

1. Teoremas limite centrales y no centrales para campos aleatorios.

Destaca en esta linea el articulo de Ivanov et al. (2013), publicado en Annals of Probability,
donde se obtiene un Teorema Central del Limite para integrales, ponderadas por una funcién
test (la funcion de regresion), de un funcional no lineal de un campo aleatorio Gaussiano,
cuyo espectro presenta multiples singularidades. Asi mismo merece citarse el trabajo de
Leonenko et al. (2017), publicado en Bernouilli, en el que aplicando una metodologia basada
en el Wiener chaos y el desarrollo de Karhunen-Loéve, obtiene como limite la distribucion de

Rosemblatt.

2. Ecuaciones pseudodiferenciales fraccionarias y multifraccionarias estocasticas.

Son numerosos los trabajos desarrollados en esta tematica en la que se obtiene la
caracterizacion de campos aleatorios Gaussianos fraccionarios y multifraccionarios y se
derivan sus propiedades de variacion cuadritica media. Por citar algunos resefiaré los
realizados por Ruiz-Medina et al. (2001) publicado en Stochastic Processes and Their

Applications, y Ruiz-Medina et al. (2004) en Infinite Dimensional Analysis, Quantum



Probability and Related Topics, asi como los de Anh et al. (2016a, 2016b) ambos publicados

en Fractional Calculus and Applied Analysis.

3. Series espaciales funcionales.

Son especialmente destacables los trabajos de Ruiz-Medina (2011, 2012), el primero
publicado en Journal of Multivariate Analysis y el segundo en Environmetrics, donde, por
primera vez, se presentan las series espaciales funcionales lineales bajo un enfoque de espacio
de estados, proporcionando las condiciones para la invertibilidad del modelo y la existencia
de una solucidn Unica estacionaria; de igual forma, la introduccion de un contexto general de
espacios de Banach para la estimacion y prediccion fuertemente consistente ARH(1) se deriva
en el articulo de Ruiz-Medina y Alvarez (2019) publicado en Journal of Multivariate

Analysis.

4. Analisis de la varianza funcional.

En esta linea de trabajo cabe citar el articulo de Ruiz-Medina (2016), publicado en Statistics,
donde se introduce el FANOVA en el &mbito de espacios de Hilbert separables, junto a la
formulacién de un contraste funcional lineal bajo errores Gaussianos Hilbert-valuados
correlados, Mas recientemente se ha extendido este modelo al contexto de la regresion
multiple funcional con regresores kernel bajo errores del mismo tipo, siendo publicado por
Ruiz-Medina et al. (2019) en la revista Test.

El ingreso de la Profesora Ruiz Medina como académica de nimero supone para ella un
broche mas en su dilatada carrera universitaria. Pero reciprocamente la Academia se honrara
al recibir entre sus miembros a una extraordinaria investigadora, lo que contribuird a
incrementar el prestigio de esta Institucion, tanto por sus cualidades cientificas como
personales. Por todo lo cual, en nombre de la Corporacion y, especialmente, en el mio propio
te transmito nuestra felicitacion por entrar a formar parte de su ndmina de académicos y te

doy mi més cordial bienvenida.
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