Métodos Estadisticos por Ordenador Curso 2013-2014

Tema 2: Métodos de Regresion Estadistica

2.1 Regresion simple

El objetivo del Andlisis de regresion es determinar una funcion matematica sencilla que
describa el comportamiento de una variable dados los valores de otra u otras variables. En el
Andlisis de regresion simple, se pretende estudiar y explicar el comportamiento de una
variable que notamos y, y que llamaremos variable dependiente o variable de interés, a partir
de otra variable, que notamos X, y que llamamos variable explicativa, variable de prediccién o
variable independiente.

Para cumplir dicho objetivo, el primer paso que debe realizar el investigador, es representar las
observaciones de ambas variables en un grafico llamado diagrama de dispersidén o nube de
puntos. A partir de esta representacion el investigador puede especificar la forma funcional de
la funcién de regresién.

Suponemos un modelo en la forma

yi:/Bo+/81)ﬁ+€i, i=1,...,n ,

donde f3,, B,son los pardmetros desconocidos que vamos a estimar, y donde Y, Y & sonv.a,

& es el error aleatorio o perturbacion y la  funcion de regresion esta dada por
m(x) = S, + Bix.

Los parametros desconocidos son estimados por minimos cuadrados, resultando la ecuacion
estimada de regresion dada por

y=,80+,81x]j té&,

donde ﬁoy,@l estan dados por

Cada coeficiente [ representa el efecto sobre la respuesta cuando la variable aumenta en una

unidad.
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Eiemplos de modelos de regresion simple:

y X E

Consumo de

Efecto conductor, tipo de carretera,

gasolina de un Velocidad media . .
, condiciones ambientales, etc.
vehiculo
Efecto del nimero de profesores, del
, i . 2
Presupuesto de una Numero numero de laboratorios, de los M
universidad de alumnos de instalaciones, del numero de

personal de administracion, etc.

2.1.2 Coeficiente de correlacion
Es una medida de la asociacién lineal que existe entre las variables x e y.
Se define por

[ = Cov(X,y)

,con—=1<r<1
SXSy

A continuacion se interpretan algunos valores extremos de este coeficiente. Aunque estos
valores son poco habituales en la practica, ilustran cémo interpretar este coeficiente.

—1= asociacion lineal negativa perfectaentre xe y

=1 => asociacion lineal positiva perfecta entre xe y

- = =
I

0 => no existe ninguna asociacién lineal entre xe y

2.1.3 Descomposicion de la variabilidad y contraste de hipodtesis

La variabilidad de la respuesta puede descomponerse de igual forma que en regresion simple
Yo =Y=(; = ¥)+ -V
Esta descomposicion puede ser notada por:

T =CE+CR,

donde SCT es la suma de cuadrados total y representa la variabilidad total, SCR., es la suma de
cuadrados de la regresion y representa la variabilidad explicada por el modelo de regresion.
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SCE es la suma de cuadrados residual y representa la variabilidad que queda sin explicar. Esta
descomposicion suele resumirse en la siguiente tabla

Tabla ANOVA
Fuente de Grados de Cuadrados
o Suma de cuadrados . ] F
variacion libertad medios
Regresion SC.R,, .= Z(y - 7)2 1 SC.R,, -
SC.R_, .
N SC.E. =—=9
Error SCE=Y(y,-9) n-2 o Fer = SCE.
n-2
CT.
Total sCT.=> (v, -y) n-1 SnC 1

El valor del estadistico Fexp permite resolver el contraste de regresion, dado por

Fijado un nivel de significacion @ se rechaza H, si F, >F,

Hy:5,=0
H,:5%0

1n-2- EN la practica, SPSS

proporciona el p-valor o nivel minimo de significacién para el rechazo de H, que permite

resolver el contraste de hipodtesis fijado un nivel de significacién.

Si p—valor < a, entonces se rechaza HO

Si p—valor 2 a, entonces no se rechaza H,

2.1.4 Coeficiente de determinacion

Es una medida relativa del grado de asociacidn lineal entre x e y. Se define por

SCR_, _SCE

R =R
SCT. SCT.’

y representa la proporciéon de variaciéon de y explicada por el modelo de regresién. Por

construccion, es evidente que 0< R* <1.

» Si R? =lentonces SCR.4=SCT, por lo que toda la variacién de y es explicada por el
modelo de regresion.
« Si R =0 entonces SCT=SCE, por lo que toda la variacién de y queda sin explicar.
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En general, cuanto mds préximo esté a 1, mayor es la variacién de y explicada por el modelo
de regresion.

Ejercicio: Se quiere estudiar la posible relacion existente entre la tasa de desempleo en cierta
region del sur de Europa con la tasa de delitos durante 15 meses, en esa zona en un periodo de
recesion econémica.

Tasa de Tasa de

desempleo delitos
15.3 30.7
14.8 325
12.6 26.3
18.4 35.9
17.9 34.3
15.6 28.5
18.4 37.4
14.1 29.7
20.2 38.8
21.7 40.4
20.4 40.9
16.5 33.3
15.9 30.1
17.9 35.7
16.7 314

Se pide:

a) Contrasta la existencia de relacion lineal entre la tasa de delitos y la tasa de
desempleo.

b) Teniendo en cuenta el apartado anterior, realiza un ajuste lineal para predecir la tasa
de delitos. Interpreta los coeficientes de la ecuacién ajustada y obtén la tasa de delitos
estimada para una tasa de paro igual al 20%.

¢) ¢éQué cantidad de la variacidn de la tasa de delitos puede explicarse por su relacién
lineal con la tasa de desempleo?

Solucién:

a) Contrasta la existencia de relacion lineal entre la tasa de delitos y la tasa de
desempleo.

Se introducen las variables tasa_desem y tasa_paro como se muestra en la figura
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Ia
@ *Sin titulol [Conjunto_de_datos0] - IBM SPSS Statistics Editor de datos

2 I

Una vez introducidas las variables del ejercicio, seleccionamos las

Regresion -> Lineales

Archivo  Edicion  Ver Datos Transformar  Analizar  Marketing directo Graficos  Utilidades  Ventana  Ayuda
=T E ﬂﬂ B AN N Al
T EE I e . s EE a9 ® %
! MNombre ‘| Tipo || Anchura !EDecjrna\esH Etiqueta |! Valores |! Perdidos !iCaIumnas!‘ Alineacicn |\ Medida h
1 itasa_desem Numérico g 1 Ninguna Ninguna g Derecha & Escala
2 \tasa_delitos  Numérico g 1 Ninguna Ninguna 8 = Derecha 4 Escala

opciones Analizar ->

| tasa_desem || tasa_delitos ||

P

== || =&

1583 30,7
14.8 325
12,6 26.3
18.4 358.9
17.9 4.3
15.6 28.5
18.4 T4
141 297
202 38.8
M7 404
204 40.9
16.5 333
15.9 30.1
17.9 387
16.7 34

Analizar Marketing directe  Graficos  Utilidades  Ventana Ayuda
Informes [ =
Estadisticos descriptivos 4
Tahblas »
Comparar medias » || var i| var || var ||:
Modelo lineal general 4

Modelos lineales generalizados b

Modelos mixos »
Correlaciones b
Reagresidn 3
Loglineal 3
Redes neuronales »
Clasificar b
Reduccion de dimensiones 4
Escala 3
Pruebas no paramétricas »
Predicciones P
Supenviv. 3
Respuesta mltiple 4

B3 Analisis de valores perdidos...
Imputacidn maltiple 3

Muestras complejas 3

Seleccionamos las variables del modelo

E Modelacion lineal automatizada...
ﬁlzlneales...

[ Estimacitn cuniilinea...

Minimos cuadrados parciales...
[ Logistica binaria...

fd Logistica multinomial ..
Ordinal...

B Probit...

@ﬂoﬁneal._.

[ Estimacidn ponderada...

Minimos cuadrados en dos fases...

Escalamiento dptimoe (CATREG)...
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™

'1\3 Regresion lineal _®

> Dependientes: PR
‘f tasa_desem | @ﬁ tasa_delitos |
Graficos...
-Blogue 1 de 1 i S

Opciones...

Independientes:

55’ taza_desem

(&)

Método: |Intraducir x

Variable de seleccion:

|
Etiguetas de caso:
| |

Ponderacidn MCP:

L Aceptar ]L Pegar J@esiabiecer][l Cancelar JL Ayuda J

y obtenemos la siguiente salida de SPSS

ANOVA®
Suma de Media
Madelo cuadrados al cuadratica F Sig.
1 Regresidn 244,306 1 244,306 | 113,577 @
Residual 27,563 13 2151
Total 272,269 14
a. Variahle dependiente: tasa_delitos
b.%Wariables predictoras: (Constante), tasa_desem
Consideramos el modelo de regresion lineal simple
Y=6+0Xx+s, i=1l...n,

donde la variable de interés es la tasa de delitos y la variable de prediccion es la tasa de paro.
Realizamos el contraste de regresion,

H,:8,=0

H,:5 %0
El p-valor del contraste (resaltado en un 6valo de color rojo en la figura anterior) es muy

pequefio, mucho menor que el nivel de significacion habitual de 0.05, lo que conduce al
rechazo de la hipdtesis nula y a concluir la validez del modelo de regresion lineal.
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b) Teniendo en cuenta el apartado anterior, realizaun ajuste lineal para predecir
la tasa de delitos. Interpreta los coeficientes de la ecuacidn ajustada y obtén
la tasa de delitos estimada para una tasa de paro igual al 20%

Una vez hemos estudiado la existencia de relacion lineal entre estas dos variables, se obtiene
la ecuacion ajustada de regresidn a partir de la salida de SPSS.

§=5.296+ 1.663

Coeficientes™
Coeficientes
Coeficientes no estandarizados fipificados
Madelo B Errortip. Beta t Sig.
1 (Constante) < 5,295> 2694 1,965 071
tasa_desem 1,663 1566 q47 10,657 oo

a. Variable dependiente: tasaMzs

El valor 1.663 es el aumento porcentual que se produce en la tasa de delitosestimada por cada
punto porcentual que aumenta la tasa de desempleo.

Para obtener la estimacién de la tasa de delitos con una tasa de paro igual al 20%, basta
evaluar la variable tasa de paro igual a 20 en la ecuacién ajustada de regresion.

y=5.296+ 1.66% 26 38.52

a) éQué cantidad de la variacion de la tasa de delitos puede explicarse por su
relacion lineal con la tasa de desempleo?

El coeficiente de determinacién representa el porcentaje de variabilidad de la variable
dependiente explicada por el modelo de regresion. Toma valores entre 0 y 1, puede ser
medido también en tanto por ciento y es una de las medidas de bondad del ajuste mas
empleadas en la practica. Este coeficiente (R’ en la tabla Resumen del modelo y resaltado en
un évalo de color rojo), es igual a 0.897, por lo que el 89.7 % de la variacion de la tasa de
delitos puede explicarse por su relacidn lineal con la tasa de desempleo.

El valor R que aparece en dicha tabla (R en la tabla Resumen del modelo de SPSS) representa
el valor absoluto del coeficiente de correlacién. Este coeficiente tiene igual signo que g:1_66§y

por tanto R es igual a 0.947, lo que denota una fuerte asociacién lineal positiva de las dos
variables.
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Resumen del modelo

R cuadrado Error tip. de 1a
Madela R R cuadrado caorregida estimacion

1 G947 89y 8ag 1,4666
a.Wariables predictnﬁ,\:feen{mme}, tasa_desem

Ejercicio: Como resultado de una nueva politica empresarial, se ha aumentado
progresivamente la inversion en formacion de los empleados en una multinacional de
software. Se sospecha que este incremento en inversidon ha tenido gran importancia en los
beneficios de la empresa. Se recogen datos correspondientes a los gastos en inversidon (en
millones de euros) y a los beneficios brutos de la empresa (en millones de euros) en los ultimos

diez meses
Gastos en inversion Beneficios
0.2 25.3
0.1 26.7
0.7 31.4
0.8 335
1.1 39.7
1.3 40.6
2.4 45.5
2.9 56.8
3.5 75.4
3.9 97.2

a) Representa el diagrama de dispersion
b) ¢Existe relacion lineal entre las variables? Bondad de ajuste
¢) Realiza un ajuste exponencial. ¢ Qué modelo es preferible? Razona la respuesta

Solucidn:

a) Representa el diagrama de dispersion

Una vez hemos introducido las variables Inversidon y Beneficios y sus valores en SPSS,
seleccionamos Graficos -> Generador de graficos

E ejregsimple_2.sav [Conjunto_de_datos(] - IBM SPSS Statistics Editor de datos =| B =
Archivo  Edicion  Ver Dates Transformar Analizar Marketing directo  Graficos  Utilidades  Ventana  Ayuda
=— N ﬁ & % i Aad ‘_‘ B BEE S j o 8 ARG
~ i = g M [E.. 5 B BN B s pwmes| ma D W
Nombre | Tipo | Anchura | Decimales| Etigueta Valores | Perdidos | Columnas| Alineacidn Medida I
1 | Inversidn Numérico 8 1 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala =
2 Beneficios Numérico g 1 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala
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Obtenemos el siguient

e cuadro de didlogo, donde pulsamos Aceptar

e
1@ Generador de graficos

S

[] Mo valver a mostrar este cuadro de didlogo

0 Antes de utilizar este cuadro de didlogo, debe establecer correctamente el nivel

de medida de cada una de |as variables del grafico. Ademas, si el grafico
contiene variables categdricas, debera definir las etiqguetas de valor
correspondientes a cada categoria.

Pulse Aceptar para definir el grafico.

Pulze Definir propiedades de variables para establecer el nivel de medida o
definir las etiquetas de valor de las variables del grafico.

[_  Aceptar J |\Definir propiedades de variables...

i

En la ventana resultante, seleccionamos en la pestafia Galeria la opcién Dispersiéon/Puntos, y
hacemos doble-click en el primero de los ocho modelos de graficos disponibles, como aparece

resaltado en la figura

r
5 Generador de graficos @
Variables La presentacién preliminar del grafico utiliza datos de ejemplo
& Inversidn
45’ Beneficios
Eo
o
|
P
L
b o o a
Sin categarias (variabie ) e
de escala) H 4Bl
Galeria | i basicos | ID de puntos Tt tas al pie
. - = — o P‘B == | Propiedades gel
Elija entre; elemento...
Favoritos =
- E 85
Barras ‘Opciones. .
Lineas
Areas

SecoesiPiar
Dispersidn/Pu_.
Histograma
WMaximos-mini

Diagramas de I
Ejes dobles

() s e G “

A continuacion, en el campo Variables de dicha ventana, se arrastran las variables Inversion y

Beneficios hacia el Eje x y

Eje y del grafico central, respectivamente.
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-
@ Generador de graficos

[

Variables:

La presentacion preliminar del gréfico utiliza datos de ejempio

& Inversidn
f Beneficios

e escals)

Sin categorias (variable

Inversian

| Galen'a“ £l

Elija entre:

Favoritos
Barras
Lineas
Areas

2

o

Sectores/Folar
DispersioniPu...
I Histograma

Co

-
o|[gg

I Maximos-mini...
Diagramas de ...
Ejes dobles

| Aceptar I _Pegar || Restablecer || Cancelar | ﬂwdi "

Se pulsa Aceptary se obtiene el diagrama de dispersion

Beneficios

100,0
[}
80,0
o
60,0
o
s}
40,0 o ©
o
o
o o
200 T T T T T
0 1,0 20 30 40
Inversion

A partir de esta grafico el investigador puede especificar la forma funcional de la funcién de

regresion. Consideramos un ajuste lineal y exponencial.
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b) éExiste relacidn lineal entre las variables? Bondad de ajuste

Se eligen las opciones del menu de SPSS Analizar -> Regresidn -> Lineales e introducimos las
variables en los campos correspondientes, como se muestra en la figura

- — = =

t,; Regresian lineal

i « Dependientes: .E'gtadis_ﬁcqs;:‘
& Inversion ¥ | [ Beneficios |

-Bloque 1 de 1

Guardar...

Siguiente
Independientes:
& Inversidn
Método: |Infroducic =

Variable de seleccidn:

Etiquetas de caso:

Ponderacién MCP:

[_ Aceptar ][ Pegar ]Lgasiabiecer]t_ Cancelar ][ Ayuda J

Obtenemos la siguiente salida de SPSS

ANOVA*
Suma de Media
Modelo cuadrados gl cuadratica F 3ig.
1 Regresidn 4314,536 1 4314 536 67,316 @
Residual 512,753 8 64,004
Total 4527,289

a. Variahle dependiente: Beneficios
b.Variahles predictoras: (Constante), Inversidn

Se considera el siguiente contraste

H,:5=0
H,:5 %0

11
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El p-valor asociado al contraste es menor que el nivel de significacién habitual del 5%, por lo

que rechazamos la hipdtesis nula de no linealidad. El valor del coeficiente de determinacion

R? =0.894 indica que el 89.4 % del aumento de los beneficios de la empresa es explicada por

su relacién lineal con la inversion en formacidn de sus empleados.

Resumen del modelo

/\ R cuadrado Errortip. de la
Madelo F F cuadrado corregida estimacion
1 9457 N 844 ,881 8,0059

a.Variables predictoras; (Constante), Inversian

c) Realiza un ajuste exponencial. éQué modelo es preferible? Razona la

respuesta

Se seleccionan las opciones de los menus Analizar -> Regresidn -> Estimacion curvilinea, e

insertamos las variables en sus respectivos campos

#3 Estimacion curvilinea

Dependientes

- 59 Beneficios

Independiente

@ Variable:
2
© Tiempo

Efiquetas de caso |¥ Incluir la constante en la ecuacidn

b d l:l |¥ Representar [os modelos

Modelos

[+l Lineal || Cuadrético [ | Compuesto [| Crecimiento
| Logaritmico [7] Cibico [T G [¥! Exponencial
[T Inverso [7] Potencia: [ Logistica

[] Ver tabla de ANOVA

[ aceptar ][ Pegar |[Restablecer|[ cancelar |[ awga |

Analizar  Marketing directo  Graficos  Utilidades Ventana Ayuda
Informes v B ER fh j Al
Estadisticos descriptivos b E :%j el [d
Tablas »
Comparar medias » var var var
Modelo lineal general ]
Modelos lineales generalizados »
WMadelos mixtos 4
Correlaciones »
Regresion ' | [E Modelacion lineal automatizada
Loglineal 3 lﬁ\:lneales.
LSRR 1D % Estimagidn curvilinea
Clasificar ! IEI Minimos cuadrades parciales...
Reduccidn de dimensiones b
Escala X Logistica binaria...
Pruebas no paramétricas 4 ha KnimeBts miomal
Predictiones v | Edordnal..
Supenviv b @Emml
Respuesta miltiple v | [ Nolineal

@ Andlisis de valores perdidos. @ Estimacién ponderada

Imputacién miltiple » | [l Minimos cuadrados en dos fages...
Muestras complejas L Escalamiento dplimo (CATREG). L

Obtenemos el siguiente grafico:
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100,0-

a0,0

60,0

40,0

Beneficios

200

20

Inversion

30

40

O Observado
— Lineal
— Exponencial

Las observaciones aparecen representadas por circulos, el ajuste lineal mediante una linea

continua y el ajuste exponencial mediante una linea discontinua.

Tanto el modelo lineal como el exponencial parecen aproximarse de forma razonable a las

observaciones. SPSS también proporciona la tabla Resumen del modelo y estimaciones de los

parametros que permite comparar los dos modelos de forma mds precisa

Variable dependiente:;

Resumen del modelo y estimaciones de los parametros

Beneficios

Estimaciones de los

Resumen del modelo parametros
Ecuacidn R cuadrado F gl gl2 Sig. Constante b1
Lineal 894 67,316 1 000 20,404 156,862
Exponencial 968 /| 181,586 1 000 25,398 312

La variable independienteesinversidn.

Los dos modelos son validos y pueden ser empleados para obtener predicciones de la variable

Beneficios. Sin embargo el coeficiente de determinacidon correspondiente al modelo

exponencial es igual a 0,958, superior a 0,894, correspondiente al modelo lineal. Por tanto, es

preferible explicar el aumento de beneficios de la empresa con el modelo exponencial que con

el modelo lineal.

13
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Ejercicios propuestos Regresion simple

Ejercicio 1:

Dada la siguiente distribucidn de datos correspondientes al precio de la vivienda y a los metros
construidos.

Superficie Precio
90 9
95 9,5
96,5 10
100,2 12
105,4 11,4
107 9,3
111,7 12,5
124,1 14

a) Calcule la ecuacidon de la recta de regresidn del precio sobre la superficie.

b) ¢Esvalido el modelo de regresién considerado?

c) Proporcione una prediccion del valor del precio cuando la superficie es 99 m?

d) ¢Es buena la prediccion que se ha obtenido en el apartado anterior? Razona la
respuesta

Ejercicio 2:

Se realiza un estudio con la intencidn de comparar la capacidad memoristica y el cociente
intelectual de estudiantes de una universidad espafiola. Se realizan dos pruebas a 6 alumnos,
una de capacidad memoristica y otra de cociente intelectual:

Capacidad memoristica 18,4 22,4 28,3 33,6 36,6 11,5
Cociente intelectual 95 80 104 120 135 91
Se pide:

a) Halle la ecuacidn de la recta de regresion de la capacidad memoristica sobre el
cociente intelectual.
b) Obtenga e interprete los coeficientes de correlacién lineal y de determinacion.
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Ejercicio 3:

En una explotacién ganadera, se ha realizado una inversién destinada a mejorar el
equipamiento tecnolégico de la explotacién, durante un periodo de 9 afios. Para estudiar
futuras inversiones, se realiza un estudio para conocer si la inversion realizada, en millones de
euros, ha influido en el beneficio obtenido, medido también en millones de euros. Los datos se
recogen en la siguiente tabla:

Inversion 10 12 17 19 21 22 25 20 18
Beneficio 8 9 8 8,5 9 10 12 7,4 8,2
Calcule:

a) Larecta de regresién del beneficio en dos afios respecto de la inversion.
b) La previsidn de inversidon necesaria para obtener un beneficio de 11 millones de euros.
c) ¢Se podrian considerar otros modelos? Razona la respuesta.

Ejercicio 4:

Se ha realizado un estudio para conocer si existe relacidn lineal entre la renta mensual de una
familia, en euros y el gasto en actividades de tipo cultural, en euros

Renta Gasto
2400 120
2100 110
1300 60
1750 55
1255 120
2100 270
3100 110
2200 220
1640 250
1770 140
1853 120
1994 400
2025 85
3200 100

a) Representa el diagrama de dispersion. ¢Qué modelo crees conveniente emplear?

b) Realiza un ajuste lineal, interpreta los coeficientes de regresidon y obtén el gasto en
actividades culturales de una familia con una renta mensual disponible de 2500 euros.

c) ¢Existe relacién lineal? Razona la respuesta.

d) A partir del resultado obtenido en el apartado c), ¢qué puedes afirmar ahora sobre la
prediccién obtenida en el apartado b)?

e) ¢Tiene sentido considerar otros modelos? Razona la respuesta.

15
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Ejercicio 5:

Los siguientes datos recogen el precio en ddlares de 12 modelos de portatiles, seleccionados al
azar, junto con las velocidades del procesador correspondiente, en gigahercios.

Portatil Velocidad Precio
1 2.0 2197
2 1.6 1200
3 1.6 950
4 1.8 1947
5 2.0 2058
6 1.2 1012
7 1.6 1252
8 2.0 2017
9 2.0 2137
10 3.2 2455
11 14 969
12 2.8 2273

Se pide:

a) Calcule la ecuacion de la recta de regresidn del precio del portatil sobre la velocidad
del procesador.

b) ¢Esvalido el modelo de regresién considerado?

c) Alavista de la ecuacion de regresion, éhay algun portatil que parezca tener, un precio
mayor o menor?

Ejercicio 6:

En un estudio socioldgico, se postula que la actitud racista viene determinada
fundamentalmente por el nivel de paro que existe en esa sociedad. Para avalar esa afirmacion,
el estudio proporciona los datos relativos a una muestra de diez localidades, cuyos niveles de
paro en %, y racismo, medidos segun cierto indice, son los siguientes:

Paro Racismo
7 22
13 29
5 15
33 37
23 31
21 33
18 32
30 40
15 30
27 38
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Se pide:

a) ¢Esvalido el modelo de regresion considerado?
b) ¢Qué valor del indice de racismo predecirias para una localidad con una tasa de paro
del 20%? ¢Como de buena te parece esta prediccién?

Ejercicio 7:

Una empresa basa las predicciones de sus ventas anuales en las estimaciones oficiales de Ia
demanda total de la industria. Los datos siguientes corresponden a las estimaciones oficiales
de la demanda total en miles de euros y las ventas efectuadas por la firma en miles de euros

en los ultimos afios.

Explica todo lo que puedas sobre la posible relacién lineal o no lineal entre las variables

Demanda y Ventas.

Demanda Ventas
230 5
220 7
400 12
330 8
210 5
390 10
280 9
140 8
280 7
290 12
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2.2 Regresion multiple

El modelo de regresion multiple es la extensidn a k variables explicativas del modelo de
regresion simple estudiado en el apartado anterior. En general, una variable de interés y

depende de varias variables X, X,y no solo de una Unicavariable de prediccién x. Por

ejemplo, para estudiar la variacidn del precio de una vivienda, parece razonable considerarmas
de una variable explicativa, como pueden ser el precio del suelo, la superficie del piso, el
numero de cuartos de bano, la edad de la vivienda, etc. Ademas de las variables observables,
la variablede interés puede depender de otras desconocidas para el investigador. Un modelo
de regresion representa el efecto de estas variables en lo que se conoce como error aleatorio o
perturbacién.

Si suponemos un modelo de regresion tedrico en el que las variables se pueden relacionar
mediante una funcidn de tipo lineal, éste puede escribirse

Y=B+ Bx+BXt. + BX tE

donde f3,, B,,..., B, son los parametros desconocidos que vamos a estimar y € es el error

aleatorio o perturbacién. y es la variable de interés que queremos predecir, también llamada
variable respuesta o variable dependiente. Las variables x x  se llaman variables

independientes, explicativas o de prediccion. El error € representa el efecto de todas las
variables que pueden afectar a la variable dependiente y no estan incluidas en el modelo de
regresion.

Algunos ejemplos de modelos de regresiéon multiple pueden ser:

¢ El consumo de combustible de un vehiculo, cuya variaciéon puede ser explicada por la
velocidad media del mismo y por eltipo de carretera. Podemos incluir en el término de
error, variables como el efecto del conductor, las condiciones meteoroldgicas, etc.

e El presupuesto de una universidad, cuya variacién puede serexplicada por el nimero
de alumnos. También podriamos considerar en el modelo variables como el nimero
de profesores, el nimero de laboratorios, la superficie disponible de instalaciones,
personal de administracion, etc.

Si se desea explicar los valores de una variable aleatoria y, mediante k variables, que a su vez
toman n valores, tenemos entonces

Y=L+ 8% tBXy .t BXg T &, i=1...n.
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Las perturbaciones deben verificar las siguientes hipotesis:

e Suesperanza es cero

e Suvarianza es constante

e Sonindependientes entre si
e Sudistribucion es normal

Los parametros desconocidos son estimados por minimos cuadrados, resultando la ecuacion
estimada de regresion dada por

Y=B,+BX; + B X +...+ B X €,

donde cada coeficiente 3 representa el efecto sobre la respuesta cuando la variable aumenta

en una unidad y las demas variables permanecen constantes. Puede interpretarse como el
efecto diferencial de esta variable sobre la variable respuesta cuando controlamos los efectos

de las otras variables. 5, es el valor de la respuesta ajustada cuando todas las variables

explicativas toman el valor cero.

2.2.1 Descomposicion de la variabilidad y contrastesde hipdtesis

La variabilidad de la respuesta puede descomponerse de igual forma que en regresidn simple
Yo =Y=(; = ¥)+ -y
Esta descomposicion la notamos por:
SCT =SCE+SCR,,

donde SCT es la suma de cuadrados total y representa la variabilidad total, SCR., es la suma de
cuadrados de la regresion y representa la variabilidad explicada por el modelo de regresién.
SCE es la suma de cuadrados residual y representa la variabilidad que queda sin explicar. Esta
descomposicion se resume en la siguiente tabla

Tabla ANOVA
Fue!wte. ,de Suma de cuadrados g.l Cuadr?dos F
variacion medios
1 2 SCR
Regresion B'X'Y'-= < k=m-1 —_—
’ n(Zy,) m-1 SCR.
tv _ptyt — = L
Error Y - BIX Y n—-m o Foxp SCE.
Total YtY—%(Z:yi)2 n-1 n-m
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El valor del estadistico Fexp permite resolver el contraste de regresion, dado por

Hy:B8,=8,=...=5,=0
H,:B,#0 para alginj= 1,. k

Fijado un nivel de significacién @' se rechaza H, siF, >F,, ;. En la précticaSPSS

proporciona el p-valor o nivel minimo designificacion para el rechazo de H,, que permite
resolver elcontraste de hipétesis fijado un nivel de significacion.

Si p—valor < a, entonces se rechaza H0

Si p-valor 2 a, entonces no se rechaza H,

Si estamos interesados en estudiar el efecto individual de una variable explicativa sobre la
variable respuesta se considera el siguiente contraste

Hy:B8 =0
H:B8%0

En este caso el estadistico de contraste sigue una F de Snedecor con 1y h—K —1grados de
libertad. Este contraste es equivalenteal contraste de regresién con una Unica variable
explicativa, estudiado en el apartado anterior. El rechazo de la hipdtesis nula implica admitir la

validez de la variable explicativa X, para predecir la variable de interés y .

2.2.3 Coeficiente de determinacion

Para construir una medida descriptiva del ajuste global de un modelo de regresidn se emplea
el coeficiente de determinacién, dado por

SCR_, SCE

R=CR ,
SCT. SCT.

R"representa la proporcién de variacién de Yy explicada por el modelo de regresion. Por

construccion, es evidente que 0< R? <1.

e Si R®* =lentonces SCR.4=SCT, por lo que toda la variacion de y es explicada por el
modelo de regresion.
» Si R =0 entonces SCT=SCE, por loque toda la variacién de y queda sin explicar.

En general, cuanto mds préximo esté a 1, mayor es la variacién de y explicada por el modelo
de regresion.
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Sin embargo, en regresion multiple, el coeficiente dedeterminacion presenta el inconveniente
de que su valor aumentaal afadir nuevas variables al modelo de regresion,
independientemente de que éstas contribuyan de forma significativaa la explicaciéon de la
variable respuesta. Para evitar un aumentoinjustificado de este coeficiente, se introduce el

coeficiente dedeterminacién corregido, que notamos por I?ZZy que se obtiene a partir de R?
en la forma

2.
—, L
R =1-- k=1
Z (yi -Y)
n-1
Este coeficiente no aumenta su valor cuando se afiadennuevas variables, sino que en caso de
afadir variables superfluasal modelo, el valor de R? disminuye considerablemente respecto al

valor del coeficiente R?.
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Ejercicio:

Una empresa fabricante de cereales para el desayuno desea conocer la ecuaciéon que permita
predecir las ventas (en miles de euros) en funcién de los gastos en publicidad infantil en
televisidn (en miles de euros), la inversién en publicidad en radio (en miles de euros) y la
inversion en publicidad en los periddicos (en miles de euros). Se realiza un estudio en el que se
reunen los datos mensuales correspondientes a los Ultimos 20 meses. Estos datos aparecen en

la siguiente tabla

Ventas Pub. en Pub._en Pub. en
tv radio per.
10,0 1,30 56 ,40
12,0 1,40 55 ,40
11,0 1,50 60 ,42
13,0 1,70 65 ,50
12,0 1,75 69 ,40
14,0 1,30 67 ,44
16,0 1,45 68 ,40
12,0 ,90 67 ,44
14,0 ,80 97 ,46
11,0 ,90 66 ,46
10,0 ,80 65 ,45
19,0 1,00 60 1,10
8,5 1,70 70 ,30
8,0 1,80 110 ,50
9,0 1,85 75 ,45
13,0 1,90 80 ,40
16,0 2,00 85 ,80
18,0 2,00 90 ,90
20,0 1,30 56 ,90
22,0 1,40 55 1,10

Se pide:

a) Ajustar un modelo de regresion lineal multiple. Obtener una estimacién de los
parametros del modelo y su interpretacién

b) Contrastar la significacion del modelo propuesto.

C) ¢Puede eliminarse alguna variable del modelo? Realiza los contrastes de significacidn

individuales

d) Coeficiente de determinacién y de determinacidn corregido
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Solucion:

a) Ajustar un modelo de regresion lineal multiple. Obtener una estimacion de los
parametros del modelo y su interpretacion

Notamos ventas, publ_tv, publ_rad y publ_per las variables que intervienen en el ejercicio. La
variable ventas es la variable dependiente, mientras que publ_tv, publ_rad y publ_per son las
variables explicativas.

Introducimos dichas variables en la Vista de Variables de SPSS, como se muestra

L‘]a *gjregmult_l.sav [Conjunto_de_datosl] - [BM 5PSS Statistics Editor de datos = 2 =

Archivo Edicion Ver Datos Transformar Analizar  Marketing directo  Graficos  Utilidades  Ventana  Ayuda

= P TS, i Bl B o a] (i
SHELR e~ B 20 A EE B0 198 %
Nombre | Tips | Anchura |Decimales|  Etiqueta | Valores | Perddos |Columnas| Alineacion |  Medida |
1 |ventas Numérico g 1 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala =
7 publ_tv Numérico 8 2 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala
3 publ_rad MNumérico 8 0 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala
4 publ_per Mumérico 8 2 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala

Ajustamos un modelo de regresidn que responde a una expresion deltipo:
Y=05+ BX + BX,+ BXHE,

donde Y representa las ventas de cereales (en miles de euros), X es la publicidad en televisién
(en miles de euros), x,es el coste de la publicidad en radio (en miles de euros) y X, es la

publicidad en periddicos (en miles de euros).

De nuevo, los parametros desconocidos f,, B.,0, y [; son estimados por minimos

cuadrados. La ecuaciéon estimada de regresion esta dada por:
V=5 +BX + BXy+ BXs

El valor £, es el valor de la respuesta ajustada cuando todas las variables predictivas tienen un

valor igual a cero. Cada [ i=1,2,3representa el cambio en la respuesta estimada para un
aumento igual a una unidad de la correspondiente variable x cuando todas las demas

variables independientes se mantienen constantes.

Para obtener dichas estimaciones mediante el paquete SPSS seleccionamos Analizar ->
Regresion -> Lineales.
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Analizar  Marketing directo  Graficos  Utilidades  Ventana  Ayuda
Informes 4 ET2n gi
Estadisticos descriptivos » L
Tablas »
Comparar medias b lar || var || var ii var
Modelo lineal general »
Modelos lineales generalizados b
Modelos mixtos »
Caorrelaciones k
Regresidn " | [E Modelacidn lineal automatizada...
Logineat P |l Lineates...
Redes neuronales k - - .
[ Estimacidn cunilinea...
Clasificar 3 i .
= Minimos cuadrados parciales...
Reduccidn de dimensiones b :
[ Logistica binaria...
Escala »
Pruebas no paramétricas N B Logistica multinomial ...
Predicciones » Corhh At
Supeniv. v | BH Probit..
Respuesta mltiple » E Mo lineal...
Andlisis de valores perdidas... [ Estimacidn ponderada...
Imputacién mdltiple r Minimos cuadrados en dos fases...
Muestras complejas ’ Escalamiento ptimo (CATREG)...

Se introducen las tres variables explicativas en el campo Variables Independientes y la variable
ventas en el campo Variable Dependiente, como muestra la siguiente figura.

2 Regresién lineal e JE——— | — —
Dependientes:
& publ_tv | | * [P ventas
& puthi yadl -Blogue 1 de 1
ﬁ publ_per
Independientas:
& publ_tv
ﬁ publ_rad
& punl_per
Método: |]_|::_tm:jum—"|

ariable de seleccion:
| |
Etiguetas de caso:
| |

|F'onderacién MCP: |
| Aceptar || Pegar |[Restablecer|| cancslar || Ayuda

Se pulsa Aceptar y se obtiene como resultado la siguiente salida del programa
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Coeficientes™
Coeficientes
Coeficientes no estandarizados fipificados

Madelo B Error tip. Beta 1 Sig.

1 (Constante) 2,108 2,055 1,026 320
publ_tv 3,432 1,121 358 3,060 o7
publ_rad 001 030 006 050 61
publ_per 11,347 1,802 TN 6,288 000

a. Variable dependiente: veﬁS‘/

En esta figura aparecen los pardametros estimados de regresion /A?O=2.108, ,[3’1:3.432,
B3,=0.001y B, =11.347.

La ecuacion de regresion ajustada esta dada por:
y=2.108+ 3.43% + 0.004 + 11.347.

Las ventas estimadas son iguales a 2108 euros si no se produce inversion en publicidad (ni en
televisién, ni en radio ni en periddicos).

Por cada mil euros invertidos en publicidad en televisidn las ventas esperadas aumentan en
3432 euros, supuesto que permanecen constantes las otras variables.

Por cada mil euros invertidos en publicidad en radio, las ventas estimadas aumentan
Unicamente en 1 euro, suponiendo que se mantienen constantes las otras variables
independientes.

Por cada mil euros invertidos en publicidad en periddicos se produce un incremento en las

ventas esperadas de 11347 euros, supuestas constantes las restantes variables predictivas.

A la vista de estos resultados parece recomendable la inversién en publicidad en periddicos
frente a la publicidad en televisién o en radio.

b) Contrastar la significacion del modelo propuesto.
El contraste de significacion del modelo de regresién permite verificar si ninguna variable

explicativa es valida para la prediccion de la variable de interés.

Este contraste puede escribirse
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H,:almenosuB # 0i= 1,2,

{Ho:ﬁlzﬂzzﬂszo

El p-valor asociado a este contraste aparece en la tabla ANOVA:

ANOVA*
Suma de Media
Modela cuadrados gl cuadratica F 3ig.
1 Regresidn 247 677 3 82,550 26,440 @
Residual 49,860 16 3123
Total 297,638 19

a. Variable dependiente: ventas
b, Variables predictoras: (Constante), publ_per, publ_rad, publ_tv

El p-valor asociado al contraste es menor que a =0.05, por lo que rechazamos la hipdtesis
nula. Esto implica que al menos una de las variables independientes contribuye de forma
significativa a la explicacion de la variable respuesta.

c) éPuede eliminarse alguna variable del modelo? Realiza los contrastes de
significacion individuales

En la siguiente salida de SPSS aparecen los p-valores asociados a los contrastes de regresion
individuales

Coeficientes™
Coeficientes
Coeficientes no estandarizados tipificados

Modelo B Error tip. Beta 1 5ig.

1 (Constante) 2,108 2,055 1,026 320
publ_tv 3,432 1,121 ,358 3,060 007
publ_rad 001 030 006 0&a0 861
publ_per 11,347 1,802 T 6,258 000

a. Variable dependiente: ventas

Realizamos tres contrastes de hipdtesis, uno para cada coeficiente que acompafa a cada

variable explicativa (i =1, 2,3)

H,:8 =0
{"ﬁ' i=1,2,3

H,:8 %0
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Para la variable publ_radio, p-valor = 0.961 >a = 0.05, por lo que no rechazamos la hipétesis
nula de significacion de la variable publ_radio. Esta variable no es vélida para predecir las
ventas de cereales y por tanto puede ser eliminada del modelo.

d) Coeficiente de determinacidn y de determinacion corregido

El coeficiente de determinacion es igual a 0.832 y el coeficiente de determinacion corregido es
igual a 0,801. En este caso no se aprecian grandes diferencias entre los dos coeficientes R* y
R?. EI 83.2 % de la variacién en las ventas de cereales se explican por su relacién lineal con el

modelo propuesto. El valor del coeficiente de determinacién es satisfactorio.

Resumen del modelo

Rm\ Errortip. de Ia
Madelo R R cuadrado caorregida estimacion
1 ,912% 832 201 1,7671

publ_ty
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1: La siguiente tabla muestra la cantidad de gasolina y (en porcentaje con respecto a

la cantidad del petrdleo en crudo). Se quiere expresar como combinacion lineal de cuatro

variables: x;, gravedad del crudo, x,, presion del vapor del crudo, x;, temperatura para la cual

se ha evaporado un 10% vy x,, temperatura para la cual se ha evaporado el 100%, a partir de los

siguientes datos:

Y X; X, X X4
6.9 38.4 6.1 220 235
14.4 40.3 4.8 231 307
7.4 40.0 6.1 217 212
8.5 31.8 0.2 316 365
8.0 40.8 35 210 218
2.8 41.3 1.8 267 235
5.0 38.1 1.2 274 285
12.2 50.8 8.6 190 205
10.0 32.2 5.2 236 267
15.2 38.4 6.1 220 300
26.8 40.3 4.8 231 367
14.0 32.2 2.4 284 351
14.7 31.8 0.2 316 379
6.4 41.3 1.8 267 275
17.6 38.1 1.2 274 365
22.3 50.8 8.6 190 275
24.8 32.2 5.2 236 360
26.0 38.4 6.1 220 365
34.9 40.3 4.8 231 395
18.2 40.0 6.1 217 272
23.2 32.2 2.4 284 424
18.0 31.8 0.2 316 428
13.1 40.8 35 210 273
16.1 41.3 1.8 267 358
32.1 38.1 1.2 274 444
34.7 50.8 8.6 190 345
31.7 32.2 5.2 236 402
33.6 38.4 6.1 220 410
30.4 40.0 6.1 217 340
26.6 40.8 35 210 347
27.8 41.3 1.8 267 416
45.7 50.8 8.6 190 407

Se pide:

a) Ajustar un modelo de regresién lineal multiple.
parametros del modelo y su interpretacién

b) Contrastar la significacién del modelo propuesto.
¢) ¢Puede eliminarse alguna variable del modelo? Razona la respuesta
d) Coeficiente de determinacién y de determinacién corregido

Obtener una estimacion de los
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Ejercicio 2:

Se pretende estudiar la posible relacion lineal entre el precio de pisos en miles de euros, en
una conocida ciudad espafiola y variables como la superficie en m” y la antigliedad del
inmueble en afios. Para ello, se realiza un estudio, en el que se selecciona de forma aleatoria
una muestra estratificada representativa de los distintos barrios de la ciudad. Los datos
aparecen en la siguiente tabla.

Precio Superficie | Antigiiedad
200 100 20
120 70 15
155 120 30
310 150 20
320 90 12
400 227 7
100 75 22
80 65 28
75 80 30
169 150 43
110 120 49
210 100 21
200 125 15
180 137 28
140 90 30
95 110 33

Se pide:

a) Ajustar un modelo de regresion lineal multiple. Obtener una estimacién de los
parametros del modelo y su interpretacion

b) Contrastar la significacién del modelo propuesto.

¢) ¢Puede eliminarse alguna variable del modelo? Razona la respuesta

d) Coeficiente de determinacién y de determinacidn corregido. Interpretacion.
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Ejercicio 3:

Salsberry Reality vende casas en la costa este de Estados Unidos. Una de las preguntas mas
habituales de los potenciales compradores es: “si compramos esta casa, ¢cuanto gastaremos
en calefaccion durante el invierno?”. Para contestar esa pregunta de forma satisfactoria, el
departamento de investigacion de dicha compafiia realizé un estudio en el que se pretende
relacionar linealmente el coste de la calefaccién en délares, con las variables temperatura
media externa en grados Fahrenheit, el aislamiento del atico en pulgadas y la antigliedad del

calentador en afios. Los datos se muestran en la siguiente tabla.

Casa Coste. . Temperatura Aislamiento Antigiiedad
calefaccion
1 250 35 3 6
2 360 29 4 10
3 165 36 7 3
4 43 60 6 9
5 92 65 5 6
6 200 30 5 5
7 355 10 6 7
8 290 7 10 10
9 230 21 9 11
10 120 55 2 5
11 73 54 12 4
12 205 48 5 1
13 400 20 5 15
14 320 39 4 7
15 72 60 8 6
16 272 20 5 8
17 94 58 7 3
18 190 40 8 11
19 235 27 9 8
20 139 30 7 5

Se pide:

Ajustar un modelo de regresidén lineal multiple. Obtener una estimacién de los

parametros del modelo y su interpretacion

Contrastar la significacion del modelo propuesto.
éCudnto sera el coste estimado de la calefaccidén para una casa con temperatura media

externa de 409F, 6 pulgadas de aislamiento y 5 afios de antigliedad?

¢Puede eliminarse alguna variable del modelo? Razona la respuesta

Coeficiente de determinacién y de determinacién corregido. Interpretacion.




