Algebra I (Doble Grado Matematicas-Informatica)

Relaciéon 1

Curso 2019-2020
Conjuntos y aplicaciones

Ejercicio 1. Construir todas las aplicaciones del conjunto X = {a, b, ¢} en el conjunto Y = {1, 2} y clasificarlas
segun sean inyectivas, sobreyectivas, biyectivas 6 de ninguno de estos tipos.

Ejercicio 2. Sea Ac X, B€ Yy f: X — Y una aplicacién. Demostrar:
i) f«(f*(B)) < Bysedalaigualdad si f es sobreyectiva.
ii) A< f*(f«(A)) yse dalaigualdad si f es inyectiva.

Ejercicio 3. Se consideran las aplicaciones

f g h k

A—B——C vy X—Y ——_~7.
Demostrar que f y h inducen una tinica aplicacién f x h: Ax X — B x Y verificando que
fpra=prg(fxh)y hprx=pry(f xh)
donde pr denota en cada caso la aplicacién proyeccién. Demostrar que
(gxk)(f xh)=(gf) x (kh).
Ejercicio 4. Sea f: X — Y unaaplicacién, A< X y B< Y. Demostrar

LIAN (B = (fx(A)NB

Ejercicio 5. Dada una aplicacién f: X — Y y Ac X, sellama saturacion de A al conjunto f™(f. (A)). Se dice
que A es saturado si A= f*(fi(A)).

i) Caracterizar los subconjuntos saturados de f si X = Y =Ry f es la aplicacién definida por f(x) = x> +1.
ii) Hallar la saturacion del conjunto {z} si X = Y =Ry f esla aplicacién coseno.
Ejercicio 6. Sea f: X — Y una aplicacién. Demostrar que son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) f esinyectiva
ii) VA,Be P(X), fs(AnB) = f.(A) N f«(B).

Ejercicio7. Sean f: X — Yyg:Y — Z dosaplicaciones ysea h = g f la composicién de dichas aplicaciones.
Demostrar:

i) Si h es inyectiva entonces f es inyectiva.
ii)Si h es sobreyectiva entonces g es sobreyectiva.
iii)Si h es inyectivay f es sobreyectiva entonces g es inyectiva.

iv)Si h es sobreyectiva y g es inyectiva entonces f es sobreyectiva.



Ejercicio 8. Sean las aplicaciones f: X — Y, g:Y — Zy h:Z — X tales que hg f es inyectiva, gfh es
inyectivay fhg es sobreyectiva. Demostrar que las aplicaciones f, g y k son biyectivas.

Ejercicio 9. Demostrar que las siguientes relaciones en R x R son de equivalencia y describir geométrica-
mente las clases de equivalencia:

i) (a,b)R(c,d) <> a? + b? = ¢ + d?
ii) (a,b)R(c,d) < ab=cd

Ejercicio 10. Sea f :R — R la aplicacién definida por f(x) = x?>. Determinar R ¢y el conjunto cociente de R
bajo esta relacion.

Ejercicio 11. Se considera la aplicacién f :N — N dada por f(x) = E(++/x) donde E denota “parte entera”.

i) Demostrar que la relacién
x~y < E(+Vx) = E(+\/7)

es una relacion de equivalencia en N.
ii) Calcular la clase de equivalencia de los elementos 1,2 y 5.
iii) Calcular la clase de equivalencia de n € N.
iv) Demostrar que f es sobreyectiva.
v) Hallar la descomposicién canénica de f.

Ejercicio 12. Sea X ={0,1,2,3}, Y ={a,b,c} y f : X — Y la aplicacién dada por: f(0) =c; f(1) = f(2) = a;
f(3) = b. Considerar la aplicacién f*: 22(Y) — 22(X) que a cada subconjunto B < Y le hace corresponder
su imagen inversa por f.

i) ;Es f* inyectiva, sobreyectiva o biyectiva?
ii) Calcular la relacion ~ s« en 22(Y) asociada a f* y el conjunto cociente 22 (Y)/ ~ p-.
iii) Hallar la descomposicién candnica de f*.

Ejercicio 13. Sean X e Y dos conjuntos tales que Y < X. En el conjunto £2(X) se define la siguiente relacion
binaria:
A~B<— AnY=BnY

Demostrar que dicha relacién es de equivalencia y describir el conjunto cociente.

Ejercicio 14. 1) Calcular cuantas relaciones de equivalencia distintas se pueden definir en un conjunto de
3 elementos y construir todos los conjuntos cocientes.

ii) Demostrar que un conjunto de 4 elementos admite exactamente 15 conjuntos cociente.

Ejercicio 15. Sea f : X — Y unaaplicaciény sea R unarelacion de equivalencia en Y. Estudiar si la siguiente
relacién binaria Sen X
x15x2 & f(x1)Rf(x2)

es una relacién de equivalencia.

Ejercicio 16. Una relacion binaria R en un conjunto X se dice que es circular si satisface la siguiente pro-
piedad:
X1Rx, N xoRx3 = x3Rx;

Demostrar que una relacion binaria en X es de equivalencia si y solo si es reflexiva y circular.

Ejercicio 17. Sea X =Y ={a,b,c,d} ysea f: X — Y laaplicaciéon dada por el grafo {(a, a), (b, a), (¢, d), (d, c)}.
Considérense las aplicaciones inducidas f, : P(X) — P(Y)y f*: P(Y) — P(X) y determinense entonces los
conjuntos cociente de P(X) y P(Y) bajo las relaciones de equivalencia inducidas por f. y f*.



Ejercicio 18. Sean f: X — Yy g: X — Z dos aplicaciones tales que f es sobreyectivay Ry S Rg. Demostrar
que existe una aplicaciéon h: Y — Ztalque g = hf.

Ejercicio 19. Si X e Y son dos conjuntos y Ry S son relaciones de equivalencia en X e Y respectivamente,
definir en el conjunto X x Y una relacién de equivalencia T tal que exista una biyeccién

XxY)IT=(X/R)x(Y/S)

Ejercicio 20. Sea X un conjunto y A un subconjunto de X. Se considera la aplicacién:
f:2(X)— P(A)
definida, para cada B € 22(X), por f(B) =Bn A.
i) Estudiar sila aplicacién f es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

ii) En el caso particular de que X = {a,b,c} y A = {b,c}, calcular el conjunto cociente de ?(X) bajo la
relacion de equivalencia Ry definida por la aplicacion f.

Ejercicio 21. Sea X ={1,2,3,4,5} ysea A= {1,3}. En P(X) se define la relacién binaria
BRZCoBNnA=CnA

donde A denota el complementario de A en X. Demostrar que % es una relacién de equivalencia y calcular
el conjunto cociente P(X)/Z%.

Ejercicio 22. Sea D = {neN|n dividea30}ysea f: D — {1,2,3,4,5,6,7,8} la aplicaciéon definida, para cada
a € D, por f(a) =ntmero de divisores de a. Estudiar sila aplicaciéon f es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
Calcular la imagen de f y la imagen inversa f*({3,4}). Construir el conjunto cociente D/Ry donde Ry es la
relacién de equivalencia inducida por f.

Ejercicio 23. Sea Ay B subconjuntos de un conjunto X. Se define
AxB={xeX|x¢ AV x€B}.
i) Demostrar que si C es otro subconjunto de X se tiene que

CcAxB < AnCcB.

ii) Sea X = {0,1}. Consideramos el conjunto P(X) de partes de X y la aplicacién f : P(X) x P(X) — P(X)
definida por f(A,B) = A= B. Calcular f({0},®). Estudiar si f es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
Calcular el conjunto cociente P(X) x P(X)/Ry donde Ry es la relacion de equivalencia en P(X) x P(X)
inducida por la aplicacién f.

Ejercicio 24. Sea X ={1,2,3}yI={f: X — X | f es inyectiva}. Se considera la aplicacién
@:1— Xx{a,b}

definida por ¢ (f) = (f(1), b). Listar los elementos de I y estudiar si ¢ es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
Dar explicitamente los elementos del conjunto cociente I/ R, (donde R, denota la relacion de equivalencia
en I inducida por ¢).

Ejercicio 25. Sea f:Z x Z — Nla aplicacién definida por f(x, y) = |xy| para todo x, y € Z y se considera el
Zx7Z

Ry
1. Hallala clase del par (p,1) con p primo.

conjunto cociente

\S)

. ;Hay alguna clase con 4 elementos?

w

. ;Cudntas hay con infinitos elementos?

N

. ;Hay alguna clase con 12 elementos?



