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@ Espacios de Medida

© Espacios medibles

© [0,00]

O Medidas

© Lebesgue

@ Primer Teorema
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Definicién de Espacio de Medida

(Q,A, 1)
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Definicién de Espacio de Medida
(9, A, 1)

@ () es un conjunto no vacio
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Definicién de Espacio de Medida

(A, 1)

@ () es un conjunto no vacio
o ACP(Q) es una o-lgebra:
(i) Qe A
(i) Ac A = Q\Ac A

[ee]
(i) AneA VneN = | JAned

n=1
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Definicién de Espacio de Medida

(S, A, 1)

@ () es un conjunto no vacio
o ACP(Q) es una o-lgebra:
(i) Qe A
(i) AcA = Q\AcA

[ee]
(i) AneA VneN = | JAned
n=1

e u: A—[0,00] es una medida (positiva):

(a) u(@) =0
(b) p es o-aditiva:

s

Apn€ AVneEN, ApNAm=0(n#m) = ,u(

An> =D ulAn)
n=1

n=1
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y A C P(Q2) es una o-algebra:
e NeAd
e Ac A = Q\AcA

oo
o AncA VneN = |JAnecAa
n=1
Los elementos de A son los conjuntos medibles.
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y A C P() es una o-algebra:
e NeAd
e AcA = Q\AecA

o0
0o A€ A VneN = UAneA
n=1

Los elementos de .4 son los conjuntos medibles.

Primer Teorema

[e]

Ejemplos extremos

La o-algebra trivial {0,Q2} y la o-algebra discreta P(Q2)
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y A C P() es una o-algebra:
e NeAd
e AcA = Q\AecA

o0
0o A€ A VneN = UAneA
n=1

Los elementos de .4 son los conjuntos medibles.

Primer Teorema

[e]

Ejemplos extremos

La o-élgebra trivial {0,Q} y la o-algebra discreta P(Q2)

Ejemplo importante: o-algebras de Borel
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y A C P() es una o-algebra:
e NeAd
e AcA = Q\AecA

oo
e Ap,ec A VneN = UAneA
=il

Los elementos de .4 son los conjuntos medibles.

Primer Teorema

[e]

Ejemplos extremos

La o-élgebra trivial {0,Q} y la o-algebra discreta P(Q2)

Ejemplo importante: o-algebras de Borel

o Toda interseccién de o-algebras es una o-algebra
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y A C P() es una o-algebra:
e NeAd
e AcA = Q\AecA

oo
e Ap,ec A VneN = UAneA
=il

Los elementos de .4 son los conjuntos medibles.

Primer Teorema

[e]

Ejemplos extremos

La o-élgebra trivial {0,Q} y la o-algebra discreta P(Q2)

Ejemplo importante: o-algebras de Borel

o Toda interseccién de o-algebras es una o-algebra

o Para S CP(Q), existe la o-algebra engendrada por S
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Espacios medibles

Q es un conjunto no vacio y A C P() es una o-algebra:
e NeAd
e AcA = Q\AecA

oo
e Ap,ec A VneN = UAneA
=il

Los elementos de .4 son los conjuntos medibles.

Primer Teorema

[e]

Ejemplos extremos

La o-élgebra trivial {0,Q} y la o-algebra discreta P(Q2)

Ejemplo importante: o-algebras de Borel

o Toda interseccién de o-algebras es una o-algebra

o Para S CP(Q), existe la o-algebra engendrada por S

@ ) espacio topolégico con topologia 7: la o-algebra de Borel de €2 es la

engendrada por 7. Sus elementos son los conjuntos de Borel en Q.
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Conjuntos medibles

o-3lgebra A

e NeA
e Ac A = Q\AcA

o0
o Anc A VneN = UAneA

n=1




Espacios de Medida Espacios medibles [0, o0] Medidas Lebesgue Primer Teorema
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Conjuntos medibles

e NcA
e AcA = Q\AecA

oo
e Apbec A VneN = UAneA

n=1
o

Operaciones con conjuntos medibles
Toda o-3lgebra A C P(Q) verifica:
e fecA
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Conjuntos medibles

e NcA
e AcA = Q\AecA

oo
e Apbec A VneN = UAneA

n=1
o

Operaciones con conjuntos medibles
Toda o-3lgebra A C P(Q) verifica:
e fecA

n
o A1, Ag,...,Ap €A = UAkEA
k=1




Espacios de Medida Espacios medibles [0, o0] Medidas
o] oe 0000 000

Conjuntos medibles

e NcA
e AcA = Q\AecA

oo
e Apbec A VneN = UAneA

n=1

Lebesgue

0000

Primer Teorema

[e]

y

Operaciones con conjuntos medibles

Toda o-3lgebra A C P(Q) verifica:
e e A

n
o A1, Ag,...,Ap €A = UAkEA
k=1

o0
0o A€ A VneN = ﬂAneA

n=1




Espacios de Medida
o

Espacios medibles
oce

Conjuntos medibles

Lebesgue Primer Teorema
0000 o

e NcA
e AcA = Q\AecA

oo
e Apbec A VneN = UAneA

n=1

y

Operaciones con conjuntos medibles
Toda o-3lgebra A C P(Q) verifica:
e fecA

n
o A1, Ag,...,Ap €A = UAkEA
k=1

o0
0o A€ A VneN = ﬂAneA

n=1

n
@ A1, Ag,...,ApeA = mAkE.A
k=1
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Conjuntos medibles

e NcA
e AcA = Q\AecA

oo
e Apbec A VneN = UAneA

n=1

Lebesgue

0000

Primer Teorema

[e]

y

Operaciones con conjuntos medibles

Toda o-3lgebra A C P(Q) verifica:

e fecA
n
e A1,As,....,AneA = UAkEA
k=1
oo
o An€A ¥neN = [)AncA
n=1
n
@ A1, Ag,...,ApeA = mAkE.A

k=1
e ABeA = A\BeA
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1. Orden en [0, 0]

[0,00]={z €R:2 >0} U {co0} =[0,00[ U {0}
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1. Orden en [0, 0]

[0,00]={z €R:2 >0} U {co0} =[0,00[ U {0}
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1. Orden en [0, 0]

[0,00]={z €R:2 >0} U {oo}

@ Orden usual en [0, 00]




Espacios de Medida Espacios medibles [0, oo] Medidas Lebesgue Primer Teorema
[e] (oo} @000 [e]e]e} 0000 [e]

1. Orden en [0, 0]

[0,00]={z €R:2 >0} U {co0} =[0,00[ U {0}

@ Orden usual en [0, 00]

e z<oo VYuze]ll o]
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1. Orden en [0,00]

[0,00]={z €R:2 >0} U {co} =[0,00[ U {oc}

@ Orden usual en [0, 00]
e r<oo Vaello0].

4

Propiedades del orden
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1. Orden en [0,00]

[0,00]={z €R:2 >0} U {co} =[0,00[ U {oc}

@ Orden usual en [0, 00]
e r<oo Vaello0].

4

Propiedades del orden

@ Orden total
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1. Orden en [0, ¢]

[0,00]={z €R:2 >0} U {co} =[0,00[ U {oc}

@ Orden usual en [0, 00]
e r<oo Vaello0].

4

Propiedades del orden

@ Orden total

@ Todo subconjunto no vacio de [0, 0] tiene supremo e infimo
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2. Topologia de [0, 0]

Topologia de [0, 0]
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2. Topologia de [0, 0]

Topologia de [0, 0]

@ Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
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2. Topologia de [0, 0]

Topologia de [0, 0]

@ Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
]a,ﬁ[:{$€[0,00]1a<$<ﬂ} (a,ﬂE[O,oo])
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2. Topologia de [0, 0]

Topologia de [0, 0]

@ Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.

]a,ﬁ[:{xE[O,oo]:a<x<ﬂ} (a,ﬂE[O,oo])
Ja,o0] ={z €[0,00] ;< z} (€ [0,00])
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2. Topologia de [0, 0]

Topologia de [0, 0]

@ Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
]a,ﬁ[:{xE[O,oo]:a<x<ﬂ} (a,ﬂE[O,oo])
Ja,o0] ={z €[0,00] ;< z} (€ [0,00])
[O,ﬂ[:{-’BE[0,00]:LE<ﬂ} (ﬂE[0,00])
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2. Topologia de [0, 0]

Topologia de [0, 0]

@ Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Jo, Bl={x €[0,00] ;< < B} (o, € [0,00])
Ja,o0] ={z €[0,00] ;< z} (€ [0,00])
[0,8[={z €[0,00] : x < B} (B €[0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={z €[0,00]: z < B} (B€][0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={z €[0,00]: z < B} (B€][0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas

@ Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={z €[0,00]: z < B} (B€][0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas

@ Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]

e Compactacién por un punto de [0, 00|
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={z €[0,00]: z < B} (B€][0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas

@ Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]

e Compactacién por un punto de [0, 00|

@ Toda sucesién monétona converge en [0, 0]
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={z €[0,00]: z < B} (B€][0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas

@ Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]

e Compactacién por un punto de [0, 00|
@ Toda sucesién monétona converge en [0, 0]

o limsup xp = lim sup{zy:k>n}
n—»00 n—00
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={x €[0,00] :z < B} (B€]0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas

@ Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]

e Compactacién por un punto de [0,00[

@ Toda sucesién monétona converge en [0, 0]

o limsup zn = hm sup{zy : k> n}
n—oo
o liminf xp, = lim inf{zy:k>n}

n— oo n— oo
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={x €[0,00] :z < B} (B€]0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas

@ Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]

e Compactacién por un punto de [0,00[

@ Toda sucesién monétona converge en [0, 0]

o limsup zn = hm sup{zy : k> n}
n— o0

o liminf xp, = lim inf{zy:k>n}
n— oo n— oo

@ xp <yn VN EN = liminfz, < liminfy,, limsupz, < limsupyn
n—00 n—00 n—00 n—00
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2. Topologia de [0, ¢]

o Topologia del orden: Abiertos = Uniones de intervalos abiertos.
Ja,B[={z € [0,00] :a <z < B} (a,B8€][0,00])
Ja,o00] ={z €[0,00] :a <z} (a€]0,00])
[0,8[={x €[0,00] :z < B} (B€]0,00])

o Subbase numerable: {[0,4[: € Q"} |J{Ja, 0] : € QT }

v

Propiedades topolégicas

@ Espacio métrico compacto homeomorfo a [0, 1]
e Compactacién por un punto de [0,00[
@ Toda sucesién monétona converge en [0, 0]
o limsup zn = hm sup{zy : k> n}
n—r oo
o liminf xp, = lim inf{zy:k>n}
n— oo n— oo
@ xp <yn VN EN = liminfz, < liminfy,, limsupz, < limsupyn
n—00 n—00 n—00 n—00

@ zn<yn VneN, {zn} =z, {yn} 2y = z<y
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Suma en [0, 0]
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Suma en [0, 0]

Suma en [0, 0]

Suma usual en [0,00]
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Suma en [0, 0]

Suma en [0, 0]

Suma usual en [0,00]
r+oo=00+x=00 Vz€[0,00]
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Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma
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Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma

@ Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0
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Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma

@ Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0

@ Cancelacién sélo en ciertos casos: t+y=x+2, t <00 = y==z2
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Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma

@ Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0

@ Cancelacién sélo en ciertos casos: t+y=x+2, t <00 = y==z2

o Compatible con el orden: 1 < y1, T2 <y2 = x1+z2 <Y1 +Y2
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[e] (oo} [e]e] o] [e]e]e} 0000 [e]

Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma

Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0

Cancelacién sélo en ciertos casos: t+y=x+2, t <00 = y==z2
Compatible con el orden: 1 <y1, T2 <y2 = 1 +x2 <Y1 +Y2
Continua: {zn} =z, {yn} >y = {Tntyn} > z+y
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Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma

@ Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0
@ Cancelacién sélo en ciertos casos: t+y=x+2, t <00 = y==z2
o Compatible con el orden: 1 <y1, T2 <ys = 1 +x2 <Y1 +Y2
e Continua: {zn} =z, {yn} >y = {Tntyn} > z+y
oo n
@ Tiene sentido la suma de cualquier serie: E Tp = lim aep
n—oo

n=1 k=1
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[e] (oo} [e]e] o] [e]e]e} 0000 [e]

Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma

@ Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0

@ Cancelacién sélo en ciertos casos: t+y=x+2, t <00 = y==z2
o Compatible con el orden: 1 <y1, T2 <ys = 1 +x2 <Y1 +Y2
e Continua: {zn} =z, {yn} >y = {Tntyn} > z+y

oo n
@ Tiene sentido la suma de cualquier serie: E Tp = lim aep
n—oo
n=1 k=1

oo o0 o0
° Z(anryn) = an + Zyn
n=1 n=1

n=1
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[e] (oo} [e]e] o] [e]e]e} 0000 [e]

Suma en [0, 0]

Suma usual en [0, 00]

T4+oo=0c0+x=00 YV z€[0,00]

Propiedades de la suma

@ Asociativa, conmutativa, con elemento neutro 0

@ Cancelacién sélo en ciertos casos: t+y=x+2, t <00 = y==z2
o Compatible con el orden: 1 <y1, T2 <ys = 1 +x2 <Y1 +Y2
e Continua: {zn} =z, {yn} >y = {Tntyn} > z+y

oo n
@ Tiene sentido la suma de cualquier serie: E Tp = lim aep
n—oo
n=1 k=1
oo o0 o0
n=1 n=1 =1

@ Incondicional: Para a: NxXN — [0,00] y 0 : N — N x N biyectiva, se tiene:

3 S atmn) = 303 atmn) = Ya(oth

m=1n=1 n=1m=1 k=1
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[e] (oo} oooe [e]e]e} 0000 [e]

Producto en [0, 0]

Producto en [0, 0]
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[e] (oo} oooe [e]e]e} 0000 [e]

Producto en [0, 0]

Producto en [0, 0]

@ Producto usual en [0, o[
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[e] (oo} oooe [e]e]e} 0000 [e]

Producto en [0, 0]

Producto en [0, 0]

@ Producto usual en [0, o[

ez 00 =00z =00 V€|l
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[e] (oo} oooe [e]e]e} 0000 [e]

Producto en [0, 0]

Producto en [0, 0]

@ Producto usual en [0, o[
@zxoo = ooz = 00 Vaz€]d,o0]

@ Doo=0c00=0
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[e] (oo} oooe [e]e]e} 0000 [e]

Producto en [0, oc]

@ Producto usual en [0,00]
ez 00 =00z = o0 Vel o

@ Doo=000=0 4

Propiedades del producto
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o] [e]e] [e]e]e] ] 000 0000 o]

Producto en [0, oc]

@ Producto usual en [0,00]
ez 00 =00z = o0 Vel o

@ Doo=000=0 4

Propiedades del producto

@ Asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma
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o] [e]e] [e]e]e] ] 000 0000 o]

Producto en [0, oc]

@ Producto usual en [0,00]
ez 00 =00z = o0 Vel o

@ Doo=000=0 4

Propiedades del producto

@ Asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma

@ Compatible con el orden: 1 < y1, T2 <yY2 = z122 < Y1Y2
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[e] (oo} oooe [e]e]e} 0000 [e]

Producto en [0, oc]

@ Producto usual en [0,00]
ez 00 =00z = o0 Vel o

@ Doo=000=0 4

Propiedades del producto

@ Asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma

@ Compatible con el orden: 1 <y1, T2 <ys = x1x2 < Y1Y2
o Crecientemente continuo: {zn} 7z, {yn} "y = {Tnyn} —zy
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[e] (oo} oooe [e]e]e} 0000 [e]

Producto en [0, oc]

@ Producto usual en [0,00]
ez 00 =00z = o0 Vel o

@ Doo=000= 0

y

Propiedades del producto

@ Asociativo, conmutativo y distributivo respecto a la suma
@ Compatible con el orden: 1 < y1, T2 <yY2 = z122 < Y1Y2

o Crecientemente continuo: {zn} 7z, {yn} "y = {Tnyn} —zy

Medidas Lebesgue Primer Teorema
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[e] (oo} [e]o]e]e) @00 0000 [e]

Concepto de Medida

w: A— [0,00] verificando:
o 1u(0)=0
@ L es o-aditiva:

Apn € AVREN, AnNAm=0 (n#m) = p(UAn>=Zu(An)
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o] [e]e] 0000 @00 0000 o]
Concepto de Medida
w: A— [0,00] verificando:
o u(@)=0
@ 1 es o-aditiva:
o0 o0
An € AYREN, ApNAm=0 (n#m) = “(U An> = u(An)
n=1 n=1
Medidas de Borel
Medida de Borel en un espacio topolégico {2 = Medida definida en la o-algebra
de Borel de 2 )
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o 0o 0000 oceo 0000 o

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida v : A — [0,00] es:
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o 0o 0000 oceo 0000 o

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida v : A — [0,00] es:

@ Finitamente aditiva:

n
Ap,Ag,. . An €A, AgnAj=0 (k#5) = p| [ JAk] =D nAr)
k=1
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o 0o 0000 oceo 0000 o

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida v : A — [0,00] es:

@ Finitamente aditiva:
n
Ap,Ag,. . An €A, AgnAj=0 (k#5) = p| [ JAk] =D nAr)
k=1

o Creciente: A, Be A, ACB = u(A)<u(B)
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o 0o 0000 oceo 0000 o

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida v : A — [0,00] es:

@ Finitamente aditiva:
n n
Ay, Ay, An €A ANAj =0 (k#5) = p (U Ak> = u(Ap)

o Creciente: A, Be A, ACB = u(A)<u(B)

oo oo
@ Subaditiva: Ap € AVREN = p (U An> < Zu(An)

n=1

~
Il
—
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o 0o 0000 oceo 0000 o

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida v : A — [0,00] es:

@ Finitamente aditiva:
n n
Ay, Ay, An €A ANAj =0 (k#5) = p (U Ak> = u(Ap)

o Creciente: A, Be A, ACB = u(A)<u(B)

oo oo
@ Subaditiva: Ap € AVREN = p (U An> < Zu(An)
n=1 n=1

o Crecientemente continua:

n— oo

An €A, A, CApt1 VneEN = u<

13

An> = lim wp(An)
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o 0o 0000 oceo 0000 o

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida 1 : A — [0,00] es:

@ Finitamente aditiva:

AlaAQa--~7An€A7 AkmA]:(D(k;é]) = M(U

o Creciente: A, Be A, ACB = u(A)<u(B)
o0 o0

@ Subaditiva: Ap € AVREN = p (U An> < Zu(An)
n=1 n=1

o Crecientemente continua:

n— oo

oo
An€e A, An CApt1 VneN = u(UAn>— lim w(An)

n=1
@ Decrecientemente continua donde es finita: A, € A, Ap D Apt1 Vn €
o0
N, (A1) <oco = p <ﬂ An) = lim u(An)

n— 00
n=1
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[e] (oo} [e]o]e]e) oeo 0000 [e]

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida 1 : A — [0,00] es:

@ Finitamente aditiva:

A1,As,...,An €A, AkrmAj::Q(k7éj) = LL(LJ

o Creciente: A, Be A, ACB = u(A)<u(B)
o0 o0

@ Subaditiva: Ap € AVREN = p (U An> < Zu(An)
n=1 n=1

o Crecientemente continua:

n— oo

oo
An€e A, An CApt1 VneN = u(UAn>— lim w(An)

n=1

@ Decrecientemente continua donde es finita: A, € A, Ap D Apt1 Vn €

o0
N, u(A1)<oco = p <ﬂ An) = lim p(An)
n=1

Sugestivamente: {An} A = {p(An)} " u(A)




Espacios de Medida Espacios medibles [0, o Medidas Lebesgue Primer Teorema
[e] (oo} [e]o]e]e) oeo 0000 [e]

Consecuencias

Propiedades de las medidas

Toda medida 1 : A — [0,00] es:

@ Finitamente aditiva:

A1, Az, An € A, AN A; =0 (k#5) = u(U Ak> =D nl4r)

o Creciente: A, Be A, ACB = u(A)<u(B)
oo oo
@ Subaditiva: Ap € AVREN = p (U An> < Zu(An)
n=1 n=1

Crecientemente continua:

oo
An€e A, An CApt1 VneN = u(UAn>— lim w(An)

n— 00
n=1

@ Decrecientemente continua donde es finita: A, € A, Ap D Apt1 Vn €

o0
N, u(A1)<oco = p <ﬂ An) = lim p(An)
n=1

Sugestivamente: {An} A = {p(An)} " u(A)
Mientras que: {An} N\ A, p(41) <oco = {u(An)} \ p(A)
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Primeros Ejemplos de medidas

Medidas discretas
Q £ () arbitrario, m : Q — [0,00] cualquier funcién y A =P(Q). Se define:

wA) = mx):=sup{Y_m(z):JC A, J finito} (AP(Q))
T€A zeJ
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Primeros Ejemplos de medidas

Medidas discretas

Q £ () arbitrario, m : Q — [0,00] cualquier funcién y A =P(Q). Se define:

w(A) = Z m(x) = sup{z m(z):JC A, J finito} (Ae€P(Q))
TEA z€J

y

Medidas de Dirac

Fijado = € Q, para A € P(Q) se define:

5m(A):{1 sizeA

0 siz¢A

Se obtiene con m(z) =1 y m(w)=0Vw € Q\{z}

A
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Primeros Ejemplos de medidas
Medidas discretas
Q £ () arbitrario, m : Q — [0,00] cualquier funcién y A =P(Q). Se define:

u(A) = Z m(z) = sup{z m(z):JC A, J finito} (Ae€P(Q))
TEA z€J

Medidas de Dirac

Fijado = € Q, para A € P(Q) se define:

1 sizeA

0a(4) = {0 sizg A

Se obtiene con m(z) =1 y m(w)=0Vw € Q\{z}

A

Medida que cuenta (“counting measure”)

Para todo A € P(Q) se define p(A) como el nimero de elementos de A,
entendiéndose que u(A) = oo cuando A es un conjunto infinito.
Se obtiene con m(z) =1 Vz € Q.

\
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(oo} [e]o]e]e) [e]e]e} 0000 o

Definicién de la Medida de Lebesgue en RY

Intervalos acotados

N
I= HI(k) m(l) = H (supI(k) —1an(k)>
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Definicién de la Medida de Lebesgue en RY

Intervalos acotados

N N
=111 mo=]] (supI(k) —ian(k)>
k=1 k=1

Medida exterior de Lebesgue
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[e] (oo} [e]o]e]e) [e]e]e} @000 o

Definicién de la Medida de Lebesgue en RY

Intervalos acotados

N N
=111 mo=]] (supI(k) —ian(k)>
k=1 k=1

Medida exterior de Lebesgue

A* :'P(]RN) — [0,00]
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Definicién de la Medida de Lebesgue en RY

Intervalos acotados

N N
=111 mo=]] (supI(k) —ian(k)>
k=1 k=1

—
Medida exterior de Lebesgue

A* :'P(]RN) — [0,00]

N(E) = inf{im([n): EC an} (ECRY)
n=1 n=1
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[e] (oo} [e]o]e]e) [e]e]e} @000 o

Definicién de la Medida de Lebesgue en RY

Intervalos acotados

N N
=111 mo=]] (supI(k) —ian(k)>
k=1 k=1

Medida exterior de Lebesgue

A* :'P(]RN) — [0,00]

N(E) = inf{im([n): EC DIn} (ECRY)
n=1 n=1

Medida de Lebesgue
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[e] (oo} [e]o]e]e) [e]e]e} @000 o

Definicién de la Medida de Lebesgue en RV

Intervalos acotados

N N
=111 mo=]] (supI(k) —ian(k))
k=1 k=1

Medida exterior de Lebesgue

A* :'P(RN) — [0,00]

N(E) = inf{im([n): EC DIn} (ECRY)
n=1 n=1

Medida de Lebesgue

o Conjuntos medibles-Lebesgue:

M:{EQ]RN C A (A) = A (ANE) + X (A\ E) VAEP(RN)}
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Definicién de la Medida de Lebesgue en RV

ntervalos acotados

N N
=111 mo=]] (supI(k) —ian(k))
k=1 k=1

Medida exterior de Lebesgue

A* :'P(RN) — [0,00]

N(E) = inf{im([n): EC D In} (ECRY)
n=1 n=1

Medida de Lebesgue

o Conjuntos medibles-Lebesgue:

M:{EQ]RN C A (A) = A (ANE) + X (A\ E) VAGP(RN)}

@ Medida de Lebesgue: A = \*| \q
A M= [0,00], ME)=A\(E) VEeM
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades

@ M es una o-algebra y A\ : M — [0,00] es una medida
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades

@ M es una o-algebra y A\ : M — [0,00] es una medida
e BC MSPRY)
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades

@ M es una o-algebra y A\ : M — [0,00] es una medida
e BEMSPRY)
o ECRN M(E)=0 = EeM
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o] [e]e] 0000 000 0e00 o]

Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades

@ M es una o-algebra y A\ : M — [0,00] es una medida
e BEMSPRY)
o ECRN M(E)=0 = EeM

o )| (medida de Borel-Lebesgue) es la tinica medida de Borel en R que
extiende a m




Espacios de Medida Espacios medibles [0, oo] Medidas Lebesgue Primer Teorema
[e] (oo} [e]o]e]e) [e]e]e} 0e00 [e]

Propiedades de la Medida de Lebesgue (1)

Primeras propiedades

@ M es una o-algebra y A\ : M — [0,00] es una medida

e BEMSPRY)

o ECRN M(E)=0 = EeM

o )| (medida de Borel-Lebesgue) es la tinica medida de Borel en R que
extiende a m

@ También X es la Ginica medida definida en M que extiende a m
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia

X“(E):inf{)\(G):EgG:GOQRN} (ECRY)
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
N (E) = inf{)\(G) .ECG=0° QRN} (ECRY)

Equivalen:
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
N (E) = inf{)\(G) .ECG=0° QRN} (ECRY)

Equivalen:
e Fe M
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
N (E) = inf{)\(G) .ECG=0° QRN} (ECRY)

Equivalen:
e Fe M
oVe>03G : ECG=G°CRY, \*(G\E)<e
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
N (E) = inf{)\(G) .ECG=0° QRN} (ECRY)

Equivalen:

e Fe M

oVe>03G : ECG=G°CRY, \*(G\E)<e
oVe>03F : F=FCE, X(E\F)<e¢
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
N (E) = inf{)\(G) .ECG=0° QRN} (ECRY)

Equivalen:
e Fe M
oVe>03G : ECG=G°CRY, \*(G\E)<e
oVe>03F : F=FCE, X(E\F)<e¢
e E C B, conjunto de tipo G5 con A(B\ E) =0
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
N (E) = inf{)\(G) .ECG=0° QRN} (ECRY)

Equivalen:
e FeM
oVe>03G : ECG=G°CRY, \*(G\E)<e
oVe>03F : F=FCE, X(E\F)<e¢
e E C B, conjunto de tipo G5 con A(B\ E) =0
e E D A, conjunto de tipo Fy con A(E\ A) =0
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (2)

Medida de Lebesgue y Topologia
N (E) = inf{)\(G) .ECG=0° QRN} (ECRY)

Equivalen:

e FeM

oVe>03G : ECG=G°CRY, \*(G\E)<e

oVe>03F : F=FCE, X(E\F)<e¢

e E C B, conjunto de tipo G5 con A(B\ E) =0

e E D A, conjunto de tipo Fy con A(E\ A) =0

EeM = XZE)=inf{\G) : G abierto, G D E}
= sup {\(K) : K compacto, K C E}
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (3)

Medida de Lebesgue y Geometria
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (3)

Medida de Lebesgue y Geometria

@ La medida exterior de Lebesgue es invariante por traslaciones:
M (E+z)=X(E) (ECRY zeRY)
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (3)

Medida de Lebesgue y Geometria

@ La medida exterior de Lebesgue es invariante por traslaciones:
M (E+z)=X(E) (ECRY zeRY)

@ La medida de Lebesgue es invariante por traslaciones:
EeM & E+xeM, en cuyo caso, \(E+xz) = \(E)
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Propiedades de la Medida de Lebesgue (3)

Medida de Lebesgue y Geometria

@ La medida exterior de Lebesgue es invariante por traslaciones:
M (E+z)=X(E) (ECRY zeRY)

@ La medida de Lebesgue es invariante por traslaciones:
EeM & E+xeM, en cuyo caso, \(E+xz) = \(E)

@ Salvo un factor de proporcionalidad, la medida de Borel-Lebesgue es la
Gnica medida de Borel en RY, finita en compactos e invariante por
traslaciones.
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Propiedades de la integral (1)

Primeras propiedades

o f:0Q—[0,00] medible = /fduz/fxEdu (BEeA)
E Q
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Propiedades de la integral (1)

Primeras propiedades

o f:0Q—[0,00] medible = /fduz/fxEdu (BEeA)
E Q

o f:0Q—[0,00] medible,a € [0,00] = /ozfdp:oz/fd,u
Q Q
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Propiedades de la integral (1)

Primeras propiedades

o f:0Q—[0,00] medible = /fduz/fxEdu (BEeA)
E Q

o f:0Q—[0,00] medible,a € [0,00] = /ozfdp:oz/fd,u
Q Q

e f,9:Q—[0,00] medibles, f < g = /fdué/gdu
Q Q
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Propiedades de la integral (1)

Primeras propiedades

o f:0Q—[0,00] medible = /fduz/fxEdu (BEeA)
e f:Q — [0,00] medible,a € [0,00] = /ozfdp—a/fd,u

e f,9:Q—[0,00] medibles, f < g = /fdu /gdu
Q

Teorema de la convergencia monétona

Sea {fn} una sucesién creciente de funciones medibles positivas en Q y sea
f(z) = lim fn(z) Va € Q. Entonces:
n—oo

/fdu: lim fndu
Q n—oo Q

A,
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

A(ifn) d/A:i/andu
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

A(ifn) d/A:i/andu

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

A(ifn) d/A:i/andu

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:

p: A= [0,00], sO(E)=/Efdu (B e A)
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

L(ifn) du=§:1/ﬂfndu

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:
o+ A= [0,00], so(E)=/fdu (B e A)
E

© es una medida y, para g : 2 — [0,00] medible:
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

L(ifn) du=§:1/ﬂfndu

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:
o+ A= [0,00], so(E)=/fdu (B e A)

© es una medida y, para g : 2 — [0,00] medible:

/gdso—/ fdp
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

L(ifn) du—i/ﬂfndu

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:
o+ A= [0,00], so(E):/fdu (B e A)

© es una medida y, para g : 2 — [0,00] medible:

/gdso—/ fdp

o Lema de Fatou: {fn} sucesién de funciones medibles positivas en €:
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Propiedades de la integral (2)

Principales consecuencias del TCM

o {fn} sucesién de funciones medibles positivas en Q:

L(ifn) du—i/ﬂfndu

o f:Q — [0,00] medible. Integral indefinida:
o+ A= [0,00], so(E):/fdu (B e A)

© es una medida y, para g : 2 — [0,00] medible:

/mw—/ fdp

o Lema de Fatou: {fn} sucesién de funciones medibles positivas en €:

/Ummh hmﬁ/h@
Q n—r oo
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Valores extremos de la integral

f:Q —[0,00] medible:
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Propiedades de la integral (3)

Valores extremos de la integral

f:Q —[0,00] medible:

/Qfd,u:O & u({er:f(m)>0}):0 (f=0c.p.d.)
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Propiedades de la integral (3)

Valores extremos de la integral

f:Q —[0,00] medible:

/Qfd,u:O & u({er:f(m)>0}):0 (f=0c.p.d.)

/Qfd,u<oo = ,u({mEQ:f(x)zoo}):O (f<oocpd)
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Propiedades de la integral (3)

Valores extremos de la integral

f:Q —[0,00] medible:

/Qfd,u:O & u({er:f(m)>0}):0 (f=0c.p.d.)

/Qfd,u<oo = ,u({meQ:f(x)zoo}):O (f<oocpd)

<

Desigualdades de Holder y Minkowski

fy9:9 — [0,00] medibles, 1 < p < oo, %—i—z%:l:
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Propiedades de la integral (3)

Valores extremos de la integral

f:Q —[0,00] medible:

/Qfd,u:O & u({er:f(m)>0}):0 (f=0c.p.d.)

/Qfd,u<oo = ,u({meQ:f(x)zoo}):O (f<oocpd)

<

Desigualdades de Holder y Minkowski

f,9:Q —[0,00] medibles, 1 < p < co, & + =1l

/fgdu< (/ fpdu)l/p </Q B dﬂ>1/p*
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Propiedades de la integral (3)

Valores extremos de la integral

f:Q —[0,00] medible:

/Qfd,u:O & u({er:f(m)>0}):0 (f=0c.p.d.)

/Qfd,u<oo = p({méQ:f(x):oo}):O (f<oocpd)

<

Desigualdades de Holder y Minkowski

fy9:9 — [0,00] medibles, 1 < p < oo, %—i—z%:l:

1/p . 1/p*
/fgdu<</f”du> (/g" du)
Q Q Q
1/p 1/p 1/p
(/(Hg)pdu) < (/ f‘"du> -+ (/ g‘”du)
Q Q Q
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© Funciones medibles

© Espacios L,

© Funciones integrables
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Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
e0 0000000 000

K=RoC, (Q,A4,u) espacio de medida



Funciones medibles Espacios Lp Funciones integrables
o0 0000000 [e]e]e}

K=RoC, (2,A,u) espacio de medida

Espacio de las funciones medibles

Lo(p) = {f €K : f medible}  (Lo(1,R) 0 Lo(p,C))




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
e0 0000000 000

K=RoC, (Q,A4,u) espacio de medida

Lo(u) = {f €K : f medible}  (Lo(u,R) 0 Lo(,C))

v

Dos observaciones




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
e0 0000000 000

K=RoC, (Q,A4,u) espacio de medida

Lo(w) = {f €K? : f medible}  (Lo(u,R) o Lo(u,C))

v

Dos observaciones

@ Una funcién continua de una funcién medible es medible




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
e0 0000000 000

K=RoC, (Q,A4,u) espacio de medida

Lo(w) = {f €K? : f medible}  (Lo(u,R) o Lo(u,C))

v

Dos observaciones

@ Una funcién continua de una funcién medible es medible
o f:Q—-R?  f(z)= (u(x),v(zx)) Y e Q. Entonces:




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
e0 0000000 000

K=RoC, (Q,A4,u) espacio de medida

Lo(w) = {f €K? : f medible}  (Lo(u,R) o Lo(u,C))

v

Dos observaciones

@ Una funcién continua de una funcién medible es medible
o f:Q—-R?  f(z)= (u(x),v(zx)) Y e Q. Entonces:

f medible <= wu,v medibles
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Propiedades de las funciones medibles




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oe 0000000 000

Propiedades de las funciones medibles

o f:2—C es medible <= Ref,Imf medibles.




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oe 0000000 000

Propiedades de las funciones medibles

o f:2—C es medible <= Ref,Imf medibles.
o f,geLo(p) = f+g,fg € Lo(n) (dlgebra sobre K)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oe 0000000 000

Propiedades de las funciones medibles

o f:2—C es medible <= Ref,Imf medibles.
o f,geLo(p) = f+g,fg € Lo(n) (dlgebra sobre K)
o feLo(n), pERT = |f|P medible positiva




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oe 0000000 000

Propiedades de las funciones medibles

o f:2—C es medible <= Ref,Imf medibles.

o f.9€Lo(n) = f+g,fg € Lo(u) (slgebra sobre K)
o feLo(n), pERT = |f|P medible positiva

o f€Lo(w,R) = fT,f" medibles positivas
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oe 0000000 000

Propiedades de las funciones medibles

o f:2—C es medible <= Ref,Imf medibles.

o f.9€Lo(l) = f+g,fg € Lo(u) (dlgebra sobre K)
o feLo(n), pERT = |f|P medible positiva

o f€Lo(w,R) = fT,f" medibles positivas

o feLlo(p) = TaeLlo(p):

la(z)] =1, f(z) = a(@)|f(z)] (z€Q)
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oe 0000000 000

Propiedades de las funciones medibles

o f:2—C es medible <= Ref,Imf medibles.

o f.9€Lo(l) = f+g,fg € Lo(u) (dlgebra sobre K)
o feLo(n), pERT = |f|P medible positiva

o f€Lo(w,R) = fT,f" medibles positivas

o feLlo(p) = TaeLlo(p):

la(@)| =1, f(z) = a(z)[f(z)] (z€Q)
o {fn} S Lo(w), {fn(x)} = fz) VZeQ = f€Lo(n)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo @000000 [ele]e]

(Q,.A, 1) espacio de medida, p € [0, c0]:




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo @000000 [ele]e]

(Q,.A, 1) espacio de medida, p € [0, c0]:

p=0 Funciones medibles:

Lo(u) = {f €K% : f medible}




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo @000000 [ele]e]

Espacios Ly

(Q,.A, 1) espacio de medida, p € [0, c0]:
p=0 Funciones medibles:

Lo(u) = {f €K% : f medible}

0 <p < oo Funciones p-integrables:

L) = {F € Lolu) /Q [P du < oo}




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo @000000 [ele]e]

Espacios Ly

(Q,.A, 1) espacio de medida, p € [0, c0]:

p=0 Funciones medibles:

Lo(p) ={f¢€ K. f medible}

0 <p < oo Funciones p-integrables:

L) = {F € Lolu) /Q [P du < oo}

p=o00 Funciones esencialmente acotadas:




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo @000000 [ele]e]

Espacios Ly

(Q,.A, 1) espacio de medida, p € [0, c0]:
p=0 Funciones medibles:

Lo(p) ={f¢€ K. f medible}

0 <p < oo Funciones p-integrables:

L) = {F € Lolu) /Q [P du < oo}

p=o00 Funciones esencialmente acotadas:

f € Lo(u), esssup|f|=min{M €[0,00] : |f| <M c.p.d.}




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo @000000 [ele]e]

(Q,.A, 1) espacio de medida, p € [0, c0]:

p=0 Funciones medibles:

Lo(p) ={f¢€ K. f medible}

0 <p < oo Funciones p-integrables:
Lol =7 € o)+ [ 11 <o)
Q

p=o00 Funciones esencialmente acotadas:

f € Lo(u), esssup|f|=min{M €[0,00] : |f| <M c.p.d.}

Loo(n) ={f € Lo(u) : ess sup|f| < oo}




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0O@00000 [ele]e]

Caso 1<p<




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0O@00000 [ele]e]

1/p
)= ( /ﬂ |f|”du) (f € Lp(u))




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0O@00000 [ele]e]

1/p
)= ( / |f|”du) (f € Lp(u))
Q

Lp(p) espacio vectorial sobre K, v}, seminorma en Ly (u)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0O@00000 [ele]e]

1/p
)= ( / |f|pdu) (f € Lp(u))
Q

Lp(p) espacio vectorial sobre K, v}, seminorma en Ly (u)

vp(f)=0 <= feN(u):={feLo(n):f=0cpd}CLp(n)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0O@00000 [ele]e]

1/p
)= ( / |f|pdu) (f € Lp(u))
Q

Lp(p) espacio vectorial sobre K, v}, seminorma en Ly (u)

vp(f)=0 <= feN(u):={feLo(n):f=0cpd}CLp(n)

1/p
Lp(p) = Lp(u)/N(w), I fllp = (/Qlf|pdﬂ) (f € Lp(w))




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0O@00000 [ele]e]

1/p
)= ( / |f|pdu) (f € Lp(u))
Q

Lp(p) espacio vectorial sobre K, v}, seminorma en Ly (u)

vp(f)=0 <= feN(u):={feLo(n):f=0cpd}CLp(n)

1/p
Lp(p) = Lp(u)/N(w), I fllp = (/Qlf|pdﬂ) (f € Lp(w))

Ly () espacio normado
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Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 00@0000 [ele]e]

Voo(f) =esssup|f| (f € Loo(p))




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 00@0000 [ele]e]

Voo (f) =esssup|f| (f € Loo(n))

Loo (1) espacio vectorial sobre K, voo seminorma en Loo (i)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 00@0000 [ele]e]

Voo(f) =esssup|f| (f € Loo(n))

Loo (1) espacio vectorial sobre K, voo seminorma en Loo (i)

Loo(p) = Loo(1) /N (1), || flloc = esssup|f|  (f € Loo(p))




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 00@0000 [ele]e]

Voo(f) =esssup|f| (f € Loo(n))

Loo (1) espacio vectorial sobre K, voo seminorma en Loo (i)

Loo(p) = Loo(1) /N (1), || flloc = esssup|f|  (f € Loo(p))

Loo (1) espacio normado
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Caso0<p<1
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oo 000@000 [ele]e]

Caso0<p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+bP<a’+0b"
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oo 000@000 [ele]e]

Caso0<p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+bP<a’+0b"

Ly (1) espacio vectorial sobre K
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oo 000@000 [ele]e]

Caso0<p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+bP<a’+0b"

Ly (1) espacio vectorial sobre K

vplf) = /Q e (F € Lolu)

vp es una pseudonorma en Ly (1)
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oo 000@000 [ele]e]

Caso0<p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+bP<a’+0b"

Ly (1) espacio vectorial sobre K

vplf) = /Q e (F € Lolu)

vp es una pseudonorma en Ly (1)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 000@000 [ele]e]

Caso0<p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+bP<a’+0b"

Ly (1) espacio vectorial sobre K

vplf) = /Q e (F € Lolu)

vp es una pseudonorma en Ly (1)

Lp(u) = Lp(p) /N (1), fﬂp=/9|f|pdu (f € Lp(w))
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oo 000@000 [ele]e]

Caso0<p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+bP<a’+0b"

Ly (1) espacio vectorial sobre K

vplf) = /Q e (F € Lolu)

vp es una pseudonorma en Ly (1)

Lp(p) = Lp() /N (1), fﬂp=/9|f|pdu (f € Lp(w))

dp(f,9) = [F —glp = /ﬂ F—gPdu (g€ Lp(u)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 000@000 [ele]e]

Caso0<p<1

a,b>0,0<p<1l = (a+bP<a’+0b"

Ly (1) espacio vectorial sobre K

vplf) = /Q e (F € Lolu)

vp es una pseudonorma en Ly (1)

Lp(p) = Lp(p) /N (1), fﬂp=/9|f|pdu (f € Lp(w))

dp(f,9) = [F —glp = /ﬂ F—gPdu (g€ Lp(u)

Lp(p) espacio métrico
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oo 0000e00 [ele]e]

1(2) < o0
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oo 0000e00 [ele]e]

1(2) < o0

)= [ filigdn (€ Lotu)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0000e00 [ele]e]

1(2) < o0

)= [ filigdn (€ Lotu)

Vo es una pseudonorma en Lo (/)




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
oo 0000e00 [ele]e]

1(2) < o0

)= [ filigdn (€ Lotu)

Vo es una pseudonorma en Lo (/)

Lo(p) = Lo(u)/N (k) [flo=vo(f) (f€ Lo(w))




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables

oo 0000800 [ele]e]

1(2) < o0

)= [ filigdn (€ Lotu)

Vo es una pseudonorma en Lo (/)

Lo(p) = Lo(u)/N (k) [flo=vo(f) (f€ Lo(w))

do(f,9)=T1f—glo (f.g€ Lo(n))




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables

oo 0000800 [ele]e]

1(2) < o0

1+|f]

Vo es una pseudonorma en Lo (/)

Lo(p) = Lo(u)/N (k) [flo=vo(f) (f€ Lo(w))

vo(f) = /Q L0 (1 e cotw)

do(f,9)=T1f—glo (f.g€ Lo(n))

Lo() espacio métrico




Funciones medibles Espacios Lp Funciones integrables
(e]e] 000000 [e]e]e}

Primeras propiedades de los espacios L, (u) (0 <p <




Funciones medibles Espacios Ly Funciones integrables
0o 0000000 felele}

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

o feLp(n) = |fl€Lp(n)




Funciones medibles Espacios Ly Funciones integrables
0o 0000000 felele}

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

o feLp(n) = |fl€Lp(n)
o feLo(u), Ifl€Lp(n) = fe&Lp(p)




Funciones medibles Espacios Ly Funciones integrables
0o 0000000 felele}

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

o felp(p) = |fl€Lp(p)
o feLo(u), |fl€Lpp) = feLlp(p)
@ Reduccién al caso real: Ly(p,C) = Lp(p,R) & i Lp(p,R)

o Ly(p,R) reticulo vectorial:




Funciones medibles Espacios Ly Funciones integrables
0o 0000000 felele}

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

o felp(p) = |fl€Lp(p)
o feLo(u), |fl€Lpp) = feLlp(p)
@ Reduccién al caso real: Ly(p,C) = Lp(p,R) & i Lp(p,R)

o Ly(p,R) reticulo vectorial:

f<g = p({zeQ:fx)>g(x)})=0 (f<g cpd)




Funciones medibles Espacios Lp
(e]e] 000000

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

Funciones integrables

[e]e]e}

o felp(p) = |fl€Lp(p)
o feLo(u), |fl€Lpp) = feLlp(p)
@ Reduccién al caso real: Ly(p,C) = Lp(p,R) & i Lp(p,R)

o Ly(p,R) reticulo vectorial:

f<g = p({zeQ:fx)>g(x)})=0 (f<g cpd)

f,9€Lp(p) = fVg,fAg€Lp(p)




Funciones medibles Espacios Lp
(e]e] 000000

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

Funciones integrables

[e]e]e}

o felp(p) = |fl€Lp(p)
o feLo(u), |fl€Lpp) = feLlp(p)
@ Reduccién al caso real: Ly(p,C) = Lp(p,R) & i Lp(p,R)

o Ly(p,R) reticulo vectorial:

f<g = p({zeQ:fx)>g(x)})=0 (f<g cpd)

f,9€Lp(p) = fVg,fAg€Lp(p)

fVo=g(f+gtif-a), frg=3(f+g=If—g)




Funciones medibles Espacios Ly Funciones integrables
0o 0000000 felele}

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

o felp(p) = |fl€Lp(p)
o feLo(u), |fl€Lpp) = feLlp(p)
@ Reduccién al caso real: Ly(p,C) = Lp(p,R) & i Lp(p,R)

o Ly(p,R) reticulo vectorial:

f<g = p({zeQ:fx)>g(x)})=0 (f<g cpd)

f9€lp(p) = fVg,fAg€Lpp)
fVo=g(f+gtif-a), frg=3(f+g=If—g)

[fVgl(z) = méx{f(z),9(z)}, [fAgl(x)=min{f(z) g(z)} cp.d




Funciones integrables

Espacios Lp
[e]e]e}

000000

Funciones medibles

(e]e]

Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

o feLp(n) = |fl€Lp(n)

o feLo(u), |fl€Lpp) = feLlp(p)
@ Reduccién al caso real: Ly(p,C) = Lp(p,R) & i Lp(p,R)

o Ly(p,R) reticulo vectorial:
f<g = p({zeQ:fx)>g(x)})=0 (f<g cpd)

f,9€Lp(p) = fVg,fAg€Lp(p)

fvg= %(f+g+|f—g|), fAg= %(f+g—|f—gl)
[fVgl(z) =méx{f(x),g(x)}, [fAgl(x)=min{f(z) g(z)} cp.d.

feLp(wR) = f1,f" €Ly(n)
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Primeras propiedades de los espacios L,(x) (0 < p < 00)

o feLlp(n) = |fl€Lpp)
o feLo(u), |fl€Lpp) = feLlp(p)
@ Reduccién al caso real: Ly(p,C) = Lp(p,R) & i Lp(p,R)

o Ly(p,R) reticulo vectorial:

f<g = p({zeQ:fx)>g(x)})=0 (f<g cpd)

fra9€Lp(p) = fVg, fAg€Lp(p)
ng:%(f+9+|f*9|)y f/\g:%(ergflf*gl)
[fVgl(z) = méx{f(z),9(2)}, [fAgl(z)=min{f(z) g(z)} cp.d
feLp(wR) = f, [ €Lp(p)

Fr=fvo; fT==(fA0); fF=fT—f7; fl=FF+1f"
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q

® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q
® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0
e () < oco:
{fa} = fenLo(p) < lim p({z €Q:[fa—f|>c}) =0 ¥e>0
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q
® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0
° () < oo:
{fn}— fen Lo(p) <= nli}rréou({xeﬁﬂfn—ﬂ}s}) =0 Ve>0

\

Implicaciones (p finita)
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q
® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0
° () < oo:
{fn}— fen Lo(p) <= nli}rréou({xeﬁﬂfn—ﬂ}s}) =0 Ve>0

\

Implicaciones (p finita)
o {fn} = f enLp(p) = {fu}—=f en Lo(n)
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q
® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0
° () < oo:
{fn}— fen Lo(p) <= nli}rréou({xeﬁﬂfn—ﬂ}s}) =0 Ve>0

\

Implicaciones (p finita)

o {fu}—f enLp(p) = {fn}—f en Lo(n)
o {fu} > fepd = {fal—f en Lo(u)
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q
® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0
° () < oo:
{fn}— fen Lo(p) <= nli}rréou({xeﬁﬂfn—ﬂ}s}) =0 Ve>0

4

Implicaciones (p finita)

o {fu}—f enLp(p) = {fn}—f en Lo(n)
o {ful = fepd = {fal—f en Lo(u)
o {fn}—=f enLo(p) = {fom)}—f cpd
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q

® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0

e () < oco:
{fa} = fenLo(p) < lim p({z €Q:[fa—f|>c}) =0 ¥e>0

4

Implicaciones (p finita)

o {fu}—f enLp(p) = {fn}—f en Lo(n)
o {fu} > fepd = {fal—f en Lo(u)

C {fn}*)f €n LO(:U’) = {fa(n)}‘)f c.p.d.

Teorema de Riesz-Fisher

\ | \
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q

® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0

e () < oco:
{fa} = fenLo(p) < lim p({z €Q:[fa—f|>c}) =0 ¥e>0

4

Implicaciones (p finita)

o {fu}—f enLp(p) = {fn}—f en Lo(n)
o {fu} > fepd = {fal—f en Lo(u)

C {fn}*)f €n LO(:U’) = {fa(n)}‘)f c.p.d.

| A

Teorema de Riesz-Fisher

@ Ly (p) es un espacio de Banach (1 <p < o0)

A\
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Convergencia en L (u)

0o 0<p<oo: {fn}—fenLp(p) {/|fn—f|pd,u}—>0
Q
® {fn}— fen Loo(p) <= {fn} — f uniformemente en Q\ E con
mw(E)=0
° () < oo:
{fn}— fen Lo(p) <= nlirréou({xeﬁ:|fn—f|>s}) =0 Ve>0

A\

Implicaciones (p finita)

o {fu}—f enLp(p) = {fn}—f en Lo(n)
o {fu} > fepd = {fal—f en Lo(u)

C {fn}*)f €n LO(:U’) = {fa(n)}‘)f c.p.d.

| A\

Teorema de Riesz-Fisher

@ Ly (p) es un espacio de Banach (1 <p < o0)

@ Ly (p) es un espacio métrico completo (0 < p < 1)

A\
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Para f € Ly(u):
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Integral

Para f € Ly(u):

/Qfdu - /Q(Ref)eru—/Q(Ref)_dqui/Q(Imf)eru—i/Q(Imf)_du
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Integral

Para f € Ly(u):

/Qfdu - /Q(Ref)eru—/Q(Ref)_dqui/Q(Imf)”Ldu—i/Q(Imf)_du

/fdu=/fXEdu (E€A)
E Q
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Integral

Para f € Ly(u):

/Qfdu - /Qmef)*du—/Q(Ref)‘duw/Qamfﬁdu—i/gamf)—du

/fdu=/fXEdu (E€A)
E Q

Bastaria con tener / [fldp < oo
E




Funciones medibles Espacios Ly, Funciones integrables
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Para f € Li(p):

/Qfdu = /Q(Refﬁdu—/Q(Ref)*dmi/g(lmfﬁdu—i/g(lmf)*du

/fdu=/fxEdu (E€A)
E Q

Bastaria con tener / |fldp < oo
E

v

Propiedades

I Ly(y) =K, I(f)=/ﬂfdu (f € La(u)
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[o]e] 0000000 @00

Para f € Li(p):

/Qfdu = /Q(Refﬁdu—/Q(Ref)*dmi/g(lmfﬁdu—i/g(lmf)*du

/fdu=/fxEdu (E€A)
E Q

Bastaria con tener / |fldp < oo
E

v

I: Ly =K, I(f)=/fdu (f € L)
Q

@ Lineal
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Para f € Li(p):

/Qfdu = /Q(Refﬁdu—/Q(Ref)*dmi/g(lmfﬁdu—i/g(lmf)*du

/fdu=/fxEdu (E€A)
E Q

Bastaria con tener / |fldp < oo
E

v

I: Ly =K, I(f)=/fdu (f € L)
Q

@ Lineal

e Continuo:

II(f)Iz‘/fdu </ =1l
Q Q
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Para f € Li(p):

/Qfdu = /Q(Refﬁdu—/Q(Ref)*dmi/g(lmfﬁdu—i/g(lmf)*du

/fdu=/f><Edu (E€A)
E Q

Bastaria con tener / |fldp < oo
E

v

I Ly(y) =K, 1(f)=/fdu (f € L ()
Q

@ Lineal

e Continuo:

If(f)l—‘/fdu </ =1l
Q Q

FeL(wR), f>0 — /fdu>0
[9)

o Positivo:
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Teorema de la convergencia dominada




Funciones medibles Espacios Lp Funciones integrables
(e]e] 0000000 oeo

Teorema de la convergencia dominada

Sea {fn} una sucesién de funciones medibles de © en K que converge
puntualmente a una funcién f.
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Teorema de la convergencia dominada

Sea {fn} una sucesién de funciones medibles de © en K que converge
puntualmente a una funcién f. Supongamos que existe g € £ (p) tal que:

|fn(x)| <g(z) Ve €Q, VneN
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Teorema de la convergencia dominada

Sea {fn} una sucesién de funciones medibles de © en K que converge
puntualmente a una funcién f. Supongamos que existe g € £1(p) tal que:

|fn(x)| <g(z) Ve €Q, VneN

{ [19n=n1auf o

Entonces, se verifica que:
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Teorema de la convergencia dominada

Sea {fn} una sucesién de funciones medibles de © en K que converge
puntualmente a una funcién f. Supongamos que existe g € £1(p) tal que:

|fn(x)| <g(z) Ve €Q, VneN

{ [19n=n1auf o

En particular, f € L£1(u)y

(o} Lo

Entonces, se verifica que:
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Teorema de la convergencia dominada

Sea {fn} una sucesién de funciones medibles de © en K que converge
puntualmente a una funcién f. Supongamos que existe g € £1(p) tal que:

|fn(x)| <g(z) Ve €Q, VneN

{ [19n=n1auf o

En particular, f € L£1(u)y

(o} Lo

Si hubiéramos supuesto que g € Lp(), con 0 < p < 0o, hubiéramos obtenido:

{/ |fn—fpdu}—>0
Q

Entonces, se verifica que:

y en particular f € Lp(p).
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Corolario muy util
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(p) :=Lin{xg: E € A, u(E) <oo} C Lp(k) (0<p<o0)
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(p) :=Lin{xg: E € A, u(E) <oo} C Lp(k) (0<p<o0)

@ Para 0 < p < oo, S(u) es denso en Lp(u)
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(p) :=Lin{xg: E € A, u(E) <oo} C Lp(k) (0<p<o0)

@ Para 0 < p < oo, S(u) es denso en Lp(u)
ip=00?
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(pu):=Lin{xg: EF €A, u(E)<oco} CLy(n) (0<p<o0)

@ Para 0 < p < oo, S(u) es denso en Lp(u)
ip=oa?
Funciones simples:
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(pu):=Lin{xg: EF €A, u(E)<oco} CLy(n) (0<p<o0)

@ Para 0 < p < oo, S(u) es denso en Lp(u)
ip=00?
Funciones simples: ~
S(p):=Lin{xg: F € A}
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Corolario muy util

Funciones simples integrables:

S(pu):=Lin{xg: EF €A, u(E)<oco} CLy(n) (0<p<o0)

@ Para 0 < p < oo, S(u) es denso en Lp(u)
ip=00?
Funciones simples: ~
S(p):=Lin{xg: F € A}

o S(u) es denso en Loo ()




Tema 4: Teorema de Fubini




© Producto de medidas
@ Producto de espacios medibles
@ Medida producto
@ Caso de R"

© Teorema de Fubini
@ Para funciones positivas
@ Aplicaciones
@ Para funciones integrables
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Producto de o-algebras

o-algebra producto

(X, A), (Y,B) espacios medibles




Producto de medidas Teorema de Fubini
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Producto de o-algebras

o-algebra producto

(X, A), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: AxB={AxB:A€c A, B¢c B}




Producto de medidas Teorema de Fubini
@00000

000000
Producto de o-algebras

o-algebra producto

(X, A), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: AxB={AxB:A€c A, B¢c B}
o-algebra producto: A®B = o-élgebra engendrada por Ax B
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Producto de o-algebras

(X,A), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: AxB={AxB:Ac A, B¢c B}
o-algebra producto: A®B = o-algebra engendrada por Ax B

Ejemplos

\ | »
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®00000 000000

Producto de o-algebras

(X,A), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: AxB={AxB:Ac A, B¢c B}
o-algebra producto: A®B = o-algebra engendrada por A x B

Ejemplos

o B, o-algebra de Borel de R™: B, ® By = Bk

| A\
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Producto de o-algebras

(X,A), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: AxB={AxB:Ac A, B¢c B}
o-algebra producto: A®B = o-algebra engendrada por A x B

Ejemplos
o B, o-algebra de Borel de R™: B, ® By = Bk
e M, o-algebra de Lebesgue en R™: M, ® M, ; Motk

| A\
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Producto de o-algebras

(X,A), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: AxB={AxB:Ac A, B¢c B}
o-algebra producto: A®B = o-algebra engendrada por A x B

| A\

Ejemplos
o B, o-algebra de Borel de R™: B, ® By = Bk
® My o-dlgebra de Lebesgue en R™: Mp @ M, G M, 44,
o X numerable — P(X)QP(Y)=P(X xY)
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Producto de o-algebras

(X,A), (Y,B) espacios medibles
Rectangulos medibles: AxB={AxB:Ac A, B¢c B}
o-algebra producto: A®B = o-algebra engendrada por A x B

| A\

Ejemplos
o B, o-algebra de Borel de R™: B, ® By = Bk
® My o-dlgebra de Lebesgue en R™: Mp @ M, G M, 44,
o X numerable — P(X)QP(Y)=P(X xY)
o P(X)®P(X)=P(XxX) = cardX <cardR
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Propiedades de la o-algebra producto

Secciones de conjuntos y de funciones
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Propiedades de la o-algebra producto

Secciones de conjuntos y de funciones

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XXxY —=Z
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Propiedades de la o-algebra producto

Secciones de conjuntos y de funciones

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XXxY —=Z
@ Seccionde Eporunz e X: Ey={yeY:(z,y) € E}
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Propiedades de la o-algebra producto

Secciones de conjuntos y de funciones

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XXxY —=Z

@ Seccionde Eporunz e X: Ey={yeY:(z,y) € E}
@ Seccién de Eporuny€Y: EY={zeX:(z,y) €L}
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Propiedades de la o-algebra producto

Secciones de conjuntos y de funciones

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XXxY —=Z
@ Seccionde Eporunz e X: Ey={yeY:(z,y) € E}
@ Seccién de Eporuny€Y: EY={zeX:(z,y) €L}
@ Secciénde fporunz € X: fo:Y = Z, fz(y)=f(z,y) (y€Y)




Teorema de Fubini

Producto de medidas
000000

0e0000

Propiedades de la o-algebra producto

Secciones de conjuntos y de funciones

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XXxY —=Z
Er={yeY:(z,y) € E}
EY={z€X:(z,y) € E}

fo:Y =2, faly)=f(zy) (YeY)
X2z, fY@)=f(zy) (z€X)

@ Seccién de F porun z € X :
@ Seccién de E poruny €Y :
@ Seccién de f por un z € X:
@ Seccién de f poruny€Y:
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Producto de medidas
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(o] lejelele}

Propiedades de la o-algebra producto

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XxY —>Z
@ Seccionde Eporunz € X: Er={yeY :(z,y) € E}
@ Seccibnde EporunyeY: EY={zreX:(z,y)€FE}
@ Secciénde fporunz e X: fo:Y = Z, fz(y)=f(z,y) (ye€Y)
@ Secciénde fporunyeY: fY:X—Z, fYx)=f(z,y) (z€X)

Propiedades de la o-algebra producto
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Propiedades de la o-algebra producto

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XxY —>Z

Seccion de E porunz € X: Er={y€Y :(z,y) € E}
Seccion de E poruny €Y : EY={ze X:(z,y) € E}
Seccién de f porunz € X: fo:Y > Z, fz(y)=f(z,y) (y€Y)
Seccion de f porunyeY: fY:X—Z, fY(x)=f(z,y) (xeX) )

Propiedades de la o-algebra producto

(X,A), (Y,B), (Z,C) espacios medibles
(X XY, A®B) espacio medible producto
ECXXY, f: XxY—>Z
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Propiedades de la o-algebra producto

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XxY —>Z

Seccion de E porunz € X: Er={y€Y :(z,y) € E}
Seccion de E poruny €Y : EY={ze X:(z,y) € E}
Seccién de f porunz € X: fo:Y > Z, fz(y)=f(z,y) (y€Y)
Seccion de f porunyeY: fY:X—Z, fY(x)=f(z,y) (xeX) )

Propiedades de la o-algebra producto

(X,A), (Y,B), (Z,C) espacios medibles
(X XY, A®B) espacio medible producto
ECXXY, f: XxY—>Z

e FcA®B — EgeB VzeX, EYe A VyeY
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Propiedades de la o-algebra producto

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XxY —>Z

Seccion de E porunz € X: Er={y€Y :(z,y) € E}
Seccion de E poruny €Y : EY={ze X:(z,y) € E}
Seccién de f porunz € X: fo:Y > Z, fz(y)=f(z,y) (y€Y)
Seccion de f porunyeY: fY:X—Z, fY(x)=f(z,y) (xeX) )

Propiedades de la o-algebra producto

(X,A), (Y,B), (Z,C) espacios medibles
(X XY, A®B) espacio medible producto
ECXXY, f: XxY—>Z

e FcA®B — EgeB VzeX, EYe A VyeY

Las secciones de conjuntos medibles son medibles
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Producto de medidas
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(o] lejelele}

Propiedades de la o-algebra producto

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XxY —>Z

Seccion de E porunz € X: Er={y€Y :(z,y) € E}
Seccion de E poruny €Y : EY={ze X:(z,y) € E}
Seccién de f porunz € X: fo:Y > Z, fz(y)=f(z,y) (y€Y)
Seccion de f porunyeY: fY:X—Z, fY(x)=f(z,y) (xeX) )

Propiedades de la o-algebra producto

(X,A), (Y,B), (Z,C) espacios medibles
(X XY, A®B) espacio medible producto
ECXXY, f: XxY—>Z

e FcA®B — EgeB VzeX, EYe A VyeY
Las secciones de conjuntos medibles son medibles
o f medible =— f; medible Vz € X, fY medible VyeY
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Propiedades de la o-algebra producto

X,Y,Z conjuntos, EC X XY, f: XxY —>Z

Seccion de E porunz € X: Er={y€Y :(z,y) € E}
Seccion de E poruny €Y : EY={ze X:(z,y) € E}
Seccién de f porunz € X: fo:Y > Z, fz(y)=f(z,y) (y€Y)
Seccion de f porunyeY: fY:X—Z, fY(x)=f(z,y) (xeX) )

Propiedades de la o-algebra producto

(X,A), (Y,B), (Z,C) espacios medibles
(X XY, A®B) espacio medible producto
ECXXY, f: XxY—>Z

e FcA®B — EgeB VzeX, EYe A VyeY
Las secciones de conjuntos medibles son medibles
o f medible =— f; medible Vz € X, fY medible VyeY

Las funciones medibles son separadamente medibles
”
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(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida
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Existencia de medidas producto

(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida
Existen medidas ¢ : A® B — [0,00] verificando que
p(AxB)=pu(A)v(B) VAe A,VBeRB
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X=J ,An con Ap€A, u(An)<oo VneN
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Existencia y unicidad de la medida producto
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(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida
Existen medidas ¢ : A® B — [0,00] verificando que
p(AxB)=pu(A)v(B) VAe A,VBeRB

(X, A, 1) espacio de medida o-finita cuando:
X=J ,An con Ap€A, u(An)<oo VneN
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Existencia y unicidad de la medida producto

(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
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(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida
Existen medidas ¢ : A® B — [0,00] verificando que
p(AxB)=pu(A)v(B) VAe A,VBeRB

(X, A, 1) espacio de medida o-finita cuando:
X=J ,An con Ap€A, u(An)<oo VneN
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(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
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| A

A




Producto de medidas Teorema de Fubini
00@000 000000

Producto de medidas

Existencia de medidas producto

(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida
Existen medidas ¢ : A® B — [0,00] verificando que
p(AxB)=pu(A)v(B) VAe A,VBeRB

(X, A, 1) espacio de medida o-finita cuando:
X=J ,An con Ap€A, u(An)<oo VneN

Existencia y unicidad de la medida producto
(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida o-finita

Existe una tnica medida p®v: A®B — [0,00] verificando que
[u@V](Ax B)=u(A)v(B) VA€ A, VBeB

p®v medida producto, (X XY, A®B,u®v) espacio de medida producto
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Se dice también que la medida p es completa
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(92, A, 1) espacio de medida (no completo). Definimos:
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Se dice también que la medida p es completa
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Completacién de una medida

(92, A, 1) espacio de medida (no completo). Definimos:

A={AUN: Ac A, NCBeA, uB)=0}
(AUN) =pu(A) (AUN € A)

o A es una o-dlgebray AC A
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o El espacio de medida (£2,.4,7) es completo
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BeA, u(B)=0, NCB = NecA

Se dice también que la medida p es completa
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Completacién de una medida

(92, A, 1) espacio de medida (no completo). Definimos:

A={AUN: Ac A, NCBeA, uB)=0}
(AUN) =pu(A) (AUN € A)

o A es una o-dlgebray AC A

@ i esta bien definida, es una medida y extiende a p
o El espacio de medida (£2,.4,7) es completo

o Si (Q,.Z,ﬁ) es un espacio de medida completo,

ACA, il ,=p = ACA, ji|7=F

(2, A, i) es la completacién de (Q2,.A, 1), y Tz la completacién de la medida
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La medida producto no suele ser completa

(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida o-finita. Suponemos:
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My, o-algebra de los conjuntos medibles-Lebesgue en R™
An : My — [0,00] medida de Lebesgue en R™
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(R™, Mp, An) es la completacién del espacio de medida (R"™, Br, 8n).
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Relacién entre ambas medidas

My, o-algebra de los conjuntos medibles-Lebesgue en R™
An : My — [0,00] medida de Lebesgue en R™
By, o-algebra de Borel de R", B, C My,
B = )‘"’Bn’ medida de Borel-Lebesgue en R"

(R™, Mp, An) es la completacién del espacio de medida (R"™, Br, 8n).

La medida de Lebesgue es la completacién de la medida de Borel-Lebesgue
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La medida producto no suele ser completa

(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida o-finita. Suponemos:
e JAcecA: A#0D, u(A)=0
e3ECY:E¢B

Entonces la medida producto p® v no es completa
An ® A, no es completa

N,
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@ La medida de Borel-Lebesgue se comporta bien para productos:

Bn®Br =Bntr Y Bn®PBr = Btk

o Para la de Lebesgue se tiene:

Btk ; Mn @ My, ; Motk

o Ademads, A\, ) extiende a An ®\g, que asu vez extiende a [,

@ De hecho:
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@ La medida de Borel-Lebesgue se comporta bien para productos:

Bn®Br =Bntr Y Bn®PBr = Btk

o Para la de Lebesgue se tiene:

Btk ; Mn @ My, ; Motk

o Ademads, A\, ) extiende a An ®\g, que asu vez extiende a [,

@ De hecho:

R, M dngr) = R” xR M @ M, Ao @ Mr,)
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/ fd(u®l/)=/ ¢du=/wdv
XY X Y

Con notacién mas sugerente:

/ny e //f“’dy du(z //fxydu ) du(y)
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(X, A, 1), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X XY, A® B,p®v) espacio de medida producto

Célculo de la medida producto

Para E € A® B, definimos:
¢: X —[0,00], ¢(z)=v(Ez) Yz eEX
P:Y = [0,00], (y)=p(EY) VyeyY

Entonces ¢,1 son medibles y se tiene

[u®u1<E>:/X¢duzfywdu

Con notacién mas sugerente:

LeI(E) = /X D)) = /Y W(E) dv(y)




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 [ele] lelele]

La integral como medida

La integral como medida

(X,A, p) espacio de medida o-finita




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 [ele] lelele]

La integral como medida

La integral como medida

(X, A, ) espacio de medida o-finita
(R, B, 3) medida de Borel-Lebesgue
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000000 [ele] lelele]

La integral como medida

La integral como medida

(X, A, ) espacio de medida o-finita

(R, B, 3) medida de Borel-Lebesgue
Para f: X — [0,00[ , definimos

S(f)={(z,t) e X xR:0<t< f(z)}
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000000 [ele] lelele]

La integral como medida

La integral como medida

(X, A, ) espacio de medida o-finita

(R, B, 3) medida de Borel-Lebesgue
Para f: X — [0,00[ , definimos

S(f)={(z,t) e X xR:0<t< f(z)}

Entonces, f es medible si, y sélo si, S(f) € A® B, en cuyo caso,

/ Fap = [ue BI(S(F)
X




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 000@00

Teorema de Hobson-Tonelli

(X, A, ), (Y,B,v) espacios de medida o-finita



Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 000@00

Teorema de Hobson-Tonelli

(X, A, 1), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X XY, A® B,p®v) espacio de medida producto



Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 000@00

Teorema de Hobson-Tonelli

(X, A, 1), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X XY, A® B,p®v) espacio de medida producto

Teorema de Hobson-Tonelli

Para f: X XY — K medible, son equivalentes:
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000000 000@00

Teorema de Hobson-Tonelli

(X, A, 1), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X XY, A® B,p®v) espacio de medida producto

Teorema de Hobson-Tonelli

Para f: X XY — K medible, son equivalentes:
(1) feli(pev)
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000000 000@00

Teorema de Hobson-Tonelli

(X, A, 1), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X XY, A® B,p®v) espacio de medida producto

Teorema de Hobson-Tonelli

Para f: X XY — K medible, son equivalentes:
(1) feli(pev)

) /X /Y ) ) < s
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Teorema de Hobson-Tonelli

(X, A, 1), (Y,B,v) espacios de medida o-finita
(X XY, A® B,p®v) espacio de medida producto

Teorema de Hobson-Tonelli

Para f: X XY — K medible, son equivalentes:
(1) feli(pev)

Q)Llymmw@wm<w

Q)Lévmmwmww<w




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 0000e0

Teorema de Fubini para funciones integrables




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 0000e0

Teorema de Fubini para funciones integrables

Sean (X, A, pn), (Y,B,v) espacios de medida o-finitay f € L1 (u®v).




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 0000e0

Teorema de Fubini para funciones integrables

Sean (X, A, pn), (Y,B,v) espacios de medida o-finitay f € L1 (u®v).
Existen conjuntos A € Ay B € B tales que:

W(X\A)=0, freLli(v) VoA
v(Y\B)=0, fYe€Li(p) YVyeB




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 0000e0

Teorema de Fubini para funciones integrables

Sean (X, A, pn), (Y,B,v) espacios de medida o-finitay f € L1 (u®v).
Existen conjuntos A € Ay B € B tales que:

W(X\A)=0, freLli(v) VoA
v(Y\B)=0, fYe€Li(p) YVyeB

Ademas, definiendo

¢(x):Afwdu:/§/f(x,y)du(y) Vee A, ¢(z)=0 Vee X\A

¢(y)=/xfydu=/xf(w»y)du(fv) VyeB, ¢(y)=0 VyeY\B




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 0000e0

Teorema de Fubini para funciones integrables

Sean (X, A, pn), (Y,B,v) espacios de medida o-finitay f € L1 (u®v).
Existen conjuntos A € Ay B € B tales que:

W(X\A)=0, freLli(v) VoA
v(Y\B)=0, fYe€Li(p) YVyeB

Ademas, definiendo

¢($)=Afde2/}/f(x,y)dv(y) Ve e A, ¢(z)=0 Vze X\A
¢(y)=/xfydu=/xf(w»y)du(fv) VyeB, ¢(y)=0 VyeY\B

se tiene que ¢ € L1(p), v € L1(v) y

/ fd(u®1/)=/ ¢du=/wdl/
XXY X Y
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Teorema de Fubini para funciones integrables

Sean (X, A, pn), (Y,B,v) espacios de medida o-finitay f € L1 (u®v).
Existen conjuntos A € Ay B € B tales que:

W(X\A)=0, freLli(v) VoA
v(Y\B)=0, fYe€Li(p) YVyeB

Ademas, definiendo

:/fwdl/:/f(x,y)dl/(y) Vee A, ¢(z)=0 Vee X\A

Y Y

y)Z/ fydu=/f(w,y)du(fv) VyeB, Y(y)=0 VyeY\B
X X

se tiene que ¢ € L1(p), v € L1(v) y

/ fd(u®1/)=/ ¢du=/wdl/
XXY X Y

Todo ello se resume de nuevo en la expresion:

/Xxy (sov) = //f,ydv ) di(a //f,ydu ) dv(y)
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Teorema de Fubini para la completacion de la medida producto




Producto de medidas Teorema de Fubini
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Teorema de Fubini para la completacion de la medida producto

Sean (X, A, u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita y completa.




Producto de medidas Teorema de Fubini
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Teorema de Fubini para la completacion de la medida producto

Sean (X, A, u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita y completa.
Para f € £y (,u®1/), se tiene:
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Teorema de Fubini para la completacion de la medida producto

Sean (X, A, u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita y completa.
Para f € £y (,u®1/), se tiene:

fao € L1(v) para [p]-casi todo z € X
Y € L1(u) para [v]-casi todo y € Y




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 [slejelele]

Teorema de Fubini para la completacion de la medida producto

Sean (X, A, u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita y completa.
Para f € £y (,u®1/), se tiene:

fao € L1(v) para [p]-casi todo z € X
Y € L1(u) para [v]-casi todo y € Y

Ademis, las funciones ¢ y v definidas c.p.d. mediante:

o(z) = / fedv = / f(z,y)dv(y) para [p]-casi todo z € X
Y Y

U(y) = / fYdu = / f(z,y)du(z) para [v]-casi todo y €Y
X X




Producto de medidas Teorema de Fubini
000000 [slejelele]

Teorema de Fubini para la completacion de la medida producto

Sean (X, A, u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita y completa.
Para f € £y (,u®1/), se tiene:

fao € L1(v) para [p]-casi todo z € X
Y € L1(u) para [v]-casi todo y € Y

Ademis, las funciones ¢ y v definidas c.p.d. mediante:

= / fzdv = / f(z,y)dv(y) para [p]-casi todo z € X
Y Y

U(y) = / fYdu = / f(z,y)du(z) para [v]-casi todo y €Y
X X

verifican que ¢ € L1(u), ¥ € L1(v)

/ ,LL®V /qﬁdu—/wdu
XxXY
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Teorema de Fubini para la completacion de la medida producto

Sean (X, A, u), (Y,B,v) espacios de medida o-finita y completa.
Para f € £y (,u®1/), se tiene:

fao € L1(v) para [p]-casi todo z € X
Y € L1(u) para [v]-casi todo y € Y

Ademis, las funciones ¢ y v definidas c.p.d. mediante:

= / fzdv = / f(z,y)dv(y) para [p]-casi todo z € X
Y Y

Y(y) = / fYdu = / f(@,y)du(z) para [v]-casi todo y € Y
X X

verifican que ¢ € L1(u), ¥ € L1(v)

/ ,LL®V /qﬁdu—/wdu
XxXY

Podemos de nuevo escribir:

/nyfd”@’” //fxydu du(z //fxyd,u(m dv(y)




Tema 5: Teorema de Radon-Nikodym J




© TRN para medidas positivas

© Medidas reales o complejas

e TRN para medidas reales o complejas
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| indefinida de una funcién medible positiva




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
o0 00000 000000

Integral indefinida de una funcién medible positiva

(€, A,)\) espacio de medida, f:Q — [0,00] medible




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
o0 00000 000000

Integral indefinida de una funcién medible positiva

(€, A,)\) espacio de medida, f:Q — [0,00] medible

Integral indefinida de f:

p: A [0,00], <p(E)=/Efd/\ (E € A)




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
o0 00000 000000

Integral indefinida de una funcién medible positiva

(€, A,)\) espacio de medida, f:Q — [0,00] medible

Integral indefinida de f:
p: A—=[0,00], @(E)= / fdx (E€A)
E

© es una medida y, para g: 2 — [0,00] medible,

/9d<p=/gfd/\
Q Q




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
o0 00000 000000

Integral indefinida de una funcién medible positiva

(€, A,)\) espacio de medida, f:Q — [0,00] medible

Integral indefinida de f:
p: A—=[0,00], @(E)= / fdx (E€A)
E

© es una medida y, para g: 2 — [0,00] medible,

/9d<p=/gfd/\
Q Q

do = fdx

Escribimos:




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
o0 00000 000000

Integral indefinida de una funcién medible positiva

(€, A,)\) espacio de medida, f:Q — [0,00] medible
Integral indefinida de f:

p: A [0,00], so(E)=/Efd/\ (E € A)

© es una medida y, para g: 2 — [0,00] medible,

/9d<p=/gfd/\
Q Q

do = fdx

Escribimos:

Relacién entre Ay u:

EcA, ANE)=0 = @(E)=0




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
e0 00000 000000

(€, A,)\) espacio de medida, f:Q — [0,00] medible
Integral indefinida de f:

w: A—[0,00], w(E):/Efd)\ (EcA)

¢ es una medida y, para g: 2 — [0,00] medible,

/gd<p=/gfdA
Q Q

dp = fd\

Escribimos:

Relacién entre Ay u:

EcA, AE)=0 = ¢(E)=0

Decimos que ¢ es absolutamente continua con respecto a \: ¢ < A




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oe 00000 000000

La pregunta natural

(€2,A,\) espacio de medida, p:.A — [0,00] otra medida
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oe 00000 000000

La pregunta natural

(€2,A,\) espacio de medida, p:.A — [0,00] otra medida

i Existe una funcién medible f: — [0,00] tal que du = fd\?




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oe 00000 000000

La pregunta natural

(€2,A,\) espacio de medida, p:.A — [0,00] otra medida

i Existe una funcién medible f: — [0,00] tal que du = fd\?

Condicién obviamente necesaria: p << A




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oe 00000 000000

La pregunta natural

(€2,A,\) espacio de medida, p:.A — [0,00] otra medida

i Existe una funcién medible f: — [0,00] tal que du = fd\?

Condicién obviamente necesaria: p < A i Es suficiente?




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas

oe 00000 000000

La pregunta natural

(€2,A,\) espacio de medida, p:.A — [0,00] otra medida

i Existe una funcién medible f: — [0,00] tal que du = fd\?
Condicién obviamente necesaria: p < A i Es suficiente?

En general NO: Q =R, A conjuntos medibles Lebesgue, A nimero de
elementos, p medida de Lebesgue
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oe 00000 000000

La pregunta natural

(€2,A,\) espacio de medida, p:.A — [0,00] otra medida

i Existe una funcién medible f: — [0,00] tal que du = fd\?
Condicién obviamente necesaria: p < A i Es suficiente?

En general NO: Q =R, A conjuntos medibles Lebesgue, A nimero de
elementos, p medida de Lebesgue

Teorema de Radon-Nikodym para medidas positivas

N | N
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oe 00000 000000

La pregunta natural

(©,A,)) espacio de medida, p:.A— [0,00] otra medida

i Existe una funcién medible f: — [0,00] tal que du = fd\?
Condicién obviamente necesaria: p < A i Es suficiente?

En general NO: Q =R, A conjuntos medibles Lebesgue, A nimero de
elementos, p medida de Lebesgue

| A

Teorema de Radon-Nikodym para medidas positivas
Sea (£2,.A,)) un espacio de medida o-finitay p:.A— [0,00] una medida
absolutamente continua con respecto a A:

Ee€A, NE)=0 = u(E)=0




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oe 00000 000000

La pregunta natural

(©,A,)) espacio de medida, p:.A— [0,00] otra medida

i Existe una funcién medible f: — [0,00] tal que du = fd\?
Condicién obviamente necesaria: p < A i Es suficiente?

En general NO: Q =R, A conjuntos medibles Lebesgue, A nimero de
elementos, p medida de Lebesgue

| A

Teorema de Radon-Nikodym para medidas positivas

Sea (£2,.A,)) un espacio de medida o-finitay p:.A— [0,00] una medida
absolutamente continua con respecto a A:

Ee€A, NE)=0 = u(E)=0

Entonces existe una funcién medible f:Q — [0,00] tal que du = fdA:

,u(E):/fdA VEc A
E
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Integral indefinida de una funcién integrable




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oo 00000 000000

Integral indefinida de una funcién integrable

(€, A, ) espacio de medida, f € Lj(\).




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oo 00000 000000

Integral indefinida de una funcién integrable

(©,.A, ) espacio de medida, f € Li(\). Integral indefinida de f:

uw: A=K, ,u(E)=/Efd)\ (Fe A




TRN para medidas reales o complejas
000000

Medidas reales o complejas

TRN para medidas positivas
00000

(e]e]

Integral indefinida de una funcién integrable

(©,.A, ) espacio de medida, f € Li(\). Integral indefinida de f:
w: A=K, ,u(E)z/ fdx (E€A)
E

 es o-aditiva:

Apn €AVREN, AnNAm=0 (n#m) = N(UAn)=ZN(An)
n=1 n=1
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(e]e] ®0000 000000

(©,.A, ) espacio de medida, f € Li(\). Integral indefinida de f:

uw: A=K, ,u(E):/Efd)\ (EeA)

 es o-aditiva:

Apn €AVREN, AnNAm=0 (n#m) = H(UA,L):Z”(A“)
n=1 n=1

i es combinacién lineal de medidas (positivas):

W(E) :/}E(Ref)+d)\—/E(Ref)_dk+i/E(Imf)+d>\—i/(Imf)_d)\

E
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Medidas reales o complejas
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oo 0@000 000000

Medidas reales o complejas

(©,.A) espacio medible




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oo 0@000 000000

Medidas reales o complejas

(©,.A) espacio medible

Medida real o compleja: aplicacién p: A — K que es o-aditiva:

An € AVREN, ApNAm=0m#m) = p(|JA4n) =D u(4n)

n=1 n=1
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oo 0@000 000000

Medidas reales o complejas

(©,.A) espacio medible

Medida real o compleja: aplicacién p: A — K que es o-aditiva:

An € AVREN, ApNAm=0m#m) = p(|JA4n) =D u(4n)
n=1 n=1

(o)
Observaciones: (@) =0 'y, mas importante, Z [1(Ap)| < o0

n=1




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
(e]e] 0@000 000000

(©,.A) espacio medible

Medida real o compleja: aplicacién p: A — K que es o-aditiva:

Apn € AVREN, AnNAm=0 (n#m) = u(UAn):Zu(An)
n=1

n=1

o0
Observaciones: u(@) =0 vy, més importante, Z |u(An)| < oo
n=1
Notacién: M (A) medidas reales o complejas definidas en A, espacio vectorial.
M™(A) medidas positivas y finitas

M7 (A) C M(AR)C M(A,C) = M(AR) @ iM(AR)




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
(e]e] 0@000 000000

(©2,A) espacio medible
Medida real o compleja: aplicacién p: A — K que es o-aditiva:

Apn € AVREN, AnNAm=0 (n#m) = u(UAn):Zu(An)
n=1

n=1

o0
Observaciones: u(@) =0 vy, més importante, Z |u(An)| < oo
n=1
Notacién: M (A) medidas reales o complejas definidas en A, espacio vectorial.
M™(A) medidas positivas y finitas

M7 (A) C M(AR)C M(A,C) = M(AR) @ iM(AR)

M(A,R) espacio vectorial ordenado: 1 < o < p2—p1 € MT(A)




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
(e]e] 0@000 000000

(©,.A) espacio medible

Medida real o compleja: aplicacién p: A — K que es o-aditiva:

Apn € AVREN, AnNAm=0 (n#m) = u(UAn):Zu(An)
n=1

n=1

o0
Observaciones: u(@) =0 vy, més importante, Z |u(An)| < oo
n=1
Notacién: M (A) medidas reales o complejas definidas en A, espacio vectorial.
M™(A) medidas positivas y finitas

M7 (A) C M(AR)C M(A,C) = M(AR) @ iM(AR)

M(A,R) espacio vectorial ordenado: 1 < o < p2—p1 € MT(A)

i{Es M(A,R) un reticulo vectorial?
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(e]e] 0@000 000000

(©,.A) espacio medible

Medida real o compleja: aplicacién p: A — K que es o-aditiva:

An € AVneN, ApNApm=0(n#m) — u(UAn):Zu(An)
n=1

n=1

o0
Observaciones: u(@) =0 vy, més importante, Z |u(An)| < oo
n=1
Notacién: M (A) medidas reales o complejas definidas en A, espacio vectorial.
M™(A) medidas positivas y finitas

M7 (A) C M(AR)C M(A,C) = M(AR) @ iM(AR)

M(A,R) espacio vectorial ordenado: 1 < o < p2—p1 € MT(A)

i{Es M(A,R) un reticulo vectorial?
i Podemos definir coherentemente el valor absoluto de una medida real o incluso
el médulo de una medida compleja?
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de una medida compl
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oo 00@00 000000

Variacién de una medida compleja

€ M(A) medida real o compleja.
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oo 00@00 000000

Variacién de una medida compleja

1 € M(A) medida real o compleja. Para E € A escribimos:

I(E) = {{An} : E= UAn, An €AVREN, AnNAm =0 (n#m)}

n=1




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
oo 00@00 000000

Variacién de una medida compleja

1 € M(A) medida real o compleja. Para E € A escribimos:

I(E) = {{An} : E= UAn, An €AVREN, AnNAm =0 (n#m)}

n=1

Entonces:

ul(B) = sup{ Y |1(An)| : {An} €TI(E)} (B € A)

n=1
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oo 00@00 000000

Variacién de una medida compleja

1 € M(A) medida real o compleja. Para E € A escribimos:

I(E) = {{An} : E= UAn, An € AYNEN, AnNAm =0 (n#m)}

n=1

Entonces:

ul(B) = sup{ Y |1(An)| : {An} €TI(E)} (B € A)

n=1

|p| : A—[0,00] es la variacién de la medida
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€ M(A) medida real o compleja. Para E € A escribimos:
o0
M(E) = {{An} : E= | ] An, An € AVneN, AnNAn =0 (n#m)}

n=1

Entonces:
l(B) = sup{ Y |u(An)| : {An} €TI(E)} (E € A)
n=1

|pe] : A—[0,00] es la variacién de la medida g

Teorema (la propiedad clave de la variacién)

La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y finita:

peMA) = |ule M (A)
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Propiedades de reticulo




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
(e]e] [o]e]e] le] 000000

Propiedades de reticulo

o SipeM(A)yv:A—[0,00] medida positiva,
W(E)| <v(E) VE€A — |ul(E)<v(E)VEecA
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Propiedades de reticulo

o SipeM(A)yv:A—[0,00] medida positiva,
W(E)| <v(E) VE€A — |ul(E)<v(E)VEecA

o Equivalentemente, caso K =C: |u| =sup{Re(e’p): 0 € R}
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Propiedades de reticulo
o SipeM(A)yv:A—[0,00] medida positiva,
W(B)| <v(B) VE€ A — |u|(E)<v(B)VEeA

o Equivalentemente, caso K =C: |u| =sup{Re(e’p): 0 € R}
o Caso K=R: |u|=sup{p,—p}
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Propiedades de reticulo
o SipeM(A)yv:A— [0,00] medida positiva,
W(B)| <v(B) VE€ A — |u|(E)<v(B)VEeA

o Equivalentemente, caso K =C: |u| =sup{Re(e’p): 0 € R}
o Caso K=R: |u|=sup{p,—p}

o M(A,R) es un reticulo vectorial:

(nt+v—|p—v])

N =

1
pvv=glptvtlp—vl); pAv=
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Propiedades de reticulo
o SipeM(A)yv:A— [0,00] medida positiva,
u(B)| <v(E) VEECA = |u|/(E)<v(E)VEEA

o Equivalentemente, caso K =C: |u| =sup{Re(e’p): 0 € R}
o Caso K=R: |u|=sup{p,—p}
o M(A,R) es un reticulo vectorial:

(nt+v—|p—v])

N =

1
pvv=glptvtlp—vl); pAv=

@ Descomposicion de Jordan de una medida real:

+_1
. = 3+ ) = V0
peM(AR) = {M_I%(M_M):_(NAO)
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(e]e] [o]e]e] le] 000000

Propiedades de reticulo

o SipeM(A)yv:A— [0,00] medida positiva,

u(E)|<v(E) VE€EA = |u|(E)<v(E)VEcA

o Equivalentemente, caso K =C: |u| =sup{Re(e’p): 0 € R}
o Caso K=R: |u|=sup{p,—p}

o M(A,R) es un reticulo vectorial:

1 1
pVv=S(ptvtlp—v); pAv=gptv—lp=—v)

@ Descomposicion de Jordan de una medida real:

1
wt 7(|,u|+,u) uVOo
pweEM(AR) = { z

po = 5(lpl—p) =—(nA0)

Propiedades:

W e MY(A), p=pt—pT, |ul=pt4p
p=p1—pp con pipe € MT(A) = pt<pr, pT < po
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rma de una medida
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Norma de una medida

(€,.A) espacio medible. Definiendo
Il = 1pl(9), (1€ M(A))

se obtiene una norma en M (A), “Variacién total”
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Norma de una medida

(€,.A) espacio medible. Definiendo
Il = 1pl(9), (1€ M(A))
se obtiene una norma en M (A), “Variacién total”

Otra norma natural:

ulloo =sup{|u(E)|: E€ A} (1€ M(A))
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Norma de una medida

(€,.A) espacio medible. Definiendo
Il = 1pl(9), (1€ M(A))
se obtiene una norma en M (A), “Variacién total”

Otra norma natural:
[tlloc = sup{|(E)| : E€ A} (n€ M(A))
Ambas normas son equivalentes

illoo < llull < 4llulloe (A€ M(A))
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Norma de una medida

(€,.A) espacio medible. Definiendo

Il = 1pl(9), (1€ M(A))
se obtiene una norma en M (A), “Variacién total”
Otra norma natural:

|:E€ A} (neM(A)

lllloo = sup{|u(E)
Ambas normas son equivalentes
lelloe < llull < 4llullos (A€ M(A))

Y ambas son completas. M (A) espacio de Banach con la norma de la
variacién total
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Continuidad absoluta
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Continuidad absoluta

(©,A,)) espacio de medida, € M(A). p < A cuando:

EcA, NE)=0 = uE)=0
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Continuidad absoluta

(©,A,)) espacio de medida, € M(A). p < A cuando:

EcA, NE)=0 = puE)=0
Equivalentemente:

Ve>0 36>0: E€A, ME)<d = |u(E)|<e
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Continuidad absoluta

(©,A,)) espacio de medida, € M(A). p < A cuando:

EcA, NE)=0 = puE)=0
Equivalentemente:

Ve>0 36>0: E€A, ME)<d = |u(E)|<e

Observacion: p < A <= |p| < A
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(©,A,\) espacio de medida, € M(A). p < X cuando:
EcA, NE)=0 = puE)=0
Equivalentemente:
Ve>0 36>0: EcA, A(E)<d = |u(E)|<e

Observacion: p < A <= |p| < A

V.

Teorema de Radon-Nikodym
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(©,A,)) espacio de medida, € M(A). p < A cuando:
EcA, \NE)=0 = u(E)=0
Equivalentemente:
Ve>0 36>0: EcA, A(E)<d = |u(E)|<e

Observacion: p < A <= |p| < A

V.

Teorema de Radon-Nikodym

Sea (Q,.A,)\) un espacio de medida o-finita y u € M(A) una medida
absolutamente continua con respecto a A:

E€A, AE)=0 = u(E)=0
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(©,A,)) espacio de medida, € M(A). p < A cuando:
EcA, \NE)=0 = u(E)=0
Equivalentemente:
Ve>0 36>0: Fe A, ME)<é = |u(E)|<e

Observacion: p < A <= |p| < A

| A

Teorema de Radon-Nikodym
Sea (Q,.A,)\) un espacio de medida o-finita y u € M(A) una medida
absolutamente continua con respecto a A:

E€A, AE)=0 = u(E)=0

Entonces existe una dnica f € L1()\) tal que p es la integral indefinida de f,
es decir,

u(E):/fdA VEE€ A
E
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f):{ﬁ/}sfd/\:EeA, O<)\(E)<oo}
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f):{ﬁ/}sfd/\:EeA, O<)\(E)<oo}

Entonces )\({x €Q: f(z) ¢ W}) =0 (f(a:) € R(f) pct. z € Q)
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f):{ﬁ/}sfd/\:EeA, O<)\(E)<oo}

Entonces A({z€Q: f(z) ¢ R(f)}) =0 (f(z) € R(f) p.ct. z€Q)

V.

Descomposicién polar

A
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f):{ﬁ/}sfd/\:EeA, O<)\(E)<oo}

Entonces A({z€Q: f(z) ¢ R(f)}) =0 (f(z) € R(f) p.ct. z€Q)

V.

Descomposicién polar

(©2,A) espacio medible, € M(A).

A
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f):{ﬁ/}sfd/\:EeA, O<)\(E)<oo}

Entonces A({z€Q: f(z) ¢ R(f)}) =0 (f(z) € R(f) p.ct. z€Q)

V.

Descomposicién polar

(©2,A) espacio medible, u € M(A). Existe h: Q — K medible, tal que

h(z)| =1 Ve vy M(E):/hdm\ VEe A
E

A
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f)_{)\(lE)/Efd/\:EeA, 0<)\(E)<oo}

Entonces A({z€Q: f(z) ¢ R(f)}) =0 (f(z) € R(f) pct. z€Q)

V.

Descomposicién polar

(©2,A) espacio medible, u € M(A). Existe h: Q — K medible, tal que

h(z)| =1 Ve vy N(E):/hdm\ VEe A
E

h esté determinada |u|-c.p.d. “Descomposicién polar”

A
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f)_{)\(lE)/Efd/\:EeA, 0<)\(E)<oo}

Entonces A({z€Q: f(z) ¢ R(f)}) =0 (f(z) € R(f) pct. z€Q)

V.

Descomposicién polar

(©2,A) espacio medible, u € M(A). Existe h: Q — K medible, tal que

h(z)| =1 Ve vy N(E):/hdm\ VEe A
E

h esté determinada |u|-c.p.d. “Descomposicién polar”

Integral asociada a una medida real o compleja:

[gau= [ nat (1€ L. e
E E

A
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(22, A, \) espacio de medida o-finita, f € L1(\),

R(f)_{)\(lE)/Efd/\:EeA, 0<)\(E)<oo}

Entonces A({z€Q: f(z) ¢ R(f)}) =0 (f(z) € R(f) pct. z€Q)

V.

Descomposicién polar

(©2,A) espacio medible, u € M(A). Existe h: Q — K medible, tal que

h(z)| =1 Ve vy N(E):/hdm\ VEe A
E

h esté determinada |u|-c.p.d. “Descomposicién polar”

Integral asociada a una medida real o compleja:

[gau= [ nat (1€ L. e
E E

Simbélicamente: du = hd|ul

A
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Descomposicién de Hahn de una medida real
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[o]e] 00000 00e000

Descomposicién de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|
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Descomposicién de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|
h(z) e {-1,1} Vz €, (signo de una medida real).




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
[o]e] 00000 00e000

Descomposicién de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|
h(z) e {-1,1} Vz €, (signo de una medida real). Definimos:

At ={zeQ:h(x)=1}; A ={zeQ:h(z)=-1}

El par (A+,A_) es una descomposicién de Hahn de la medida real p
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Descomposicién de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|
h(z) € {-1,1} V2 €Q, (signo de una medida real). Definimos:

At ={zeQ:h(x)=1}; A ={zeQ:h(z)=-1}

El par (A+,A_) es una descomposicién de Hahn de la medida real p
0o Q=ATUA™, ATNA™ =0,

ECA" E)>
EEA{ c =>u()<
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Descomposicion de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|

h(z) € {-1,1} V2 €Q, (signo de una medida real). Definimos:
At ={zeQ:h(x)=1}; A ={zeQ:h(z)=-1}

El par (AJF,A*) es una descomposicién de Hahn de la medida real p
e Q=A%TUA", AtNA™ =0,

ECA" E)>
EeA{ c :>u()<

o u(E) = [ul(ENAT) ~ |ul(ENAT) (E€A)
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Descomposicion de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|

h(z) € {-1,1} V2 €Q, (signo de una medida real). Definimos:
At ={zeQ:h(x)=1}; A ={zeQ:h(z)=-1}
El par (AJF,A*) es una descomposicién de Hahn de la medida real p

e O=ATUA", ATnA™ =0,

-y {EQAJ_F = u(E)>0
ECA™ = uwE)LO0

o u(E)=|ul(ENAT)—[u[(ENAT) (EcA)

o |ul(E)=w(ENAT)-p(ENAT) (E€A)
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Descomposicion de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|

h(z) € {-1,1} V2 €Q, (signo de una medida real). Definimos:
At ={zeQ:h(x)=1}; A ={zeQ:h(z)=-1}
El par (AJF,A*) es una descomposicién de Hahn de la medida real p

e O=ATUA", ATnA™ =0,

-y {EQAJ_F = u(E)>0
ECA™ = uwE)LO0

o u(E) = [ul(ENA™) — |ul(ENA”) (E€A)

o |ul(E) = p(ENAY) — u(ENA™) (E€A)

o uT(B)=uw(ENAY), u(BE)=—-u(ENA") (E€A)
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Descomposicion de Hahn de una medida real

(©2,.A) espacio medible, p € M(A,R), descomposicién polar du = hd|u|

h(z) € {-1,1} V2 €Q, (signo de una medida real). Definimos:
At ={zeQ:h(x)=1}; A ={zeQ:h(z)=-1}

El par (AJF,A*) es una descomposicién de Hahn de la medida real p
e Q=A%TUA", AtNA™ =0,
ECAT = u(E)>0
EcA — H(B)
ECA™ = ukE)LO0

H(E) = [l (BN AT) — |ul(ENAT) (E€A)

°
o |ul(E) = W(ENAY) —uw(ENA”) (B € .A)

o iH(B) = (ENAY), u~(E) = —u(BENA”) (E€.A)
o Unicidad: si (BT, B™) es otra descomposicién de Hahn,

ll[(AT\BT)U(BF\NAT)] = ul[(AT\BT)u(B~\AT)] =0
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[o]e] 00000 000e00

Revisién de la integral indefinida

(Q,A,)) espacio de medida, f € Li(\), u(E) :/ fdx (E€A)
E
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Revisién de la integral indefinida

(Q,A,)) espacio de medida, f € Li(\), u(E) :/ fdx (E€A)
E

o peM(A), pKA
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Revisién de la integral indefinida

(Q,A,)\) espacio de medida, f € Li()\), u(E):/ fdx (E€A)
E
o peM(A), pKA

o Iul(E)=/E|f|d/\ VE €A
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Revisién de la integral indefinida

(€, A, \) espacio de medida, f € L;()), u(E):/fdA (E € A)
o pueEM(A), puKA :
° |u|(E):/ |fldx YE € A
° ||u||=|u\(£)=||f||1
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(€2, A,\) espacio de medida, f € Li(\), u(E):/fdA (E € A)
o pueEM(A), puKA :
° |u|(E):/E|f|d)\ VEcA

o [lpll = lpl(2) = [l f 1l
@ Descomposicién polar: tomando h:Q — K medible, tal que |h(z)|=1y
f(z) =h(x)|f(z)| para casi todo z € Q, se tiene dup = hd|u|
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(€2, A,\) espacio de medida, f € Li(\), u(E):/fdA (E € A)
o pueEM(A), puKA :
° |u|(E):/E|f|d)\ VEcA

o [lpll = lpl(2) = [l f 1l
@ Descomposicién polar: tomando h:Q — K medible, tal que |h(z)|=1y
f(z) =h(x)|f(z)| para casi todo z € Q, se tiene dup = hd|u|

@ Integral asociada a u:

/ng:/gfdA (g€ Li(jul), E € A)
E E

De hecho, Ly (lul) = {g € Lo(n) : 9f € Li(\)}
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Revisién de la integral indefinida

(Q,A,)) espacio de medida, f € Li(\), u(E) :/ fdx (E€A)
E

o peM(A), pKA
- Iul(E):/ fldA VE A
E

o [lpll = lpl(2) = [l f 1l
@ Descomposicién polar: tomando h:Q — K medible, tal que |h(z)|=1y
f(z) =h(x)|f(z)| para casi todo z € Q, se tiene dup = hd|u|

@ Integral asociada a u:

/ng:/gfdA (g€ Li(jul), E € A)
E E

De hecho, Ly(|ul) = {g € Lo(x) : 9f € L1(A)}
o Si feLi(uR):

Jordan: ut(E)= [, fTdx, p (E)=[,f d\ VE€A
Hahn: AT ={2€Q:f(z)>0}, A~ ={z€Q: f(x) <0}
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ogonalidad de medidas
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Ortogonalidad de medidas

(€,.A) espacio medible, 1 medida en A (positiva, real o compleja), A € A:
i concentradaen A <= u(E)=p(ENA) YE€A
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Ortogonalidad de medidas

(€,.A) espacio medible, 1 medida en A (positiva, real o compleja), A € A:

1 concentradaen A <= u(E)=pu(ENA) VE€A

Equivalentemente:

{H(Q\A)zo si u>=0
lul(Q\A)=0 si peM(A)
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(©,.A) espacio medible, p medida en A (positiva, real o compleja), A € A:
u concentradaen A <= pu(E)=p(ENA) VEE€A

Equivalentemente:

{um\A)—o Si >0
H(@\A)=0 si peM(A)

11y p2 son ortogonales (o mutuamente singulares) cuando estan concentradas
en conjuntos disjuntos:

pw1lus & E|A1,A2 eA: A1NAy :@, Ik concentrada en Ak, =12
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(e]e] 00000 0000e0

(©,.A) espacio medible, p medida en A (positiva, real o compleja), A € A:
u concentradaen A <= pu(E)=p(ENA) VEE€A

Equivalentemente:
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{M(Q\A)—O Si >0
H(@\A)=0 si peM(A)

11y p2 son ortogonales (o mutuamente singulares) cuando estan concentradas
en conjuntos disjuntos:

pw1lus & E|A1,A2 eA: A1NAy :@, Ik concentrada en Ak, =12

Descomposicion de Lebesgue

| \

Sea (2,4, \) un espacio de medida o-finitay u € M(A). Entonces p admite
una Gnica descomposicién de la forma p = pq + ps donde pg K Ay
s LA




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
(e]e] 00000 0O0000e

esumen




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
[o]e] 00000 O0000e

Resumen

Sea (€2,.A) un espacio medible, M (.A) el espacio vectorial de las medidas
reales o complejas en Ay M1 (A) = {u€ M(A): u(E) >0 VE € A}




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
[o]e] 00000 O0000e

Resumen

Sea (€2,.A) un espacio medible, M (.A) el espacio vectorial de las medidas
reales o complejas en Ay M1 (A) = {u€ M(A): u(E) >0 VE € A}

(1) La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y
finita: p€ M(A) = |ul€ MT(A)




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
[o]e] 00000 O0000e

Resumen

Sea (€2,.A) un espacio medible, M (.A) el espacio vectorial de las medidas
reales o complejas en Ay M1 (A) = {u€ M(A): u(E) >0 VE € A}

(1) La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y
finita: p€ M(A) = |ul€ MT(A)

(2) M(A) es un espacio de Banach con la norma de la variacién total:
lleell = |l (2) (€ M(A). La convergencia es la uniforme en A




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
[o]e] 00000 O0000e

Resumen

Sea (€2,.A) un espacio medible, M (.A) el espacio vectorial de las medidas

reales o complejas en Ay M1 (A) = {u€ M(A): u(E) >0 VE € A}

(1) La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y
finita: p€ M(A) = |ul€ MT(A)

(2) M(A) es un espacio de Banach con la norma de la variacién total:
lleell = |l (2) (€ M(A). La convergencia es la uniforme en A

(3) M(A,R), con el orden natural, es también un reticulo vectorial




TRN para medidas positivas Medidas reales o complejas TRN para medidas reales o complejas
[o]e] 00000 O0000e

Resumen

Sea (€2,.A) un espacio medible, M (.A) el espacio vectorial de las medidas
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Resumen

Sea (€2,.A) un espacio medible, M (.A) el espacio vectorial de las medidas

reales o complejas en Ay M1 (A) = {u€ M(A): u(E) >0 VE € A}

(1) La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y
finita: p€ M(A) = |ul€ MT(A)

(2) M(A) es un espacio de Banach con la norma de la variacién total:
||l = || (2) (€ M(A). La convergencia es la uniforme en A

(3) M(A,R), con el orden natural, es también un reticulo vectorial
Fijada ahora una medida o-finita A : A — [0,00] consideramos dos subespacios
de M(A): Mo(N)={ueM(A): p< A} y Ms(\)={neM(A): uLd}

(4) Se verifica que M (A) = Mq(X) & Ms(\), suma topoldgico-directa, ya que
lw+v| = ||ull + |lv]| para cualesquiera € Mg () y v € Ms(N)
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Resumen

Sea (€2,.A) un espacio medible, M (.A) el espacio vectorial de las medidas

reales o complejas en Ay M1 (A) = {u€ M(A): u(E) >0 VE € A}

(1) La variacién de una medida real o compleja es una medida positiva y
finita: p€ M(A) = |ul€ MT(A)

(2) M(A) es un espacio de Banach con la norma de la variacién total:
||l = || (2) (€ M(A). La convergencia es la uniforme en A

(3) M(A,R), con el orden natural, es también un reticulo vectorial
Fijada ahora una medida o-finita A : A — [0,00] consideramos dos subespacios
de M(A): Mo(N)={ueM(A): p< A} y Ms(\)={neM(A): uLd}

(4) Se verifica que M (A) = Mq(X) & Ms(\), suma topoldgico-directa, ya que
lw+v| = ||ull + |lv]| para cualesquiera € Mg () y v € Ms(N)

(5) Para f e Li(\) sea T(f) su integral indefinida:

T((E) = /E fix (BeA)

Entonces T es una biyeccién lineal isométrica de L () sobre Mg (). En
el caso K=R, T es también un isomorfismo de reticulos
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L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto

Coo(L): funciones de L en K, continuas, de soporte compacto
sopf={teL:f(t)#0}

—
Medidas de Borel localmente finitas

B: o-algebra de Borel de L
Las funciones continuas de L en K son medibles

B — [0,00] medida de Borel finita en compactos:
KCL, K compacto = u(K) < oo
Equivalentemente, p es localmente finita

Coo(L) C L1(p)
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Funciones continuas de soporte compacto

L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto

Coo(L): funciones de L en K, continuas, de soporte compacto
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Medidas de Borel localmente finitas
B: o-algebra de Borel de L
Las funciones continuas de L en K son medibles

B — [0,00] medida de Borel finita en compactos:
KCL, K compacto = u(K) < oo
Equivalentemente, p es localmente finita

Coo(L) C L1(p)

Funcionales lineales positivos

Bu(f) = /L Fdu (€ Coo(D))

@, : Coo(L) - K funcional lineal positivo:
f€Coo(L), f20 = Qu(f) >0
iEl reciproco también es cierto!: Todo funcional lineal positivo es una integral
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Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
oo €000 00000

Medidas de Borel regulares




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
oo €000 00000

Medidas de Borel regulares

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
oo €000 00000

Medidas de Borel regulares

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
e E regular exterior para p:  p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
oo €000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
e E regular exterior para p:  p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
o E regular interior para pu:  pu(E) =sup{u(K) : K compacto, K C E}




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
oo €000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
e E regular exterior para p:  p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
o E regular interior para pu:  pu(E) =sup{u(K) : K compacto, K C E}
o 1 regular exterior: todo E € B es regular exterior para p




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
e E regular exterior para p: p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
o E regular interior para pu:  p(E) =sup{u(K) : K compacto, K C E}
o 1 regular exterior: todo E € BB es regular exterior para p

@ 1 regular interior: todo E € B es regular interior para p




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
E regular exterior para p: p(F)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
E regular interior para p:  u(E) =sup{u(K) : K compacto, K C E}

°
°

o 1 regular exterior: todo E € BB es regular exterior para p
@ 1 regular interior: todo E € B es regular interior para p
°

regular = regular exterior e interior




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
E regular exterior para p: p(F)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
E regular interior para p:  u(E) =sup{u(K) : K compacto, K C E}

°
°

o 1 regular exterior: todo E € BB es regular exterior para p
@ 1 regular interior: todo E € B es regular interior para p
°

regular = regular exterior e interior

Medida de Radon: medida de Borel positiva, localmente finita, regular
exterior y tal que todo conjunto abierto es regular interior para ella




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
E regular exterior para p:  p(E) =inf{u(U):U abierto, ECU C L}
E regular interior para p:  u(E) =sup{u(K) : K compacto, K C E}

°
°

o 1 regular exterior: todo E € BB es regular exterior para p
@ 1 regular interior: todo E € B es regular interior para p
°

regular = regular exterior e interior

Medida de Radon: medida de Borel positiva, localmente finita, regular

exterior y tal que todo conjunto abierto es regular interior para ella
o

Algunas observaciones




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,

e E regular exterior para p: p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
o E regular interior para pu:  p(E) =sup{u(K): K compacto, K C E}
°

1 regular exterior: todo E € B es regular exterior para p

@ 1 regular interior: todo E € B es regular interior para p
@ regular = regular exterior e interior
@ Medida de Radon: medida de Borel positiva, localmente finita, regular

exterior y tal que todo conjunto abierto es regular interior para ella
o

Algunas observaciones

@ Si u es una medida de Radon, todo conjunto de Borel E € B que
verifique p(FE) < oo es regular interior para u.




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,

e E regular exterior para p: p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
o E regular interior para pu:  p(E) =sup{u(K): K compacto, K C E}
°

1 regular exterior: todo E € B es regular exterior para p

@ 1 regular interior: todo E € B es regular interior para p
@ regular = regular exterior e interior
@ Medida de Radon: medida de Borel positiva, localmente finita, regular

exterior y tal que todo conjunto abierto es regular interior para ella
o

Algunas observaciones

@ Si u es una medida de Radon, todo conjunto de Borel E € B que
verifique p(FE) < oo es regular interior para p. Por tanto, toda medida de
Radon finita es regular




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,

e E regular exterior para p: p(E)=inf{u(U):U abierto, ECU C L}
o E regular interior para pu:  p(E) =sup{u(K): K compacto, K C E}
°

1 regular exterior: todo E € B es regular exterior para p

@ 1 regular interior: todo E € B es regular interior para p
@ regular = regular exterior e interior
@ Medida de Radon: medida de Borel positiva, localmente finita, regular

exterior y tal que todo conjunto abierto es regular interior para ella
o

Algunas observaciones

@ Si u es una medida de Radon, todo conjunto de Borel E € B que
verifique p(FE) < oo es regular interior para p. Por tanto, toda medida de
Radon finita es regular

@ Si X es o-compacto, toda medida de Borel positiva en X, regular
exterior y localmente finita es regular




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] @000 00000

X Hausdorff, B o-algebra de Borel, p: B — [0,00] medida de Borel, E € B,
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@ regular = regular exterior e interior
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exterior y tal que todo conjunto abierto es regular interior para ella
o

Algunas observaciones

@ Si u es una medida de Radon, todo conjunto de Borel E € B que
verifique p(FE) < oo es regular interior para p. Por tanto, toda medida de
Radon finita es regular

@ Si X es o-compacto, toda medida de Borel positiva en X, regular
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@ Si X es localmente compacto y todo abierto de X es unién numerable de

compactos, entonces toda medida de Borel positiva y localmente finita en
X es regular
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Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] [e] lele) 00000

Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, y sea ® un
funcional lineal positivo en Coo(L).




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] [e] lele) 00000

Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, y sea ® un
funcional lineal positivo en Co(L). Entonces existe una dnica medida de
Radon g en L que verifica

deu =®(f) (fe€Coo(L))
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(e]e] [e] lele) 00000

Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, y sea ® un
funcional lineal positivo en Co(L). Entonces existe una dnica medida de
Radon g en L que verifica

/K fdu=@(f) (f € Coo(L))

TRR, caso o-compacto

\ | \
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Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, y sea ® un
funcional lineal positivo en Co(L). Entonces existe una dnica medida de
Radon p en L que verifica

/K fdu=@(f) (f € Coo(L))

TRR, caso o-compacto

| A

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto y o-compacto,
y sea ® un funcional lineal positivo en Coo(L).

A,
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Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, y sea ® un
funcional lineal positivo en Co(L). Entonces existe una dnica medida de
Radon p en L que verifica

/K fdu=@(f) (f € Coo(L))

| A

TRR, caso o-compacto

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto y o-compacto,
y sea @ un funcional lineal positivo en Cyo(L). Entonces existe una tnica
medida de Borel © en L, regular exterior y localmente finita, que verifica

/K Fdi=8(f) (f € Coo(L))

A,
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Distintas versiones del Teorema de Riesz

TRR, caso general

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto, y sea ® un
funcional lineal positivo en Co(L). Entonces existe una dnica medida de
Radon p en L que verifica

/K fdu=@(f) (f € Coo(L))

| A

TRR, caso o-compacto

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto y o-compacto,
y sea @ un funcional lineal positivo en Cyo(L). Entonces existe una tnica
medida de Borel © en L, regular exterior y localmente finita, que verifica

/K Fdi=8(f) (f € Coo(L))

De hecho, p es regular

A,
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TRR, caso compact
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TRR, caso compacto

Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea ® un funcional
lineal positivo en C(K).
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TRR, caso compacto

Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea ® un funcional
lineal positivo en C'(K). Entonces existe una tnica medida de Borel 1 en K,
regular exterior y finita, que verifica

/ fdu=a(f) (f € Coo(L))
K
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TRR, caso compacto

Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea ® un funcional
lineal positivo en C'(K). Entonces existe una tnica medida de Borel 1 en K,
regular exterior y finita, que verifica

/ fdu=a(f) (f € Coo(L))
K

De hecho p es regular
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TRR, caso compacto

Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea ® un funcional
lineal positivo en C'(K). Entonces existe una tnica medida de Borel 1 en K,
regular exterior y finita, que verifica

/ fdu=a(f) (f € Coo(L))
K

De hecho p es regular

Teorema de representacion de Riesz, caso localmente o-compacto




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] [e]e] o) 00000

TRR, caso compacto

Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea ® un funcional
lineal positivo en C'(K). Entonces existe una tnica medida de Borel 1 en K,
regular exterior y finita, que verifica

/ fdu=a(f) (f € Coo(L))
K

De hecho p es regular

Teorema de representacion de Riesz, caso localmente o-compacto

Sea L un espacio topoldgico de Hausdorff, localmente compacto y tal que todo
subconjunto abierto de L puede obtenerse como unién numerable de
compactos, y sea ® un funcional lineal positivo en Coo(L).
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TRR, caso compacto

Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea ® un funcional
lineal positivo en C'(K). Entonces existe una tnica medida de Borel 1 en K,
regular exterior y finita, que verifica

/ fdu=a(f) (f € Coo(L))
K

De hecho p es regular

Teorema de representacion de Riesz, caso localmente o-compacto

Sea L un espacio topoldgico de Hausdorff, localmente compacto y tal que todo
subconjunto abierto de L puede obtenerse como unién numerable de
compactos, y sea ® un funcional lineal positivo en Cgo(L). Entonces existe
una Unica medida de Borel localmente finita v en L que verifica

/ fdu=(f) (f€Coo(L))
K
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TRR, caso compacto

Sea K un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea ® un funcional
lineal positivo en C'(K). Entonces existe una tnica medida de Borel 1 en K,
regular exterior y finita, que verifica

/ fdu=a(f) (f € Coo(L))
K

De hecho p es regular

Teorema de representacion de Riesz, caso localmente o-compacto

Sea L un espacio topoldgico de Hausdorff, localmente compacto y tal que todo
subconjunto abierto de L puede obtenerse como unién numerable de
compactos, y sea ® un funcional lineal positivo en Cgo(L). Entonces existe
una Unica medida de Borel localmente finita v en L que verifica

/ fdu=(f) (f€Coo(L))
K

De hecho p es regular
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Consecuencias de la regularidad

Teorema de Lusin
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Consecuencias de la regularidad

Teorema de Lusin

Sea p una medida de Radon en un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto L y sea f: L — K una funcién medible verificando:

,u({tEL:f(t);éO}) < 00
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Consecuencias de la regularidad

Teorema de Lusin

Sea p una medida de Radon en un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto L y sea f: L — K una funcién medible verificando:

,u({tEL:f(t);éO}) < 00

Entonces, para cada € > 0 puede encontrarse g € Cpo(L) verificando:

n{teL:f@) #9@)}) <e v Il <sup{|f®)l:te L}
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Consecuencias de la regularidad

Teorema de Lusin

Sea p una medida de Radon en un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto L y sea f: L — K una funcién medible verificando:

,u({tEL:f(t);éO}) < 00

Entonces, para cada € > 0 puede encontrarse g € Cpo(L) verificando:

n{teL:f@) #9@)}) <e v Il <sup{|f®)l:te L}

”
Corolario importante
”
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Consecuencias de la regularidad

Teorema de Lusin

Sea p una medida de Radon en un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto L y sea f: L — K una funcién medible verificando:

,u({tEL:f(t);éO}) < 00

Entonces, para cada € > 0 puede encontrarse g € Cpo(L) verificando:
p({tel:f@)#9()}) <e vy lgloo <sup{|f(t)|:teL}

’

Corolario importante

Si p es una medida de Radon en un espacio topolégico de Hausdorff
localmente compacto L, entonces Coo(L) es denso en Lp(u) para 0 < p < oo
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Motivacién
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Motivacién

L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

I£lloc = méx{|f(t)| :t€ L} (f € Coo(L))
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Motivacién

L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

Ifleo = max{|f(®)l:t€ L} (f € Coo(L))
A € M(B) medida de Borel real o compleja

)\ serd regular cuando lo sea su variacion:
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L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

I£lloc = méx{|f(t)| :t€ L} (f € Coo(L))
A € M(B) medida de Borel real o compleja

)\ serd regular cuando lo sea su variacion:

K compacto, U abierto

EFeB,e>0 = JK,U :
KCECUCL y [ul(U\K)<e
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L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

I fllsc = méx{|f(t)|:t€ L} (f € Coo(L))
A € M(B) medida de Borel real o compleja
)\ serd regular cuando lo sea su variacion:

K compacto, U abierto
KCECUCL y |p/(U\K)<e
Medidas de Borel reales o complejas regulares:

M(L) = {x € M(B) : X regular}

EFeB,e>0 = JK,U : {
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L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

I£lloc = méx{|f(t)| :t€ L} (f € Coo(L))
A € M(B) medida de Borel real o compleja

)\ serd regular cuando lo sea su variacion:
K compacto, U abierto
KCECUCL y |p/(U\K)<e
Medidas de Borel reales o complejas regulares:

M(L) = {x € M(B) : X regular}

Subespacio cerrado de M (B), luego espacio de Banach con la norma

EFeB,e>0 = JK,U : {

A= AI(L) (X e M(L))
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L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

I£lloc = méx{|f(t)| :t€ L} (f € Coo(L))
A € M(B) medida de Borel real o compleja

)\ serd regular cuando lo sea su variacion:
K compacto, U abierto
KCECUCL y |p/(U\K)<e
Medidas de Borel reales o complejas regulares:

M(L) = {x € M(B) : X regular}

Subespacio cerrado de M (B), luego espacio de Banach con la norma

EFeB,e>0 = JK,U : {

A= AI(L) (X e M(L))

AeM(L) = Coo(L) C L1(|A]) y podemos definir @ : Coo(L) — K por

oA(f) = /L fax  (f e ConlL)
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L espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto,
Coo(L) espacio normado con

I£lloc = méx{|f(t)| :t€ L} (f € Coo(L))
A € M(B) medida de Borel real o compleja

)\ serd regular cuando lo sea su variacion:
K compacto, U abierto
KCECUCL y |p/(U\K)<e
Medidas de Borel reales o complejas regulares:

M(L) = {x € M(B) : X regular}

Subespacio cerrado de M (B), luego espacio de Banach con la norma

EFeB,e>0 = JK,U : {

A= AI(L) (X e M(L))

AeM(L) = Coo(L) C L1(|A]) y podemos definir @ : Coo(L) — K por

oA(f) = /L fax  (f e ConlL)

®, es lineal, puede no ser positivo, pero es continuo: ®, € Coo(L)*




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] 0000 [e] Jele]e]

Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados
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(e]e] 0000 [e] Jele]e]

Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx ={z € X :||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx ={z € X :||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:

(1) T es continuo
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx ={z € X :||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) 3M >0 Tl < Mlja]), Yo € X
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx ={z € X :||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) IM20: ||Tz|| < M ||z, Vz € X
(3) T esta acotado en Bx
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx ={z € X :||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:

(1) T es continuo
(2) IM>0: ||Tal| < M, Yo € X
(3) T esté acotado en Bx
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx ={z € X :||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) IM20: ||Tz|| < M ||z, Vz € X
(3) T esta acotado en Bx

X,Y espacios normados,
L(X,Y) espacio vectorial de los operadores lineales continuos de X en Y.
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx = {z € X : ||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) IM20: ||Tz|| < M ||z, Vz € X
(3) T esta acotado en Bx

X,Y espacios normados,
L(X,Y) espacio vectorial de los operadores lineales continuos de X en Y.

||| = min{M >0: |T=z|| < M||z|, VxEX}—sup{”” IIH 220}

= sup{||Tul|: ||ul =1} = sup{||Tz| : = € Bx'}
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx = {z € X : ||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) IM20: ||Tz|| < M ||z, Vz € X
(3) T esta acotado en Bx

X,Y espacios normados,
L(X,Y) espacio vectorial de los operadores lineales continuos de X en Y.

||| = min{M >0: |T=z|| < M||z|, VxEX}—sup{”” IIH 220}

= sup{||Tul|: ||ul =1} = sup{||Tz| : = € Bx'}

Norma de operadores. L(X,Y’) espacio normado, espacio de operadores
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(e]e] 0000 [e] Jele]e]

Operadores lineales continuos

X,Y espacios normados, Bx = {z € X : ||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) IM20: ||Tz|| < M ||z, Vz € X
(3) T esta acotado en Bx

X,Y espacios normados,
L(X,Y) espacio vectorial de los operadores lineales continuos de X en Y.

||| = min{M >0: |T=z|| < M||z|, Va:eX}—sup{”” IIH 220}

= sup{||Tul|: ||ul =1} = sup{||Tz| : = € Bx'}

Norma de operadores. L(X,Y’) espacio normado, espacio de operadores
Convergencia en L(X,Y) = Convergencia uniforme en By
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Operadores lineales continuos

Continuidad de operadores lineales entre espacios normados

X,Y espacios normados, Bx = {z € X : ||z|| <1}, T: X — Y lineal. Equivalen:
(1) T es continuo
(2) IM20: ||Tz|| < M ||z, Vz € X
(3) T esta acotado en Bx

X,Y espacios normados,
L(X,Y) espacio vectorial de los operadores lineales continuos de X en Y.

||| = min{M >0: |T=z|| < M||z|, Va:eX}—sup{”” IIH 220}

= sup{||Tul|: ||ul =1} = sup{||Tz| : = € Bx'}

Norma de operadores. L(X,Y’) espacio normado, espacio de operadores
Convergencia en L(X,Y) = Convergencia uniforme en By
Y completo = L(X,Y) completo
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados
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(e]e] 0000 [e]e] le]e}

Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
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(e]e] 0000 [e]e] le]e}

Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:

(1) f es continuo
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM>0:|f(z)| < M|zfl, Vo € X
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM>0: |f(x)|<M|z|, VzeX
(3) f esta acotado en By
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM >0 |f(z)] < Mlz]|, V& € X
(3) f estd acotado en By
(4) ker f es cerrado en X
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM >0 |f(z)] < Mlz]|, V& € X
(3) f estd acotado en By
(4) ker f es cerrado en X
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM >0 |f(z)] < Mlz]|, V& € X
(3) f estd acotado en By
(4) ker f es cerrado en X

X espacio normado, X* funcionales lineales continuos en X, espacio de Banach.




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM >0 |f(z)] < Mlz]|, V& € X
(3) f estd acotado en By
(4) ker f es cerrado en X

X espacio normado, X* funcionales lineales continuos en X, espacio de Banach.

[f]l = min{M >0:|f(z)| < M|[z[|, V& € X} = sup{|f(2)| : = € Bx}
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM >0 |f(z)] < Mlz]|, V& € X
(3) f estd acotado en By
(4) ker f es cerrado en X

X espacio normado, X* funcionales lineales continuos en X, espacio de Banach.

[f]l = min{M >0:|f(z)| < M|[z[|, V& € X} = sup{|f(2)| : = € Bx}

Norma dual. X™ espacio dual de X
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Dual de un espacio normado

Continuidad de funcionales lineales en espacios normados

X espacio normado, Bx = {z € X : ||z|| <1}, f: X — K lineal. Equivalen:
(1) f es continuo
(2) IM >0 |f(z)] < Mlz]|, V& € X
(3) f estd acotado en By
(4) ker f es cerrado en X

X espacio normado, X* funcionales lineales continuos en X, espacio de Banach.

[f]l = min{M >0:|f(z)| < M|[z[|, V& € X} = sup{|f(2)| : = € Bx}

Norma dual. X™ espacio dual de X
Para espacios X concretos, es (til tener descripciones concretas de X*
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Coo(L)* = M(L)




Funcionales lineales positivos Regularidad de medidas de Borel Funcionales lineales continuos
(e]e] 0000 [e]e]e] e}

Teorema de representacion de Riesz

Sea L un espacio topolégico de Hausdorff, localmente compacto. Entonces,

Coo(L)" = M(L)

M3s concretamente, un isomorfismo isométrico U de M (L) sobre Cpo(L)*
viene dado por:

W) = /L A (€ Coo(L) A€ M(L))
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) = /0 F(®)g(t)dt
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Ejemplo

Fijada g € L1[0,1], para f € C[0,1] se define

1
) = /0 F(®)g(t)dt

Es claro que ¢ € C[0,1]*.
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Ejemplo

Fijada g € L1]0,1], para f € C[0,1] se define

1
o(f) = /0 £t g(t)dt

Es claro que ¢ € C[0,1]*. De hecho tenemos

1
ol = / l9(®)ldt = llall
0
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Ejemplo

Fijada g € L1]0,1], para f € C[0,1] se define
1
o) = [ rwsa
0
Es claro que ¢ € C[0,1]*. De hecho tenemos

1
ol = / l9(®)ldt = llall
0

Obsérvese que estamos viendo

L1[0,1] € M[0,1] = C[0,1]*




Tema 7: Espacios Vectoriales Topoldgicos J




@ EVT: Ideas basicas
@ Preliminares algebraicos
@ Concepto de EVT
o Construccién de EVT

© Nociones uniformes
@ Continuidad uniforme
@ Complitud
@ Precompacidad

© Acotacisén
@ Conjuntos acotados
@ Operadores lineales acotados

@ Construcciones con EVT
@ Topologias iniciales
o Cocientes
@ Homomorfismos
@ Sumas topoldgico-directas
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Preliminares algebraicos

Notacién

X espacio vectorial (sobre K=R o C)
ACK, aeK, A\BCX, z€X,

AA={da:AeNac A}, Az={dz:A€A}, aA={aa:ac€ A}
A+B={a+b:a€cA,be B}, z+B={zx+b:be B}
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AA={da:AeNac A}, Az={dz:A€A}, aA={aa:ac€ A}
A+B={a+b:a€cA,be B}, z+B={zx+b:be B}

Por ejemplo,
@ A subespaciode X <«—= KA+ A CA
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Notacién

X espacio vectorial (sobre K=R o C)
ACK, aeK, A\BCX, z€X,

AA={da:AeNac A}, Az={dz:A€A}, aA={aa:ac€ A}
A+B={a+b:a€cA,be B}, z+B={zx+b:be B}
Por ejemplo,

@ A subespaciode X <«—= KA+ A CA
e A convexo <= (1—p)A+pAC A Vpe[0,1]
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o A C X es absorbente cuando X =RT A
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Preliminares algebraicos

Notacién

X espacio vectorial (sobre K=R o C)
ACK, aeK, A\BCX, z€X,

AA={da:AeNac A}, Az={dz:A€A}, aA={aa:ac€ A}
A+B={a+b:a€cA,be B}, z+B={zx+b:be B}

Por ejemplo,
@ A subespaciode X <«—= KA+ A CA
e A convexo <= (1—p)A+pAC A Vpe[0,1]

Conjuntos absorbentes y equilibrados

@ AC X es absorbente cuando X =R*T A
@ B C X es equilibrado cuando DB =B, donde D={X €K: |\ <1}
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Preliminares algebraicos

Notacién

X espacio vectorial (sobre K=R o C)
ACK, aeK, A\BCX, z€X,

AA={da:AeNac A}, Az={dz:A€A}, aA={aa:ac€ A}
A+B={a+b:a€cA,be B}, z+B={zx+b:be B}

Por ejemplo,
@ A subespaciode X <«—= KA+ A CA
e A convexo <= (1—p)A+pAC A Vpe[0,1]

Conjuntos absorbentes y equilibrados

o A C X es absorbente cuando X =RT A

@ B C X es equilibrado cuando DB =B, donde D={X €K: |\ <1}
Para AC X, DA es la envolvente equilibrada de A
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Topologia Vectorial:
Topologia en un espacio vectorial X que hace continuas
o Lasuma: XXX =X, (z,y)—~z+y (z,y€X)
o El producto por escalares: Kx X — X, (\,z)—~ Az (AeK,ze€X)

La topologia trivial es vectorial, la discreta no (salvo X = {0})
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Concepto de Espacio Vectorial Topoldgico

Topologia Vectorial:
Topologia en un espacio vectorial X que hace continuas
o Lasuma: XXX =X, (z,y)—~z+y (z,y€X)
o El producto por escalares: Kx X — X, (\,z)— Az (AeK,z € X)

La topologia trivial es vectorial, la discreta no (salvo X = {0})
EVT = espacio vectorial dotado de una topologia vectorial
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Topologia Vectorial:
Topologia en un espacio vectorial X que hace continuas
o Lasuma: XXX =X, (z,y)—~z+y (z,y€X)
o El producto por escalares: Kx X — X, (\,z)— Az (AeK,z € X)

La topologia trivial es vectorial, la discreta no (salvo X = {0})
EVT = espacio vectorial dotado de una topologia vectorial

Propiedad inmediata: homogeneidad
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Propiedad inmediata: homogeneidad

X EVT, N\p e Kcon \g #0y zg € X. La aplicacion = +— Xgz+x9 esun
homeomorfismo de X.
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Topologia Vectorial:
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Las traslaciones, giros y homotecias son homeomorfismos
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Topologia Vectorial:
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Propiedad inmediata: homogeneidad

X EVT, N\p e Kcon \g #0y zg € X. La aplicacion = +— Xgz+x9 esun
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Las traslaciones, giros y homotecias son homeomorfismos

B base de entornos de cero en X

4
{z+ B: B € B} base de entornos de cada z € X
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Concepto de Espacio Vectorial Topolégico

Topologia Vectorial:
Topologia en un espacio vectorial X que hace continuas
o Lasuma: XXX =X, (z,y)—~z+y (z,y€X)

o El producto por escalares: Kx X — X, (\,z)— Az (AeK,z € X)

La topologia trivial es vectorial, la discreta no (salvo X = {0})
EVT = espacio vectorial dotado de una topologia vectorial

Construcciones con EVT
000000

Propiedad inmediata: homogeneidad

X EVT, Np e Kcon \g #0 y zg € X. La aplicacion = +— Mgz +xo
homeomorfismo de X.
Las traslaciones, giros y homotecias son homeomorfismos

B base de entornos de cero en X

I
{z+ B : B € B} base de entornos de cada z € X

La topologia de X queda determinada por BB
i Cémo son las bases de entornos de cero para una topologia vectorial?

€s un
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Construccién de topologias vectoriales

Entornos de cero

X EVT, U = {entornos de cero en X}
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Construccién de topologias vectoriales

Entornos de cero
X EVT, U = {entornos de cero en X}
e UclU = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente
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Construccién de topologias vectoriales

Entornos de cero
X EVT, U = {entornos de cero en X}
e UclU = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente

e Uecld = JVeUd:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado




Acotacion Construcciones con EVT

EVT: Ideas basicas Nociones uniformes
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Construccién de topologias vectoriales
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Entornos de cero
X EVT, U = {entornos de cero en X}
e Ueld = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente
e UcUU = JVel:DV=VCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado
elUelU = IVeld:V4+VCU
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Construccion de topologias vectoriales

Entornos de cero

X EVT, U = {entornos de cero en X}
e UclU = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente

e Uecld = JVeUd:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado

elUeclU = IVeU:V+VCU )

Definicién constructiva de EVT

X espacio vectorial, B familia de subconjuntos de X verificando:
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e Uecld = JVeUd:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado

elUeclU = IVeU:V+VCU )

Definicién constructiva de EVT

X espacio vectorial, B familia de subconjuntos de X verificando:
() VOLVEB IWeB:WcCUNV
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Construccion de topologias vectoriales

Entornos de cero

X EVT, U = {entornos de cero en X}
e UclU = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente

e Uecld = JVeUd:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado

elUeclU = IVeU:V+VCU )

Definicién constructiva de EVT

X espacio vectorial, B familia de subconjuntos de X verificando:
() VOLVEB IWeB:WcCUNV
(b) U e B = U absorbente
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Construccion de topologias vectoriales

Entornos de cero

X EVT, U = {entornos de cero en X}
e UclU = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente

e Uecld = JVeUd:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado

elUeclU = IVeU:V+VCU )

Definicién constructiva de EVT

X espacio vectorial, B familia de subconjuntos de X verificando:
() VOLVEB IWeB:WcCUNV
(b) U e B = U absorbente
(c) Ue B = U equilibrado
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Construccion de topologias vectoriales

Entornos de cero

X EVT, U = {entornos de cero en X}
e UclU = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente

e Uecld = JVeUd:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado

elUeclU = IVeU:V+VCU

v

Definicién constructiva de EVT

X espacio vectorial, B familia de subconjuntos de X verificando:
() VOLVEB IWeB:WcCUNV
(b) U e B = U absorbente

(c) Ue B = U equilibrado

(dVvUueB 3VeB:V+V CU
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Construccion de topologias vectoriales

Entornos de cero

X EVT, U = {entornos de cero en X}
e UclU = X =RTU. Todo entorno de cero es absorbente

e Uecld = JVeUd:DV=VcCU. Todo entorno de cero contiene un
entorno de cero equilibrado

elUeclU = IVeU:V+VCU

Definicién constructiva de EVT

| \

X espacio vectorial, B familia de subconjuntos de X verificando:
() VOLVEB IWeB:WcCUNV
(b) U e B = U absorbente
(c) Ue B = U equilibrado
(dVvUueB 3VeB:V+V CU

Entonces existe una (tnica) topologia vectorial en X para la cual B es base de
entornos de cero

v
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Uso de la definicidon constructiva

Pseudonormas
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Uso de la definicidon constructiva

Pseudonormas

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v(z+y) <v(z)+v(y) Vo,ye X
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Uso de la definicidon constructiva

Pseudonormas

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v(z+y) <v(z)+v(y) Vo,ye X
2) A eD = v(Az)<v(z) VzeX
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Uso de la definicidon constructiva

Pseudonormas

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v(z+y) <v(z)+v(y) Vo,ye X
2) A eD = v(Az)<v(z) VzeX

(3) lim y(%):o VeeX.

n—o0
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Uso de la definicién constructiva

Pseudonormas

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v(z+y) Sv(z)+v(y) Vo,ye X
2) xeéD = v(Az)<v(z) VzeX
@) o o (%) —0 VzeX.

n—o0
Una seminorma verifica (1) y v(Az) =|A\|v(z) VAEK, Vz € X,
luego toda seminorma es una pseudonorma
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Uso de la definicién constructiva

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v@+y) Sv(@)+v(y) VoyeX
2) AeD = v(Az)<v(z) VzeX
(3) lim 1/(%)20 VreX.

n—oo
Una seminorma verifica (1) y v(Az) = |A|v(z) VAEK, Vz € X,

luego toda seminorma es una pseudonorma
o

Topologia asociada a una pseudonorma
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Uso de la definicién constructiva

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v@+y) Sv(@)+v(y) VoyeX
2) AeD = v(Az)<v(z) VzeX
(3) lim 1/(%)20 VreX.

n—o0
Una seminorma verifica (1) y v(Az) = |A|v(z) VAEK, Vz € X,
luego toda seminorma es una pseudonorma

| A

Topologia asociada a una pseudonorma

X espacio vectorial, v pseudonorma en X,
Us={zeX: :v(z)<e}
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Uso de la definicién constructiva

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v@+y) Sv(@)+v(y) VoyeX
2) AeD = v(Az)<v(z) VzeX
(3) lim 1/(%)20 VereX.

n—oo
Una seminorma verifica (1) y v(Az) = |A|v(z) VAEK, Vz € X,
luego toda seminorma es una pseudonorma

| A

Topologia asociada a una pseudonorma

X espacio vectorial, v pseudonorma en X,

Us={zeX: :v(z)<e}
La familia {U::e> 0} es base de entornos de cero para una (unica) topologia
vectorial en X,
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Uso de la definicién constructiva

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v@+y) Sv(@)+v(y) VoyeX
2) AeD = v(Az)<v(z) VzeX

(3) lim 1/(%)20 VereX.

n—oo
Una seminorma verifica (1) y v(Az) = |A|v(z) VAEK, Vz € X,
luego toda seminorma es una pseudonorma

| A

Topologia asociada a una pseudonorma

X espacio vectorial, v pseudonorma en X,
Us={zeX: :v(z)<e}
La familia {U::e> 0} es base de entornos de cero para una (unica) topologia

vectorial en X, la topologia asociada a la pseudonorma v, con la que X es un
EVT pseudonormable (seminormable cuando v es una seminorma)
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Uso de la definicién constructiva

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v@+y) Sv(@)+v(y) VoyeX
2) AeD = v(Az)<v(z) VzeX
(3) lim v (%) =0 VzeX.

n—oo
Una seminorma verifica (1) y v(Az) = |A|v(z) VAEK, Vz € X,
luego toda seminorma es una pseudonorma

| A\

Topologia asociada a una pseudonorma

X espacio vectorial, v pseudonorma en X,

Us={zeX: :v(z)<e}
La familia {U::e> 0} es base de entornos de cero para una (unica) topologia
vectorial en X, la topologia asociada a la pseudonorma v, con la que X es un
EVT pseudonormable (seminormable cuando v es una seminorma)
Definiendo d(x,y) =v(z—y) para z,y € X, se obtiene una semidistancia
que genera la misma topologia.
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Uso de la definicién constructiva

X espacio vectorial, v : X — R pseudonorma cuando:
(1) v@+y) Sv(@)+v(y) VoyeX
2) AeD = v(Az)<v(z) VzeX
(3) lim v (%) =0 VzeX.

n—oo
Una seminorma verifica (1) y v(Az) = |A|v(z) VAEK, Vz € X,
luego toda seminorma es una pseudonorma

| A\

Topologia asociada a una pseudonorma

X espacio vectorial, v pseudonorma en X,

Us={zeX: :v(z)<e}
La familia {U::e> 0} es base de entornos de cero para una (unica) topologia
vectorial en X, la topologia asociada a la pseudonorma v, con la que X es un
EVT pseudonormable (seminormable cuando v es una seminorma)
Definiendo d(x,y) =v(z—y) para z,y € X, se obtiene una semidistancia
que genera la misma topologia.

Seminormable — Pseudonormable = Semimetrizable
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

@ Cierre de un conjunto A C X:

A= ﬂA+U
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

@ Cierre de un conjunto A C X:

A= ﬂA+U

o {U : U € B} base de entornos de cero cerrados
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

@ Cierre de un conjunto A C X:

A= ﬂA+U

o {U : U € B} base de entornos de cero cerrados

@ X es un espacio topoldgico regular
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

@ Cierre de un conjunto A C X:

A= ﬂA+U

o {U : U € B} base de entornos de cero cerrados
@ X es un espacio topoldgico regular

@ Los axiomas de separacién T, T, T2 y T3 son equivalentes para X.
EVT separado
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

@ Cierre de un conjunto A C X:

A= ﬂA+U

{U : U € B} base de entornos de cero cerrados

X es un espacio topolégico regular

Los axiomas de separacién T, T1, T2 y T3 son equivalentes para X.
EVT separado

X separado <= {0} cerrado
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

@ Cierre de un conjunto A C X:

A= ﬂA+U

{U : U € B} base de entornos de cero cerrados

X es un espacio topolégico regular

Los axiomas de separacién T, T1, T2 y T3 son equivalentes para X.
EVT separado

X separado <= {0} cerrado

@ Un espacio pseudonormable es separado cuando su pseudonorma v es
total: z€ X, v(z)=0 = z=0
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Uso de los entornos de cero

X EVT, B base de entornos de cero,

@ Cierre de un conjunto A C X:

A= ﬂA+U

{U : U € B} base de entornos de cero cerrados

X es un espacio topolégico regular

Los axiomas de separacién T, T1, T2 y T3 son equivalentes para X.
EVT separado

X separado <= {0} cerrado

@ Un espacio pseudonormable es separado cuando su pseudonorma v es
total: z€ X, v(z)=0 = z=0

seminorma total = norma
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X, YEVT, ACX, f:A=Y
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Continuidad uniforme

X, YEVT, ACX, f: A=Y

f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:
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Continuidad uniforme

X, YEVT, ACX, f: A=Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—belU = f(a)—f(b)eV
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Continuidad uniforme

X, YEVT, ACX, f: A=Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—belU = f(a)—f(b)eV

Coherente en caso de que X e Y sean pseudonormables
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X, YEVT, ACX, f: A=Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—belU = fla)—f(b)eV

Coherente en caso de que X e Y sean pseudonormables

Continuidad de operadores lineales
X,Y EVT, T : X — Y operador lineal. Equivalen:

| \
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X, YEVT, ACX, f: A=Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—belU = fla)—f(b)eV

Coherente en caso de que X e Y sean pseudonormables

Continuidad de operadores lineales
X,Y EVT, T : X — Y operador lineal. Equivalen:

(i) T es uniformemente continuo en X

| \
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X, YEVT, ACX, f: A=Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—belU = fla)—f(b)eV

Coherente en caso de que X e Y sean pseudonormables

Continuidad de operadores lineales
X,Y EVT, T : X — Y operador lineal. Equivalen:

(i) T es uniformemente continuo en X

| \

(ii) T es continuo en X
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X, YEVT, ACX, f: A=Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—belU = fla)—f(b)eV

Coherente en caso de que X e Y sean pseudonormables

Continuidad de operadores lineales
X,Y EVT, T : X — Y operador lineal. Equivalen:

(i) T es uniformemente continuo en X

| \

(ii) T es continuo en X

(iii) T es continuo en 0
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X, YEVT, ACX, f: A=Y
f es uniformemente continua (en A) cuando para cada V entorno de 0 en Y
existe un U, entorno de 0 en X, tal que:

a,beA, a—belU = fla)—f(b)eV

Coherente en caso de que X e Y sean pseudonormables

Continuidad de operadores lineales
X,Y EVT, T : X — Y operador lineal. Equivalen:

(i) T es uniformemente continuo en X

| \

(ii) T es continuo en X

(iii) T es continuo en 0

L(X,Y) operadores lineales continuos
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o Conjunto dirigido: A # () con relacién binaria <, reflexiva y transitiva
(preorden) verificando:

YALA2 EA IAEA: A <A A2 <A

Ejemplos: cualquier conjunto con una relacién de orden total, N, R. Los
entornos de un punto en un espacio topolégico ordenados por “contencién”
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o Conjunto dirigido: A # () con relacién binaria <, reflexiva y transitiva
(preorden) verificando:

VA, A2 €A IAEA: AL <A, A2 <A
Ejemplos: cualquier conjunto con una relacién de orden total, N, R. Los

entornos de un punto en un espacio topolégico ordenados por “contencién”

@ Red en un conjunto X: Aplicacién ¢ : A — X, con A dirigido. Notacién:
zx =¢(N), p ={z)}. Ejemplo: sucesién
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o Conjunto dirigido: A # () con relacién binaria <, reflexiva y transitiva
(preorden) verificando:

YALA2 EA IAEA: A <A Ao <A

Ejemplos: cualquier conjunto con una relacién de orden total, N, R. Los
entornos de un punto en un espacio topolédgico ordenados por “contencién

@ Red en un conjunto X: Aplicacién ¢ : A — X, con A dirigido. Notacién:
zx =¢(N), p ={z)}. Ejemplo: sucesién
@ Red convergente: X espacio topoldgico, {z)} red en X, z € X:

{za} =z <= VYUeU(z) INeEA: {z): <A} CU
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o Conjunto dirigido: A # () con relacién binaria <, reflexiva y transitiva
(preorden) verificando:

YALA2 EA IAEA: A <A Ao <A

Ejemplos: cualquier conjunto con una relacién de orden total, N, R. Los
entornos de un punto en un espacio topolédgico ordenados por “contencién

@ Red en un conjunto X: Aplicacién ¢ : A — X, con A dirigido. Notacién:
zx =¢(N), p ={z)}. Ejemplo: sucesién
@ Red convergente: X espacio topoldgico, {z)} red en X, z € X:

{za} =z <= VYUeU(z) INeEA: {z): <A} CU
@ Las redes convergentes caracterizan la topologia:

rc€A <= 3F{ar} : an€A VIEA, {ay} —z
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o Conjunto dirigido: A # () con relacién binaria <, reflexiva y transitiva
(preorden) verificando:

YALA2 EA IAEA: A <A Ao <A

Ejemplos: cualquier conjunto con una relacién de orden total, N, R. Los
entornos de un punto en un espacio topolédgico ordenados por “contencién

@ Red en un conjunto X: Aplicacién ¢ : A — X, con A dirigido. Notacién:
zx =¢(N), p ={z)}. Ejemplo: sucesién
@ Red convergente: X espacio topoldgico, {z)} red en X, z € X:

{za} =z <= VYUeU(z) INeEA: {z): <A} CU
@ Las redes convergentes caracterizan la topologia:

rc€A <= 3F{ar} : an€A VIEA, {ay} —z

o Ejemplo: En todo EVT, el cierre de un subespacio es un subespacio
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Complitud

Red de Cauchy

@ En un espacio métrico: Ve >0 Ao : A\, 2 =X = d(zh,wxz) <e
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Complitud

Red de Cauchy

@ En un espacio métrico: Ve >0 Ao : A\, 2 =X = d(zh,xxz) <e
@ Enun EVT: VU €U(0) 3N : A, 2= Xy = zy, —xy, €U




EVT: Ideas basicas Nociones uniformes Acotacién Construcciones con EVT
00000 [ele] le] [e]e] 000000

Complitud

Red de Cauchy

@ En un espacio métrico: Ve >0 Ao : A\, 2 =X = d(zh,xxz) <e
@ Enun EVT: VU €U(0) 3N : A, 2= Xy = zy, —xy, €U

Conjuntos completos

X EVT, E C X. E completo cuando toda red de Cauchy en E converge a un
punto de E.
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Complitud

@ En un espacio métrico: Ve >0 J)Ag : A1, 2 > A\g = d(mAl,xM) <e
@ Enun EVT: VU €U(0) 3N : A, 2= Xy = zy, —xy, €U

X EVT, E C X. E completo cuando toda red de Cauchy en E converge a un
punto de E.

v

Uso de la complitud
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Complitud

@ En un espacio métrico: Ve >0 J)Ag : A1, 2 > A\g = d(mAl,a:M) <e
@ Enun EVT: VU €U(0) 3N : A, 2= Xy = zy, —xy, €U

X EVT, E C X. E completo cuando toda red de Cauchy en E converge a un
punto de E.

v

Uso de la complitud

o E completo, F=FNE = F completo
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Complitud

@ En un espacio métrico: Ve >0 J)Ag : A1, 2 > A\g = d(mAl,a:M) <e
@ Enun EVT: VU €U(0) 3N : A, 2= Xy = zy, —xy, €U

X EVT, E C X. E completo cuando toda red de Cauchy en E converge a un
punto de E.

v

Uso de la complitud

o E completo, F=FNE = F completo
e X separado, X D F completo = E=F
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Complitud

@ En un espacio métrico: Ve >0 J)Ag : A1, 2 > A\g = d(wAl,a:M) <e
@ Enun EVT: VU €U(0) 3N : A, 2= Xy = zy, —xy, €U

X EVT, E C X. E completo cuando toda red de Cauchy en E converge a un
punto de E.

v

Uso de la complitud

o E completo, F=FNE = F completo
e X separado, X D F completo = E=F

@ Todo EVT se puede completar
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Complitud

@ En un espacio métrico: Ve >0 J)Ag : A1, 2 > A\g = d(wAl,a:M) <e
@ Enun EVT: VU €U(0) FXo : A, 2 =X = Ty, — Ty, €U

X EVT, E C X. E completo cuando toda red de Cauchy en E converge a un
punto de E.

v

Uso de la complitud

o E completo, F=FNE = F completo
e X separado, X D F completo = E=F

@ Todo EVT se puede completar

@ Extensién de funciones: X,Y EVT, Y separado y completo, M C X
subespacio denso, T'€ L(M,Y"). Existe tnica extensién T' € L(X,Y). Por
tanto L(M,Y) = L(X,Y)
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Precompacidad

Conjuntos precompactos

En un espacio métrico:
n
A precompacto <= Ve>0, AcC|J,_;B(zy,e)
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Precompacidad

Conjuntos precompactos

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AcC|J;_, B(zy,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AcC|Ji_,B(zy,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U

4

Propiedades de los conjuntos precompactos
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AcC|Ji_,B(zy,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U

4

Propiedades de los conjuntos precompactos

@ Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AC UZ:1 B(zg,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U

4

Propiedades de los conjuntos precompactos

@ Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas

o A precompacto => A precompacto
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AC UZ:1 B(zg,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U

4

Propiedades de los conjuntos precompactos

@ Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas

o A precompacto => A precompacto

@ A precompacto, f uniformemente continua = f(A) precompacto
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AC UZ:1 B(zg,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U

4

Propiedades de los conjuntos precompactos

@ Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas

o A precompacto => A precompacto

@ A precompacto, f uniformemente continua = f(A) precompacto

v
Caracterizacién de la compacidad
i
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AC UZ:1 B(zg,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U

4

Propiedades de los conjuntos precompactos

@ Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas

o A precompacto => A precompacto

@ A precompacto, f uniformemente continua = f(A) precompacto

v
Caracterizacién de la compacidad

X EVT, ACX,
A compacto <= A precompacto y completo
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Precompacidad

En un espacio métrico:
A precompacto <= Ve>0, AC UZ:1 B(zg,e)
En un EVT:
A precompacto <= VU € U(0), IF finito: AC F+U

4

Propiedades de los conjuntos precompactos

@ Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas

o A precompacto => A precompacto

@ A precompacto, f uniformemente continua = f(A) precompacto

v
Caracterizacién de la compacidad

X EVT, ACX,
A compacto <= A precompacto y completo

Por tanto, si X es completo,

A precompacto <= A relativamente compacto
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Conjuntos acotados

Definicién de conjunto acotado

X EVT, ACX,
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Conjuntos acotados

Definicién de conjunto acotado

X EVT, ACX,
A acotado <= VU entornodeceroen X, I peRT : AC pU
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Conjuntos acotados

Definicién de conjunto acotado

X EVT, ACX,
A acotado <= VU entornodeceroen X, I peRT : AC pU

Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
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Conjuntos acotados

Definicién de conjunto acotado

X EVT, ACX,
A acotado <= VU entornodeceroen X, I peRT : AC pU

Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
A acotado = sup{r(a):a€ A} <oo
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Conjuntos acotados

Definicién de conjunto acotado
X EVT, ACX,
A acotado <= VU entornodeceroen X, I peRT : AC pU

Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
A acotado = sup{r(a):a€ A} <oo

El reciproco no es cierto en general,
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Conjuntos acotados

Definicién de conjunto acotado
X EVT, ACX,
A acotado <= VU entornodeceroen X, I peRT : AC pU

Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
A acotado = sup{r(a):a€ A} <oo

El reciproco no es cierto en general, pero si para seminormas
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Conjuntos acotados

X EVT, ACX,
A acotado <= VYU entornodeceroen X, IpeRT : AC pU
Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
A acotado = sup{r(a):a€ A} <

El reciproco no es cierto en general, pero si para seminormas

Propiedades de los conjuntos acotados

N | »
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Conjuntos acotados

X EVT, ACX,
A acotado <= VYU entornodeceroen X, IpeRT : AC pU
Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
A acotado = sup{r(a):a€ A} <

El reciproco no es cierto en general, pero si para seminormas

Propiedades de los conjuntos acotados

| A\

@ Precompacto — Acotado
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Conjuntos acotados

X EVT, ACX,
A acotado <= VYU entornodeceroen X, IpeRT : AC pU

Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:

A acotado = sup{r(a):a€ A} <

El reciproco no es cierto en general, pero si para seminormas

Propiedades de los conjuntos acotados

| A\

@ Precompacto — Acotado

@ A acotado <= {{an:neN}CA: {%}%0}
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Conjuntos acotados

X EVT, ACX,
A acotado <= VYU entornodeceroen X, IpeRT : AC pU
Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
A acotado = sup{r(a):a€ A} <

El reciproco no es cierto en general, pero si para seminormas

Propiedades de los conjuntos acotados

| A

@ Precompacto — Acotado

an

@ A acotado <= {{an:neN}CA: {F}HO}

@ Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas
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Conjuntos acotados

X EVT, ACX,
A acotado <= VYU entornodeceroen X, IpeRT : AC pU
Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v:
A acotado = sup{r(a):a€ A} <

El reciproco no es cierto en general, pero si para seminormas

| A

Propiedades de los conjuntos acotados

@ Precompacto — Acotado
an

A acotado <= {{an:neN}CA = {F}HO}

Uniones finitas, combinaciones lineales, envolventes equilibradas

A acotado =—> A acotado




EVT: Ideas basicas Nociones uniformes Acotacién Construcciones con EVT
00000 0000 oce 000000

Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo

(c) T secuencialmente continuo
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
(c) T secuencialmente continuo
(d) T acotado:

AC X, Aacotado = T(A) acotado en Y
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
(c) T secuencialmente continuo
(d) T acotado:

AC X, Aacotado = T(A) acotado en Y

@ Siempre: (a) = (b) = (c¢) = (d)
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
(c) T secuencialmente continuo
(d) T acotado:

AC X, Aacotado = T(A) acotado en Y

@ Siempre: (a) = (b) = (c¢) = (d)

@ En general, ninguna reversible




EVT: Ideas basicas Nociones uniformes Acotacién Construcciones con EVT
00000 0000 oce 000000

Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
(c) T secuencialmente continuo
(d) T acotado:

AC X, Aacotado = T(A) acotado en Y

e Siempre: (a) = (b) = (¢) = (d)
@ En general, ninguna reversible

@ Si X tiene un entorno de cero acotado, todas son equivalentes
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
(c) T secuencialmente continuo
(d) T acotado:

AC X, Aacotado = T(A) acotado en Y

Siempre: (a) = (b) = (c) = (d)

En general, ninguna reversible
@ Si X tiene un entorno de cero acotado, todas son equivalentes

@ Si Y tiene un entorno de cero acotado, (b) = (a)
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Acotacién de operadores lineales

X,Y EVT, T:X —Y lineal. Consideramos varias afirmaciones:
(a) T acotado en un entorno de cero:
3U entorno de cero en X : T(U) acotado en Y
(b) T continuo
(c) T secuencialmente continuo
(d) T acotado:

AC X, Aacotado = T(A) acotado en Y

Siempre: (a) = (b) = (c) = (d)

En general, ninguna reversible

@ Si X tiene un entorno de cero acotado, todas son equivalentes

Si Y tiene un entorno de cero acotado, (b) = (a)
Si X es semimetrizable, (d) = (b)
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Topologias iniciales

Topologia inicial

X #0, {(Xi,T;):i€ I} espacios topolégicos, f;: X =X, (i€l).
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Topologias iniciales

Topologia inicial
X #0, {(Xi,T;):i€ I} espacios topolégicos, f;: X =X, (i€l).

Topologia inicial para {f; : 4 € I}: Minima que las hace a todas continuas
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Topologias iniciales

X #0, {(X;,T;):1€ I} espacios topoldgicos, f;: X —X; (i€]).

Topologia inicial para {f; : 4 € I'}: Minima que las hace a todas continuas

v

Hechos generales
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Topologias iniciales

X #0, {(X;,T;):1€ I} espacios topoldgicos, f;: X —X; (i€]).

Topologia inicial para {f; : 4 € I'}: Minima que las hace a todas continuas

v

Hechos generales

@ Base de la topologia inicial:

() #7'(G) : JC I, J finito, Gi € T Vi€ J
icJ
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Topologias iniciales

X #0, {(X;,T;):1€ I} espacios topoldgicos, f;: X —X; (i€]).

Topologia inicial para {f; : 4 € I'}: Minima que las hace a todas continuas

v

Hechos generales

@ Base de la topologia inicial:

ﬂ f7NGy) : JC I, J finito, G; € T, Vie J
icJ
@ Convergencia en la topologia inicial:
{aa} 22 = {fil@)} - filz) Viel
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Topologias iniciales

X #0, {(X;,T;):1€ I} espacios topoldgicos, f;: X —X; (i€]).

Topologia inicial para {f; : 4 € I'}: Minima que las hace a todas continuas

vy

Hechos generales

@ Base de la topologia inicial:

ﬂ f7NGy) : JC I, J finito, G; € T, Vie J
icJ
@ Convergencia en la topologia inicial:
{aa} 22 = {fil@)} - filz) Viel
o Criterio de continuidad: Y espacio topoldgico, f:Y — X,
f continua <= f;of continua Viel
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Topologias iniciales

X #0, {(X;,T;):1€ I} espacios topoldgicos, f;: X —X; (i€]).

Topologia inicial para {f; : 4 € I'}: Minima que las hace a todas continuas

vy

Hechos generales

@ Base de la topologia inicial:

ﬂ f7NGy) : JC I, J finito, G; € T, Vie J
icJ
@ Convergencia en la topologia inicial:
{aa} 22 = {fil@)} - filz) Viel
o Criterio de continuidad: Y espacio topoldgico, f:Y — X,
f continua <= f;of continua Viel

@ Ejemplos: inducida, producto, supremo
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Topologias iniciales

X #0, {(X;,T;):1€ I} espacios topoldgicos, f;: X —X; (i€]).

Topologia inicial para {f; : 4 € I'}: Minima que las hace a todas continuas

vy

Hechos generales

@ Base de la topologia inicial:

() #7'(G) : JC I, J finito, Gi € T Vi€ J
icJ
@ Convergencia en la topologia inicial:
{aa} 22 = {fil@)} - filz) Viel

o Criterio de continuidad: Y espacio topoldgico, f:Y — X,
f continua <= f;of continua Viel
@ Ejemplos: inducida, producto, supremo

@ Teorema de Tichonoff: Un producto arbitrario de espacios topoldgicos
compactos es compacto
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales

@ X espacio vectorial, {X;:¢ € I} familia de EVT y para cada ¢ € I,
fi : X = X lineal. Entonces X con la topologia inicial es un EVT.
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales

@ X espacio vectorial, {X;:¢ € I} familia de EVT y para cada ¢ € I,
fi : X = X lineal. Entonces X con la topologia inicial es un EVT.

@ Base de entornos de cero en X:

B=q(fi'(W) : JC1, J finito, U; € B; Vi€ J
ieJ
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales

@ X espacio vectorial, {X;:¢ € I} familia de EVT y para cada ¢ € I,
fi : X = X lineal. Entonces X con la topologia inicial es un EVT.

@ Base de entornos de cero en X:
B=q(fi'(W) : JC1, J finito, U; € B; Vi€ J
1€J
@ Ejemplos: Subespacios, Producto de EVT, Supremo
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales

@ X espacio vectorial, {X;:¢ € I} familia de EVT y para cada ¢ € I,
fi : X = X lineal. Entonces X con la topologia inicial es un EVT.

@ Base de entornos de cero en X:
B=q(fi'(W) : JC1, J finito, U; € B; Vi€ J
1€J
@ Ejemplos: Subespacios, Producto de EVT, Supremo
@ Separacién: Si X; es separado para todo i € I,
X separado <= ﬂkerfi = {0}
el
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales

@ X espacio vectorial, {X;:¢ € I} familia de EVT y para cada ¢ € I,
fi : X = X lineal. Entonces X con la topologia inicial es un EVT.

Base de entornos de cero en X:

B=q(fi'(W) : JC1, J finito, U; € B; Vi€ J
1€J
Ejemplos: Subespacios, Producto de EVT, Supremo

Separacién: Si X; es separado para todo i € I,
X separado <= ﬂkerfi = {0}
el
@ Acotacién y Precompacidad: A C X,

acotado acotado
A { = fi(A) { Viel
precompacto precompacto
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EVT con topologia inicial

Topologia inicial para aplicaciones lineales

@ X espacio vectorial, {X;:¢ € I} familia de EVT y para cada ¢ € I,
fi : X = X lineal. Entonces X con la topologia inicial es un EVT.

Base de entornos de cero en X:

B=q(fi'(W) : JC1, J finito, U; € B; Vi€ J
1€J
Ejemplos: Subespacios, Producto de EVT, Supremo

Separacién: Si X; es separado para todo i € I,
X separado <= ﬂkerfi = {0}

el
@ Acotacién y Precompacidad: A C X,
acotado acotado
A { = fi(A) { Viel
precompacto precompacto

Complitud: HXi completo <= X, completo Viel
i€l
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Cociente de EVT

Topologia cociente

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente




EVT: Ideas basicas Nociones uniformes Acotacién Construcciones con EVT
00000 0000 [e]e] [e]e] le]ele]

Cociente de EVT

Topologia cociente

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X

v

Hechos basicos
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X

v

Hechos basicos

@ 7 es continua y abierta
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X

v

Hechos basicos

@ 7 es continua y abierta
e X/M esun EVT
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X

v

Hechos basicos

@ 7 es continua y abierta
e X/M esun EVT
o X/M separado <= M =M
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X

v

Hechos basicos

@ 7 es continua y abierta

e X/M esun EVT

X/M separado <= M =M

@ Y espacio topolégico, f: X/M — Y,

f continua <= fom continua
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X

v

Hechos basicos

@ 7 es continua y abierta

@ X/M esun EVT

X/M separado <= M =M

@ Y espacio topolégico, f: X/M — Y,

f continua <= fom continua

@ Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v, definiendo:
v(z+ M) =inf{v(z+m): me M},

v es una pseudonorma en X/M que genera la topologia cociente.
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Cociente de EVT

X EVT, M subespacio vectorial de X, m: X — X/M aplicacién cociente
Definicién de la topologia cociente: G C X/M,

G abierto <= 7 1(G) abierto en X

v

Hechos basicos

@ 7 es continua y abierta

@ X/M esun EVT

X/M separado <= M =M

@ Y espacio topolégico, f: X/M — Y,

f continua <= fom continua

@ Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v, definiendo:
v(z+ M) =inf{v(z+m): me M},

v es una pseudonorma en X/M que genera la topologia cociente. Si v es
una seminorma, igual le ocurre a v
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Homomorfismos de EVT

Isomorfismo (de EVT)

X eY EVT. Isomorfismo de X sobre Y: Operador lineal biyectivo T: X —Y
tal que T'y T~ son continuos
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Homomorfismos de EVT

X eY EVT. Isomorfismo de X sobre Y: Operador lineal biyectivo T: X —Y
tal que T'y T~ son continuos

v

Factorizacién canénica de un operador lineal

T

X Y

T
X/kerT —— T(X)




EVT: Ideas basicas Nociones uniformes Acotacion Construcciones con EVT
00000 0000 [e]e] [e]e]e] Jele]

Homomorfismos de EVT

X eY EVT. Isomorfismo de X sobre Y: Operador lineal biyectivo T: X —Y
tal que T'y T~ son continuos

v

Factorizacién canénica de un operador lineal

T

X Y

T
X/kerT —— T(X)

X eY EVT. Homomorfismo de X en Y: Operador lineal continuo 7: X —Y
tal que T': X — T'(X) es una aplicacién abierta
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Homomorfismos de EVT

X eY EVT. Isomorfismo de X sobre Y: Operador lineal biyectivo T: X —Y
tal que T'y T~ son continuos

v

Factorizacién canénica de un operador lineal

T

X Y

T
X/kerT —— T(X)

X eY EVT. Homomorfismo de X en Y: Operador lineal continuo 7: X —Y
tal que T': X — T'(X) es una aplicacién abierta
Inyectivo = Monomorfismo;
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Homomorfismos de EVT

X eY EVT. Isomorfismo de X sobre Y: Operador lineal biyectivo T: X —Y
tal que T'y T~ son continuos
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tal que T': X — T'(X) es una aplicacién abierta
Inyectivo = Monomorfismo; Sobreyectivo =- Epimorfismo
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X eY EVT. Isomorfismo de X sobre Y: Operador lineal biyectivo T: X —Y
tal que T'y T~ son continuos

v

Factorizacién canénica de un operador lineal

T

X Y

T
X/kerT —— T(X)

X eY EVT. Homomorfismo de X en Y: Operador lineal continuo 7: X —Y
tal que T': X — T'(X) es una aplicacién abierta

Inyectivo = Monomorfismo; Sobreyectivo =- Epimorfismo

Todo homomorfismo (1) es composicién de un epimorfismo (7), un isomorfismo

(T") y un monomorfismo (I)
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suma directa
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Suma topoldgico-directa

Suma directa algebraica de dos subespacios

X espacio vectorial, Y subespacio de X. Complemento algebraico de Y en X:
subespacio Z de X tal que X =Y +Z7, YNZ = {0}, esdecir X =Y @ Z,
suma directa

@ »:YXZ— X, ®(y,z) =y+2z biyeccién lineal

o & 1(2) = (Pz,z—Pz). P:X — X proyeccién lineal:
P2 =P P(X)=Y, kertP=2

o VU:Z 5 X/Y, U(2)=2+Y biyeccién lineal
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3) ¥~ es continua (¥ es un isomorfismo)
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X espacio vectorial, Y subespacio de X. Complemento algebraico de Y en X:
subespacio Z de X tal que X =Y +Z7, YNZ = {0}, esdecir X =Y @ Z,
suma directa
@ »:YXZ— X, ®(y,z) =y+2z biyeccién lineal
o & 1(2) = (Pz,z—Pz). P:X — X proyeccién lineal:
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o VU:Z 5 X/Y, U(2)=2+Y biyeccién lineal
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Suma topolégico-directa
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Y complementado: 37 : X =Y & Z suma topoldgico-directa
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Equivalentemente: 3P : X — X proyeccién lineal continua, P(X) =Y
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Subespacios complementados

Ejemplos sencillos
@ X EVT separado, X =Y @ Z,
suma topoldgico directa —> Y,Z cerrados
e X EVT, X = WEB Z suma toLolégico-directa
Z EVT separado, isomorfo a X/{0}

X EVT, Y subespacio de X

Y complementado: 37 : X =Y & Z suma topoldgico-directa
Equivalentemente: 3P : X — X proyeccién lineal continua, P(X) =Y
Z =ker P complemento topolégico de Y en X, isomorfo a X/Y

X EVT separado, Y subespacio complementado de X =— Y cerrado
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© EVT de dimensién finita
@ Teorema de Tychonoff
@ Teorema de Riesz
@ Ejemplos

© EVT normables
@ Funcional de Minkowski
@ Criterio de normabilidad

@ Espacios localmente acotados
@ Espacios localmente convexos

© EVT metrizables
@ Metrizabilidad
@ F-espacios
@ Espacios de Fréchet
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i Cuantos hay?

Teorema de Tychonoff (1935)

Toda biyeccidn lineal entre dos espacios vectoriales topolégicos separados de
dimensién finita es un isomorfismo

Consecuencias

o (Hausdorff, 1932) En un espacio vectorial de dimensién finita, todas las
normas son equivalentes

@ Todo subespacio finito-dimensional de un EVT separado es cerrado
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i Cuantos hay?

Teorema de Tychonoff (1935)

Toda biyeccidn lineal entre dos espacios vectoriales topolégicos separados de
dimensién finita es un isomorfismo

Consecuencias
o (Hausdorff, 1932) En un espacio vectorial de dimensién finita, todas las
normas son equivalentes
@ Todo subespacio finito-dimensional de un EVT separado es cerrado
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i Cuantos hay?

Teorema de Tychonoff (1935)

Toda biyeccidn lineal entre dos espacios vectoriales topolégicos separados de
dimensién finita es un isomorfismo

Consecuencias

o (Hausdorff, 1932) En un espacio vectorial de dimensién finita, todas las
normas son equivalentes

@ Todo subespacio finito-dimensional de un EVT separado es cerrado

@ Todo operador lineal de un EVT separado de dimensién finita en cualquier
otro EVT es continuo
@ Un operador lineal con valores en un EVT separado de dimension finita es

(a) Continuo <= su nicleo es cerrado
(b) Abierto <= es sobreyectivo

@ En un EVT separado, todo subespacio cerrado de codimensién finita
estd complementado
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Teorema de Riesz generalizado

N
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Espacio de medida: Q={1,2,...,N}, A=P(2), x = ndmero de elementos
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Lwdﬂ=zw(k) Lp(n) = Lp(p) =K~ (0<p<o0)
k=1

Como EVT son todos isomorfos: K con la topologia producto
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Espacios L, de dimensién finita

Los espacios l;,v

Espacio de medida: Q={1,2,...,N}, A=P(2), x = ndmero de elementos

N
Lwdﬂ=zw(k) Lp(n) = Lp(p) =K~ (0<p<o0)
k=1

Como EVT son todos isomorfos: K con la topologia producto
N N
lp =K% [-1lp) (I<p<oo)

N 1/p
lall = <Z|x<k>|”> (@ eKN,1<p<o0)
k=1

lzlloo = méx{|z(k)|: 1< k< N} (zeKN)
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Espacios L, de dimensién finita

Los espacios l;,v

Espacio de medida: Q@ ={1,2,...,N}, A="P(Q), u = nimero de elementos

N
/wdu Doa) L= Ly =K 0<p<o)

=1

Como EVT son todos isomorfos: K con la topologia producto
=&, lp) (1<p<oo)

1/p
lzllp = <Z|x<k>”) (zekN,1<p< o)
k=1

zlloo = méx{|z(k)]:1<k< N} (zek®)
Desigualdad de Hoélder:

N N p , n 1/p*
> L@ ly(k)] < (Dx(k)p) <Z|y<k>|p*>
k=1 k=1

k=1
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, £ C X, FE absorbente.
Funcional de Minkowski de E:
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, £ C X, FE absorbente.
Funcional de Minkowski de E:

vp: X —[0,00] vg(z)=f{p>0:z€pE} (ze€X)
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, E C X, FE absorbente.

Funcional de Minkowski de E':

vg: X = [0,00] vg(r)=f{p>0:z€pE} (ze€X)

v

Propiedades
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, E C X, FE absorbente.

Funcional de Minkowski de E':

vg: X = [0,00] vg(r)=f{p>0:z€pE} (ze€X)

v

Propiedades

e EC{zeX :vp(x) <1}
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, E C X, FE absorbente.

Funcional de Minkowski de E':

vg: X = [0,00] vg(r)=f{p>0:z€pE} (ze€X)

v

Propiedades

e EC{zeX :vp(x)<1}

@ Positivamente homogéneo: vg(rz) =rvg(z) (z€X, r>0)
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, E C X, FE absorbente.

Funcional de Minkowski de E':

vg: X = [0,00] vg(r)=f{p>0:z€pE} (ze€X)

v

Propiedades

e EC{zeX :vp(x) <1}

@ Positivamente homogéneo: vg(rz) =rvg(z) (z€X, r>0)

@ E equilibrado o convexo — {z€ X :vg(z)<1}CE
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, E C X, FE absorbente.

Funcional de Minkowski de E':

Espacios localmente convexos

[e]

vg: X = [0,00] vg(r)=f{p>0:z€pE} (ze€X)

EVT metrizables
00000

v

Propiedades

e EC{zeX :vp(x) <1}

@ Positivamente homogéneo: vg(rz) =rvg(z) (z€X, r>0)

@ E equilibrado o convexo — {z€ X :vg(z)<1}CE

@ E equilibrado = vg(Az)=|\vg(x)

(ze X, NeK)
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, E C X, FE absorbente.

Funcional de Minkowski de E':

vg: X = [0,00] vg(r)=f{p>0:z€pE} (ze€X)

v

Propiedades

e EC{zeX :vp(x) <1}

Positivamente homogéneo: vg(rz) =rvg(z) (z€ X, r>0)
E equilibrado o convexo — {z€ X :vg(z)<1}CE
E equilibrado = vg(Az)=|\rvg(z) (z€X, AeK)

°
°
°
@ E convexo = vg(z+y)<vp(x)+ve(ly) (z,yeX)
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Funcional de Minkowski

X espacio vectorial, E C X, FE absorbente.
Funcional de Minkowski de E':

vg: X = [0,00] vg(r)=f{p>0:z€pE} (ze€X)

v

Propiedades

e EC{zeX :vp(x) <1}

o Positivamente homogéneo: vg(rz)=rvg(z) (z€ X, r>0)
@ E equilibrado o convexo — {z€ X :vg(z)<1}CE
@ E equilibrado = vg(Az)=|Nvg(z) (ze€X, Ae€K)
@ E convexo = vg(z+y)<vp(x)+ve(ly) (z,yeX)
°

E absolutamente convexo (convexo + equilibrado)

{zeX vp(z)<1}CEC{zec X :vg(x) <1}

{ VE seminorma




Espacios localmente convexos EVT metrizables

EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados
00000

[e]e]e} oe [e] [e]

Envolvente convexa

X espacio vectorial, £ C X. Envolvente convexa de E': interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a F, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a E.




Espacios localmente convexos EVT metrizables

EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados
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Envolvente convexa

X espacio vectorial, £ C X. Envolvente convexa de E': interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a F, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a E. Descripcién:

n n
coFE = Zpkxk :nmeEN, z1,...,2n €E, p1,...,pn =0, Zpkzl
k=1 k=1
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X espacio vectorial, F¥ C X. Envolvente convexa de E: interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a E, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a . Descripcién:

n n
coF = Zpkmk :neN, z1,...,xn €E, p1,...,pn 20, Zpkzl
k=1 k=1

Envolvente absolutamente convexa: |co|E = co(DFE) = co(TE) minimo
subconjunto convexo y equilibrado de X que contiene a E.
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X espacio vectorial, F¥ C X. Envolvente convexa de E: interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a E, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a . Descripcién:

n n
coF = Zpkmk :neN, z1,...,xn €E, p1,...,pn 20, Zpkzl
k=1 k=1

Envolvente absolutamente convexa: |co|E = co(DFE) = co(TE) minimo
subconjunto convexo y equilibrado de X que contiene a E. Descripcién:

n n
|co| E = Z)\kzk : mEN, 21,...,2n €E, M,...,A\n €K, Z|,\k|<1
k=1 k=1
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X espacio vectorial, F¥ C X. Envolvente convexa de E: interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a E, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a . Descripcién:

n n
coF = Zpkmk :neN, z1,...,xn €E, p1,...,pn 20, Zpkzl
k=1 k=1

Envolvente absolutamente convexa: |co|E = co(DFE) = co(TE) minimo
subconjunto convexo y equilibrado de X que contiene a E. Descripcién:

n n
|co| E = Z)\kxk : mEN, 21,...,2n €E, M,...,A\n €K, Z|,\k|<1
k=1 k=1

Criterio de normabilidad (Kolmogorov, 1934)
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X espacio vectorial, F¥ C X. Envolvente convexa de E: interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a E, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a . Descripcién:

n n
coF = Zpkmk :neN, z1,...,xn €E, p1,...,pn 20, Zpkzl
k=1 k=1

Envolvente absolutamente convexa: |co|E = co(DFE) = co(TE) minimo
subconjunto convexo y equilibrado de X que contiene a E. Descripcién:

n n
|co| E = Z)\kzk : mEN, 21,...,2n €E, M,...,A\n €K, Z|,\k|<1
k=1 k=1

Criterio de normabilidad (Kolmogorov, 1934)

Un EVT es seminormable si, y sélo si, contiene un entorno de cero convexo y
acotado.
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X espacio vectorial, F¥ C X. Envolvente convexa de E: interseccién de todos los
subconjuntos convexos de X que contienen a E, minimo subconjunto convexo
de X que contiene a . Descripcién:

n n
coF = Zpkmk :neN, z1,...,xn €E, p1,...,pn 20, Zpkzl
k=1 k=1

Envolvente absolutamente convexa: |co|E = co(DFE) = co(TE) minimo
subconjunto convexo y equilibrado de X que contiene a E. Descripcién:

n n
|co| E = Z)\kzk : mEN, 21,...,2n €E, M,...,A\n €K, Z|,\k|<1
k=1 k=1

Criterio de normabilidad (Kolmogorov, 1934)

Un EVT es seminormable si, y sélo si, contiene un entorno de cero convexo y
acotado. Por tanto, un EVT es normable si, y sélo si, es separado y contiene
un entorno de cero convexo y acotado
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EVT localmente acotados

Definicién

Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] L] [e] 00000

EVT localmente acotados

Definicién
Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado
Casinorma

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
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EVT localmente acotados

Definicién
Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado
Casinorma

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
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EVT localmente acotados

Definicién
Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

Casinorma

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
(2) IM >0 : v(z+y) < M(V(a:)—i—l/(y)) Vez,ye X
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EVT localmente acotados

Definicién
Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

Casinorma

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:

(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)

(2) AM >0 : v(z+y) < M(V(a:)—i—l/(y)) Ve,ye X
Topologia asociada a una casinorma v:




Espacios localmente convexos EVT metrizables

EVT normables Espacios localmente acotados
00000

EVT de dimension finita
() o

[e]e]e} [e]e]

EVT localmente acotados

Definicién
Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

Casinorma
X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
(2) AM >0 : v(z+y) < M(V(m)—i—l/(y)) Ve,ye X
Topologia asociada a una casinorma v: Tomando U: = {z € X : v(z) < e},
la familia {U: : £ > 0} es base de entornos de cero para una dnica topologia

vectorial en X
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EVT localmente acotados

Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
(2) IM>0 : v(iz+y) < M(y(x)+1/(y)) Ve,y e X
Topologia asociada a una casinorma v: Tomando U = {z € X : v(z) < &},

la familia {U: : £ > 0} es base de entornos de cero para una dnica topologia

vectorial en X )
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EVT localmente acotados

Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
(2) IM>0 : v(iz+y) < M(y(x)+1/(y)) Ve,y e X
Topologia asociada a una casinorma v: Tomando U = {z € X : v(z) < &},

la familia {U: : £ > 0} es base de entornos de cero para una dnica topologia

vectorial en X )

@ Localmente acotado = Casinormable
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EVT localmente acotados

Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
(2) IM>0 : v(iz+y) < M(y(x)+1/(y)) Ve,y e X
Topologia asociada a una casinorma v: Tomando U = {z € X : v(z) < &},

la familia {U: : £ > 0} es base de entornos de cero para una dnica topologia

vectorial en X )

@ Localmente acotado = Casinormable

o Estabilidad por subespacios y cocientes
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EVT localmente acotados

Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
(2) IM>0 : v(iz+y) < M(y(x)+1/(y)) Ve,y e X
Topologia asociada a una casinorma v: Tomando U = {z € X : v(z) < &},

la familia {U: : £ > 0} es base de entornos de cero para una dnica topologia

vectorial en X )

@ Localmente acotado = Casinormable

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales,




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] o [e] 00000

EVT localmente acotados

Un EVT es localmente acotado cuando admite un entorno de cero acotado

X espacio vectorial, v : X — R casinorma cuando:
(1) v(Az)=|Alv(z) (NeK, z€X)
(2) IM>0 : v(iz+y) < M(y(x)+1/(y)) Ve,y e X
Topologia asociada a una casinorma v: Tomando U = {z € X : v(z) < &},

la familia {U: : £ > 0} es base de entornos de cero para una dnica topologia

vectorial en X )

@ Localmente acotado = Casinormable

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales,

HXi localmente acotado <=
i€l

X; localmente acotado Vie [
I finito
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Espacios localmente convexos
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Espacios localmente convexos

Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos
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Espacios localmente convexos

Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos

Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia
localmente convexa
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Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos

Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia
localmente convexa

vy

Hechos basicos
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Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos

Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia
localmente convexa

vy

Hechos basicos

@ Todo ELC tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convexos y abiertos (resp. cerrados)




EVT de dimensién finita EVT normables

Espacios localmente acotados
000 oo

Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e] o 00000

Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos

Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia
localmente convexa

vy

Hechos basicos

@ Todo ELC tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convexos y abiertos (resp. cerrados)

o Estabilidad por topologias iniciales (subespacios, productos y supremos) y
por cocientes
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Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos
Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia

localmente convexa )

Hechos basicos

@ Todo ELC tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convexos y abiertos (resp. cerrados)

o Estabilidad por topologias iniciales (subespacios, productos y supremos) y
por cocientes

@ Topologia asociada a una familia de pseudonormas: X espacio vectorial,
® familia de pseudonormas en X. Cada v € ® genera una topologia
vectorial 7,,. Topologia (vectorial) asociada a ®:

To = sup{T, : ve P}
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Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos
Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia

localmente convexa )

Hechos basicos

@ Todo ELC tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convexos y abiertos (resp. cerrados)

o Estabilidad por topologias iniciales (subespacios, productos y supremos) y
por cocientes

@ Topologia asociada a una familia de pseudonormas: X espacio vectorial,
® familia de pseudonormas en X. Cada v € ® genera una topologia
vectorial 7,,. Topologia (vectorial) asociada a ®:

To = sup{T, : ve P}

Si ® es una familia de seminormas, 73 es localmente convexa
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Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos
Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia

localmente convexa )

Hechos basicos

@ Todo ELC tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convexos y abiertos (resp. cerrados)

o Estabilidad por topologias iniciales (subespacios, productos y supremos) y
por cocientes

@ Topologia asociada a una familia de pseudonormas: X espacio vectorial,
® familia de pseudonormas en X. Cada v € ® genera una topologia
vectorial 7,,. Topologia (vectorial) asociada a ®:

To = sup{T, : ve P}
Si ® es una familia de seminormas, 73 es localmente convexa

@ Reciprocamente: la topologia de cualquier ELC es la asociada a una
familia de seminormas.
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Topologia localmente convexa: topologia vectorial que admite una base de en-
tornos de cero convexos

Espacio localmente convexo (ELC): espacio vectorial dotado de una topologia
localmente convexa

Hechos basicos

@ Todo ELC tiene una base de entornos de cero formada por conjuntos
absolutamente convexos y abiertos (resp. cerrados)

o Estabilidad por topologias iniciales (subespacios, productos y supremos) y
por cocientes

@ Topologia asociada a una familia de pseudonormas: X espacio vectorial,
® familia de pseudonormas en X. Cada v € ® genera una topologia
vectorial 7,,. Topologia (vectorial) asociada a ®:

To = sup{T, : ve P}
Si ® es una familia de seminormas, 73 es localmente convexa

@ Reciprocamente: la topologia de cualquier ELC es la asociada a una
familia de seminormas.

@ Todo ELC separado es isomorfo a un subespacio de un producto de
espacios normados
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[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)




EVT de dimension finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
000 oo o o 00000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:

(a) X es pseudonormable




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
000 oo o o 00000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (193

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable

(b) X es semimetrizable




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
000 oo o o 00000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable

(c) X tiene una base numerable de entornos de cero




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable
(c) X tiene una base numerable de entornos de cero

Un EVT es metrizable si, y sélo si, es separado y tiene una base numerable de
entornos de cero




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable
(c) X tiene una base numerable de entornos de cero

Un EVT es metrizable si, y sélo si, es separado y tiene una base numerable de
entornos de cero

Consecuencias

\ | \




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable
(c) X tiene una base numerable de entornos de cero

Un EVT es metrizable si, y sélo si, es separado y tiene una base numerable de
entornos de cero

Consecuencias

| A\

@ Todo EVT localmente acotado es pseudonormable




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable
(c) X tiene una base numerable de entornos de cero

Un EVT es metrizable si, y sélo si, es separado y tiene una base numerable de
entornos de cero

Consecuencias

| A\

@ Todo EVT localmente acotado es pseudonormable

@ Toda topologia vectorial es la asociada a una familia de pseudonormas




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable
(c) X tiene una base numerable de entornos de cero

Un EVT es metrizable si, y sélo si, es separado y tiene una base numerable de
entornos de cero

| A\

Consecuencias
@ Todo EVT localmente acotado es pseudonormable
@ Toda topologia vectorial es la asociada a una familia de pseudonormas

@ Todo EVT separado es isomorfo a un subespacio de un producto de EVT
metrizables
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[e]e]e} [e]e] [e] [e] ®0000

Metrizabilidad

Criterio de metrizabilidad de Birkhoff-Kakutani (1936)

Si X es un EVT, equivalen:
(a) X es pseudonormable
(b) X es semimetrizable
(c) X tiene una base numerable de entornos de cero

Un EVT es metrizable si, y sélo si, es separado y tiene una base numerable de
entornos de cero

| A\

Consecuencias

@ Todo EVT localmente acotado es pseudonormable

Toda topologia vectorial es la asociada a una familia de pseudonormas

Todo EVT separado es isomorfo a un subespacio de un producto de EVT
metrizables

@ Todo EVT es completamente regular




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales:

X; semimetrizable Vi e I
HXZ' semimetrizable <= ¢

i€l

I numerable




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales:

X; semimetrizable Vi e I
HXZ' semimetrizable <= ¢

i€l

I numerable

U(x):ZLM

2" 14y (m(n))

n=1




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales:

X; semimetrizable Vi e I
Hle semimetrizable <= ¢

i€l

I numerable

o= 3o e 20

2" 14y (m(n))

n=1

F-espacio = EVT completo metrizable




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales:
X,; semimetrizable Vi€ I

Hle semimetrizable <=
I numerable

i€l
o0
1 Un (:c(n))
v(z) = -
27 o)
F-espacio = EVT completo metrizable

Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v/, X es un F-espacio cuando




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales:

X; imetrizable Vie [
Hle semimetrizable <= { i semimetrizable Vi €

I numerable

i€l
o0
1 Un (:c(n))
v(z) = -
27 o)
F-espacio = EVT completo metrizable

Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v/, X es un F-espacio cuando

oo

xn € X VneN, Zy(xn)<oo == an converge
n=1 n>1




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 0@000

EVT metrizables

o Estabilidad por subespacios y cocientes
o {X;:i€ I} familia de EVT no triviales:

Hle semimetrizable <=

{Xi semimetrizable Vi€ I
el

I numerable

B s 1 wlz(n) :c(n))
S )

F-espacio = EVT completo metrizable
Si X tiene la topologia asociada a una pseudonorma v/, X es un F-espacio cuando

(oo}
xn € X VneN, Zy(ﬂcn) <oo = an converge
n=1 n>1

(Toda serie absolutamente convergente es convergente)




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] [le] lele]

tabilidad y completacién




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] [le] lele]

Estabilidad y completacién

o X EVT metrizable, M C X subespacio, M =M:

X F—espacio < M y X/M F —espacios




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] [le] lele]

Estabilidad y completacién

o X EVT metrizable, M C X subespacio, M =M:

X F—espacio < M y X/M F —espacios

@ Todo producto numerable de F-espacios es un F-espacio




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] [le] lele]

Estabilidad y completacién

o X EVT metrizable, M C X subespacio, M =M:
X F—espacio < M y X/M F —espacios

@ Todo producto numerable de F-espacios es un F-espacio

@ Todo EVT metrizable es isomorfo a un subespacio denso de un (dnico)
F-espacio




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] [le] lele]

Estabilidad y completacion

o X EVT metrizable, M C X subespacio, M =M:
X F—espacio < M y X/M F —espacios

@ Todo producto numerable de F-espacios es un F-espacio

@ Todo EVT metrizable es isomorfo a un subespacio denso de un (dnico)
F-espacio

@ Todo EVT separado es isomorfo a un subespacio denso de un (dinico) EVT
separado y completo




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] 000@0

Espacios de Fréchet

Espacio de Fréchet = F-espacio localmente convexo
= ELC completo metrizable
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[e]e]e} [e]e] [e] [e] [sleje] le]

Espacio de Fréchet = F-espacio localmente convexo
= ELC completo metrizable

v

Hechos basicos




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] [sleje] le]

Espacio de Fréchet = F-espacio localmente convexo
= ELC completo metrizable

v

Hechos basicos

@ Un ELC es semimetrizable cuando su topologia es la asociada a una
familia numerable {v, : n € N} de seminormas
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[e]e]e} [e]e] [e] [e] [sleje] le]

Espacio de Fréchet = F-espacio localmente convexo
= ELC completo metrizable

v

Hechos basicos

@ Un ELC es semimetrizable cuando su topologia es la asociada a una
familia numerable {v, : n € N} de seminormas

=3 o)

2" 1+ vy (m(n))

n=1
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[e]e]e} [e]e] [e] [e] [sleje] le]

Espacio de Fréchet = F-espacio localmente convexo
= ELC completo metrizable

v

Hechos basicos

@ Un ELC es semimetrizable cuando su topologia es la asociada a una
familia numerable {v, : n € N} de seminormas

=3 o)

2" 1+ vy (x(n))

n=1

@ La clase de los espacios de Fréchet es estable por subespacios cerrados,
cocientes separados y productos numerables




EVT de dimensién finita EVT normables Espacios localmente acotados Espacios localmente convexos EVT metrizables
[e]e]e} [e]e] [e] [e] [slejele] ]

ESPACIO DE DIMENSION FINITA

‘ SEMINORMABLE (seminorma) ‘ _— ‘ LOCALMENTE ACOTADO (casinorma) ‘

ELC SEMIMETRIZABLE

(familia numerable de seminormas)

SEMIMETRIZABLE (pseudonorma) ‘

‘ ELC (familia de seminormas) ‘ _— ‘EVT (familia de pseudonormas) ‘




Tema 9: Ejemplos de EVT

J




@ Espacios de sucesiones

© Familias sumables

© Espacios de familias sumables

@ Otros espacios

@ Espacios de Hilbert



Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
©00000 0000 000000 [e]e] 00000




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
©00000 0000 000000 [e]e] 00000

Espacio de medida: Q@ =N, A=P(N), pu = ndmero de elementos




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
©00000 0000 000000 [e]e] 00000

Espacio de medida: Q@ =N, A=P(N), pu = ndmero de elementos

z: N = [0,00] /Na:d,uzz:w(n)
=1l




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
©00000 0000 000000 [e]e] 00000

Espacio de medida: Q@ =N, A=P(N), pu = ndmero de elementos

z: N = [0,00] /Nwduzz:w(n)
=1l

Lp(p) = Lp(p) = {wEKN Z|mn)|p<oo} lp (0<p<oo)




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
©00000 0000 000000 [e]e] 00000

Espacio de medida: Q@ =N, A=P(N), pu = ndmero de elementos

z: N = [0,00] /Nwduzz:w(n)
=1l

Lp(p) = Lp(u) = {wEKN Z|mn)|p<oo} lp (0<p<oo)

o0
rzely, = /a:du:Zw(n)
N n=1




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert

@00000 0000 000000 [e]e] 00000

Espacio de medida: Q@ =N, A=P(N), pu = ndmero de elementos

z: N = [0,00] /Nwduzz:w(n)
=1l

Lp(p) = Lp(u) = {wEKN Z|mn)|p<oo} lp (0<p<oo)

o

rzely, = /a:du:Zw(n)
N n=1

Loo(p) = Loo(p) = {wEK : sup{|z(n)| : nEN}<oo} =




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert

@00000 0000 000000 [e]e] 00000

Espacio de medida: Q@ =N, A=P(N), pu = ndmero de elementos

z: N = [0,00] /Nwdu=2x(n)
=1l

Lp(p) = Lp(u) = {wEKN Z|mn)|p<oo} lp (0<p<oo)

o

rzely, = /Na:d/.tzr;w(n)
Loo(p) = Loo(p) = {wEK : sup{|z(n)| : nEN}<oo} =

Lo(p) = Lo(u) =K" =w




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
0O@0000 0000 000000 [e]e] 00000




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
0O@0000 0000 000000 [e]e] 00000

El espacio [

lee = {mGKN :sup{|mn)|:n€N}<oo}




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
0O@0000 0000 000000 [e]e] 00000

El espacio
lee = {m ek :sup{|z(n)|:n eN} < oo}

Espacio de Banach con la norma

[zlloc = sup{|z(n)| : n €N} (= €loc)




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
0O@0000 0000 000000 [e]e] 00000

lee = {m ek :sup{|z(n)|:n eN} < oo}
Espacio de Banach con la norma
[zlloo = sup{lz(n)| : n €N} (7 €loo)
Convergencia uniforme en N:  zp, €lec VR EN, z €l

|lzn —z|lcc =0 <= lim zn(k) =x(k) uniformemente en k € N

I
n—oo




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
0O@0000 0000 000000 [e]e] 00000

lee = {m ek :sup{|z(n)|:n eN} < oo}
Espacio de Banach con la norma
[zlloo = sup{lz(n)| : n €N} (7 €loo)
Convergencia uniforme en N:  zp, €lec VR EN, z €l

|lzn —z|lcc =0 <= lim zn(k) =x(k) uniformemente en k € N

1i
n—oo
Subespacio denso:
lo = Lin{xp : ECN}




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
0O@0000 0000 000000 [e]e] 00000

lee = {m ek :sup{|z(n)|:n eN} < oo}
Espacio de Banach con la norma
[zlloo = sup{lz(n)| : n €N} (7 €loo)
Convergencia uniforme en N:  zp, €lec VR EN, z €l

|lzn —z|lcc =0 <= lim zn(k) =x(k) uniformemente en k € N

1i
n—oo
Subespacio denso:

lo = Lin{xp : ECN}
loo no es separable: E,FCN, E#F = |xg—XxFlleo=1




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
00@000 0000 000000 [e]e] 00000

Subespacios destacados de [




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
00@000 0000 000000 [e]e] 00000

Subespacios destacados de /oo

Vectores unidad: {en : n€ N} CKY, e,(n)=1, en(k)=0Vk#n




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
00@000 0000 000000 [e]e] 00000

Subespacios destacados de lso

Vectores unidad: {en : n€ N} CKY, e,(n)=1, en(k)=0Vk#n

N
coo = Lin{en:neN} = {Z)\kek : NeN, )\1,...,>\N€K}
k=1




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
00@000 0000 000000 [e]e] 00000

Subespacios destacados de lso

Vectores unidad: {en : n€ N} CKY, e,(n)=1, en(k)=0Vk#n

N
coo = Lin{en:neN} = {Z)\kek : NeN, )\1,...,>\N€K}
k=1
co = {xEKN : lim x(n):O}

n—oo




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert

00e000 0000 000000 [e]e] 00000

Subespacios destacados de lso

Vectores unidad: {en : n€ N} CKY, e,(n)=1, en(k)=0Vk#n

N
coo = Lin{en:neN} = {Z)\kek : NeN, )\1,...,>\N€K}
k=1
co = {a:EKN : lim x(n):O}

n—oo

@ = {meKN : 3 lim x(n)} = ¢ ®Ku (u(n):aneN)

n—oo




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert

00@000 0000 000000 [e]e] 00000

Vectores unidad: {en, : n € N} CKN, en(n) =1, en(k)=0Vk#n

N
coo = Lin{en:neN} = {ZAkek : NeN, Al,...,)\NEK}
k=1

co = {:UEKN ¢ lim m(n):O}

n—oo

n—oo

@ = {xGKN : 3 lim x(n)} = co ® Ku (u(n)leneN)

vy

Observaciones




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
00@000 0000 000000 [e]e] 00000

Vectores unidad: {en, : n € N} CKN, en(n) =1, en(k)=0Vk#n
N

coo = Lin{en:neN} = {ZAkek : NeN, Al,...,)\NEK}
k=1

co = {:cEKN ¢ lim m(n):O}

n—oo

@ = {xGKN : 3 lim x(n)} = co ® Ku (u(n)leneN)

n—oo

vy

Observaciones

@ cq y c son espacios de Banach (subespacios cerrados de lxo)




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
00@000 0000 000000 [e]e] 00000

Vectores unidad: {en, : n € N} CKN, en(n) =1, en(k)=0Vk#n
N

coo = Lin{en:nEN} = {ZAkek : NeN, Al,...,)\NEK}
k=1

co = {:UEKN ¢ lim m(n):O}

n—oo
@ = {xeKN : 3 lim x(n)} = co ® Ku (u(n)leneN)
n—oo

vy

Observaciones

@ cq y c son espacios de Banach (subespacios cerrados de lxo)
o0

@ cppesdensoency: x€Ecg = T = E z(n)en

n=1
Serie incondicionalmente convergente en cp. Los vectores unidad forman
una base de Schauder, de hecho una base incondicional, de ¢g
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000e00 0000 000000 [e]e] 00000




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000e00 0000 000000 [e]e] 00000

pacios [, con 0 <p <

Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000e00 0000 000000 [e]e] 00000

Espacios [, con 0 < p <«

Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1

Para 1 <p < 0o, lp es un espacio de Banach con la norma:

1/p

Izl = { D lz(m)lP (€ lp)
n=1




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000e00 0000 000000 [e]e] 00000

Espacios I, con 0 < p < o0
o0
Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1

Para 1 <p < 0o, lp es un espacio de Banach con la norma:

1/p

Izl = { D lz(m)lP (€ lp)
n=1

Para 0 <p <1, [p tiene la topologia asociada a:
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Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1

Para 1 <p < 0o, lp es un espacio de Banach con la norma:

1/p

o0
Izl = { D lz(m)lP (€ lp)
n=1
Para 0 <p <1, [p tiene la topologia asociada a:

o0
@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(n)[P  que le convierte en un F-espacio
n=1
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Espacios I, con 0 < p < o0
= {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)

Para 1 <p < 0o, lp es un espacio de Banach con la norma:
1/p

oo
Izl = { D lz(m)lP (€ lp)
n=1
Para 0 <p <1, [p tiene la topologia asociada a:
@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(n)[P  que le convierte en un F-espacio

1/p

o0
@ O mejor, la casinorma: ||z||p = Z |z (n)|P que le convierte en

un espacio casi-Banach
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Espacios I, con 0 <p < o0

Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1

Para 1 <p < 0o, lp es un espacio de Banach con la norma:

1/p

oo
lzllp = [ D lem)lP (€ lp)
n=1
Para 0 <p <1, lp tiene la topologia asociada a:
o0
@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(n)[P  que le convierte en un F-espacio
n=1

o0 l/p
@ O mejor, la casinorma: ||z||p = Z |z (n)|P que le convierte en

n=1
un espacio casi-Banach

i1
lz+yllp <277 (lzllp +lyllp) (2,9 €lp,0<p<1)
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Espacios I, con 0 < p < o0
o0
Iy = {xGKN : Z|x(n)|p<oo} (0<p<o0)
n=1

Para 1 <p < 0o, lp es un espacio de Banach con la norma:

1/p

oo
Izl = { D lz(m)lP (€ lp)
n=1
Para 0 <p <1, [p tiene la topologia asociada a:
o0
@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(n)[P  que le convierte en un F-espacio
n=1

') l/p
@ O mejor, la casinorma: ||z||p = Z |z (n)|P que le convierte en

n=1
un espacio casi-Banach
13
lz+yllp <277 (lzllp +lyllp) (2,9 €lp,0<p<1)

Para 0 <p <1, lp no es localmente convexo
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con 0<p<
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Espacios [, con 0 <p <

@ cpp es un subespacio denso en [p:

o

zelp = a::Zw(n)en

n=1

serie (incondicionalmente) convergente en . Los vectores unidad forman
una base (incondicional) de I,




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
0000e0 0000 000000 [e]e] 00000

Espacios [, con 0 <p <

@ cpp es un subespacio denso en [p:

o

zelp = a::Zw(n)en

n=1

serie (incondicionalmente) convergente en . Los vectores unidad forman
una base (incondicional) de I,

@ Dependencia de p:

0<p<g<oo,z€lp = wzelg, [lzfq<|zlp
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Espacios [, con 0 <p <

@ cpp es un subespacio denso en [p:

o

zEl = a::Zm(n)en

n=1

serie (incondicionalmente) convergente en . Los vectores unidad forman
una base (incondicional) de I,

@ Dependencia de p:
0<p<g<oo,z€lpy = zelg, |[zllg<|=zlp

La inclusién I C lg es estricta y el operador Id : I, — lq es lineal continuo
e inyectivo, pero no es un monomorfismo
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o w=KN, la topologia producto es la asociada a la pseudonorma

|z

1 =)
[9310—;2—”m (z€)
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o w=KN, la topologia producto es la asociada a la pseudonorma

|z

1 =)
[9310—;2—nm (z€)

@ La convergencia en w es la puntual:

[zn—2]o — 0 < lim zn(k)=x(k) VkeEN

n—o0
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o w=KN, la topologia producto es la asociada a la pseudonorma

|z

1 =)
[9310—;2—nm (z€)

@ La convergencia en w es la puntual:

[zn—2]o — 0 < lim zn(k)=x(k) VkeEN

n—o0

w es un espacio de Fréchet no normable




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
O0000e 0000 000000 [e]e] 00000

o w=KN, la topologia producto es la asociada a la pseudonorma

|z

1 =)
[9310—;2—nm (z€)

@ La convergencia en w es la puntual:

[zn—2]o — 0 < lim zn(k)=x(k) VkeEN

n—o0

w es un espacio de Fréchet no normable

@ coo es denso en w y w es separable
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Caso p=0

o w=KN, la topologia producto es la asociada a la pseudonorma

w1 jz(n)
[9310—;2—nm (x€Q)

@ La convergencia en w es la puntual:

[zn—2]o — 0 < lim zn(k)=x(k) VkeEN

n—o0

w es un espacio de Fréchet no normable
@ coo es denso en w y w es separable

@ Para 0 < p < ¢ < co, como espacios vectoriales:

co0 Clp ClgCcpCcCleo Cw
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Familias sumables en EVT

A#£0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)
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Familias sumables en EVT

A#£0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)

X EVT separado, {z) : A€ A} C X




Otros espacios Espacios de Hilbert

Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables
[e]e] 00000

000000 @000 000000

Familias sumables en EVT

A#£0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)

X EVT separado, {z) : A€ A} C X

Red de sumas finitas:

Sy=Y &  (JEFW)

reJ
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Familias sumables en EVT

A#£0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)

X EVT separado, {z) : A€ A} C X

Red de sumas finitas:

Sy=Y &  (JEFW)

reJ

{z) : A€ A} sumable <= {S;} convergente
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Familias sumables en EVT

A#£0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)
X EVT separado, {z) : A€ A} C X

Red de sumas finitas:

Sy=Y &  (JEFW)

reJ

{z) : A€ A} sumable <= {S;} convergente

ZxA:x — {S;}—=z
AEA




Otros espacios Espacios de Hilbert
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Familias sumables en EVT

A#£0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)
X EVT separado, {z) : A€ A} C X

Red de sumas finitas:

Sy=Y &  (JEFW)

AeJ
{z) : A€ A} sumable <= {S;} convergente

ZxA:x — {S;}—=z
AEA

YU eU(0) IJoe F(A) : JEF(A), JDJy = Zx)\—xEU
AeJ
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A#0, F(A)={JCA:J finito} conjunto dirigido (por inclusién)
X EVT separado, {z) : A€ A} C X
Red de sumas finitas:

Sy=)Y = (JEFMN)

AeJ

{z) : A € A} sumable <= {S;} convergente

ZxA =z < {S;}—=z
AEA
YU eU(0) 3JgeF(A) : JEF(A), JDJy = Z"’A —z €U
AeJ
Condicién de Cauchy:

YU €U(0) 3o € F(A) : K€ F(A), KNJo=0 = » ay €U
AEK
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Hechos basicos
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echos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Y (aax+pby) =a ax+BY by

AEA AEA AEA
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Z(a@\ +Bby) = aZaA + 52@
AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Zl’)\ =T < Zl‘g(i) =

AEA i€l
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Y (aax+pby) =a ax+BY by

AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Zx)\::c — Zl‘g(i) =
AEA iel
o Operadores: X, Y EVT separados, T € L(X,Y),

x—ZxkenX:>T ZT:L’)\ en Y
AEA AEA
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Y (aax+pby) =a ax+BY by

AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Zx)\::c — Zl‘g(i) =
AEA iel
o Operadores: X, Y EVT separados, T € L(X,Y),
I_Z%‘ en X = T(z ZT:L’)\ en Y
A€A AEA

@ Consecuencias de la condicion de Cauchy:
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Y (aax+pby) =a ax+BY by

AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Zx)\::c — Zl‘g(i) =
AEA iel
o Operadores: X, Y EVT separados, T € L(X,Y),
I_Z%‘ en X = T(z ZT:L’)\ en Y
A€A AEA

@ Consecuencias de la condicion de Cauchy:
(1) Subfamilias: A9 CA = {z): A€ Ag} Cauchy
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Y (aax+pby) =a ax+BY by

AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Z;c)\::c — Zl‘g(i) =
AEA iel
o Operadores: X, Y EVT separados, T € L(X,Y),
I_Z%‘ en X = T(z ZT:L’)\ en Y
A€A AEA

@ Consecuencias de la condicién de Cauchy:
(1) Subfamilias: A9 CA = {z): A€ Ag} Cauchy
(2) UeU(0) = {reA:z)\¢U} finito
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Hechos basicos

@ Inmediatos: Sumas finitas, unicidad, sumandos nulos, complitud

o Linealidad: Y (aax+pby) =a ax+BY by

AEA AEA AEA
@ Incondicionalidad: o : I — A biyectiva,

Z;c)\::c — Zl‘g(i) =
AEA iel
o Operadores: X, Y EVT separados, T € L(X,Y),
I_Z%‘ en X = T(z ZT:L’)\ en Y
A€A AEA

@ Consecuencias de la condicién de Cauchy:
(1) Subfamilias: A9 CA = {z):A€ A9} Cauchy
(2) Uel(0) = {reA:z)¢U} finito
(3) Si X es metrizable: {A€ A:x) #0} es numerable
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elacion con las serie
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Relacién con las series

@ X EVT separado, A numerable. Para {z) : A€ A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
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Relacién con las series

@ X EVT separado, A numerable. Para {z) : A€ A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
(b) o:N— A biyectiva = ng(n) converge.
n>1

(o)
Si se cumplen (a) y (b): Zxk = ng(n)
n=1

AEA
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Relacién con las series

@ X EVT separado, A numerable. Para {z) : A€ A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
(b) 0:N— A biyectiva = ng(n) converge.
n>1

(o)
Si se cumplen (a) y (b): Zxk = ng(n)
n=1

AEA
@ X EVT metrizable. Para {z) : A\ € A} C X equivalen:
(a) {zx:A €A} sumable
(b) A1 ={A€A:z)#0} es numerable y para cualquier
biyecciéon o :N — A; la serie Z Ty (n) CONverge
n>1
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Sumabilidad absoluta
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Sumabilidad absoluta

Familias de nimeros positivos:

{pr:AeryClocol D opy =
AEA

sup{ZpA g JGF(A)}

reJ

Espacios de Hilbert
00000
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Sumabilidad absoluta

Familias de nimeros positivos:

{pr 1 A€ A} C[0,00] Zm = SUP{ZPA:JG-F(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <= ZpA < oo
AEA
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Sumabilidad absoluta

Familias de nimeros positivos:

{pr 1 A€ A} C[0,00] pr = SUP{ZPA:JGF(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <= ZpA < oo
AEA

X EVT metrizable, con pseudonorma v:

{z): X €A} absolutamente sumable <= Z v(zy) < 0o
AEA




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000000 oooe 000000 [e]e] 00000

Familias de nimeros positivos:

{ox :AEA}C[0,00] D px = sup{ ) pr:JeF(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <— ZpA < o
AEA

X EVT metrizable, con pseudonorma v:

{z): X €A} absolutamente sumable <= Z v(zy) < 0o
AEA

4

Sumabilidad y sumabilidad absoluta
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Familias de nimeros positivos:

{ox :AEA}C[0,00] D px = sup{ ) pr:JeF(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <— ZpA < o
AEA

X EVT metrizable, con pseudonorma v:

{z): X €A} absolutamente sumable <= Z v(zy) < 0o
AEA

4

Sumabilidad y sumabilidad absoluta

o X F-espacio <= toda familia absolutamente sumable es sumable
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Familias de nimeros positivos:

{ox :AEA}C[0,00] D px = sup{ ) pr:JeF(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <— ZpA < o
AEA

X EVT metrizable, con pseudonorma v:

{z): X €A} absolutamente sumable <= Z v(zy) < 0o
AEA

4

Sumabilidad y sumabilidad absoluta

o X F-espacio <= toda familia absolutamente sumable es sumable

@ En dimensién finita toda familia sumable es absolutamente sumable




Otros espacios Espacios de Hilbert

Espacios de familias sumables
[e]e] 00000

Espacios de sucesiones Familias sumables
000000

000000 oooe

Familias de nimeros positivos:

{ox :AEA}C[0,00] D px = sup{ ) pr:JeF(A)}

AEA reJ

{pr : A€ A} sumable <— ZpA < o
AEA

X EVT metrizable, con pseudonorma v:

{z): X €A} absolutamente sumable <= Z v(zy) < 0o
AEA

4

Sumabilidad y sumabilidad absoluta

o X F-espacio <= toda familia absolutamente sumable es sumable

@ En dimensién finita toda familia sumable es absolutamente sumable

@ Teorema de Dvoretsky-Rogers (1950): En todo espacio de Banach de
dimensién infinita existe una serie incondicionalmente convergente que no
es absolutamente convergente, equivalentemente una familia sumable que

no es absolutamente sumable )
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Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nlimero de elementos
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. A

Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nlimero de elementos

z: A —[0,00] /Awduzz:w()\)

AEA
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Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nlimero de elementos

z: A —[0,00] /Awduzz:w()\)

AEA

Ly(p) = Lp(u) = {z € K" : D sV <o} = I (0<p<oo)
AEA
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Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nlimero de elementos

z: A —[0,00] /Awduzz:w()\)

AEA

Ly(p) = Lp(u) = {z € K" : D sV <o} = I (0<p<oo)
AEA

rel = //\xd,u:Zw()\)

A€A
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000000 0000 900000 [e]e] 00000

Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nlimero de elementos

z: A —[0,00] /wdu Z

AEA

Ly(p) = Lp(u) = {z € K" : D sV <o} = I (0<p<oo)
AEA

T€El] = /wd,u Z

A€A

Loo(p) = Loo(p) = {wGK : sup{lz(N)] : )\EA}<oo} =
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Espacio de medida: Q=A#0, A="P(A), p = nlimero de elementos

z: A —[0,00] /a:du Z

AEA

Ly(p) = Lp(u) = {z € K" : D sV <o} = I (0<p<oo)
AEA

T€El] = /wd,u Z

A€A

Loo(p) = Loo(p) = {xGK : sup{lz(N)] : )\EA}<oo} =

Lo(p) = Lo(p) =K
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El espacio I

A = {xEKA :sup{|x()\)|:>\€A}<oo}
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El espacio 12

A = {xEKA :sup{|x()\)|:>\€A}<oo}

Espacio de Banach con la norma

Izlloo = sup{lz(N)| : AEA} (z€l)
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A = {x ek . sup{lz(A)|: A€ A} < oo}
Espacio de Banach con la norma
lzloo = sup{lz(V)] : A €A} (€ lx)
Convergencia uniforme en A:  zy, € lé\o VneN, xe€ lgo

lzn —z||cc -0 <= lim 2, (A\) =x(\) uniformemente en A € A
n—oo




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000000 0000 0@0000 [e]e] 00000

A = {x ek . sup{lz(A)|: A€ A} < oo}
Espacio de Banach con la norma
lzloo = sup{lz(V)] : A €A} (€ lx)
Convergencia uniforme en A:  zy, € lé\o VneN, xe€ lgo

lzn —z||cc -0 <= lim 2, (A\) =x(\) uniformemente en A € A
n—oo

Subespacio denso:
1 =Lin{xg : ECA}
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A = {x ek . sup{lz(A)|: A€ A} < oo}
Espacio de Banach con la norma
lzloo = sup{lz(V)] : A €A} (€ lx)
Convergencia uniforme en A:  zy, € lé\o VneN, xe€ lgo

lzn —z||cc -0 <= lim 2, (A\) =x(\) uniformemente en A € A
n—oo

Subespacio denso:
1 =Lin{xg : ECA}

A infinito = lé\o no es separable: looglé\o




Espacios de sucesiones Familias de familias Otros espacios Espacios de Hilbert
000000 0000 00000 [e]e] 00000

Subespacios destacados de 12
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Subespacios destacados de lé\o

Vectores unidad:  {ey : A€ A} CKY, ex(\) =1, ex(6)=0VdeA\{\}
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Subespacios destacados de lé\o

Vectores unidad:  {ey : A€ A} CKY, ex(\) =1, ex(6)=0VdeA\{\}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
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Subespacios destacados de lé\o

Vectores unidad:  {ex : A€ A} C KA, ex(A\) =1, ex(6)=0VseA\{)\}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
Familias convergentes a cero:

z€co(A) <= Ve>0, {AeA:|z(N)|=e} e F(A)
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Subespacios destacados de lé\o

Vectores unidad:  {ex : A€ A} C KA, ex(A\) =1, ex(6)=0VseA\{)\}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
Familias convergentes a cero:
z€co(A) <= Ve>0, {AeA:|z(N)|=e} e F(A)
Familias convergentes:

c(A) = cop(A) @ Ku (w(A)=1VAeA)
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Vectores unidad:  {ey : A€ A} CK™, ex(A\) =1, ex(6)=0VseA\{A}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
Familias convergentes a cero:
z€co(A) < Ve>0, {AeA:|z(N)|=e} € F(A)
Familias convergentes:

c¢(A) = co(A) & Ku (u()\) =1VXe A)

v

Observaciones
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Vectores unidad:  {ey : A€ A} CK™, ex(A\) =1, ex(6)=0VseA\{A}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
Familias convergentes a cero:
z€co(A) < Ve>0, {AeA:|z(N)|=e} € F(A)
Familias convergentes:

c(A) = ¢o(A) ®Ku (u(A) =1VA€A)

v

Observaciones

e co(A) y ¢(M) son espacios de Banach (subespacios cerrados de I2,)
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Vectores unidad:  {ey : A€ A} CK™, ex(A\) =1, ex(6)=0VseA\{A}
Familias de soporte finito:

coo(A) = Lin{ey: A€ A}
Familias convergentes a cero:
z€co(A) < Ve>0, {AeA:|z(N)|=e} € F(A)
Familias convergentes:

c¢(A) = co(A) & Ku (u()\) =1VXe A)

v

Observaciones

e co(A) y ¢(M) son espacios de Banach (subespacios cerrados de I2,)

@ coo(A) esdenso en cp(A):  zE€cp(A) = z= Zx()\) ex
AEA

Los vectores unidad forman una base, de cg(A)
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Espacios l}? con 0<p<oo

Iy = {zek": Z|x(>\)\p<oo} (0<p<oco)
AEA
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Espacios l}? con 0<p<oo

Iy = {zek": Z|x(>\)\p<oo} (0<p<oco)
AEA

Para 1 <p < oo, l;/D\ es un espacio de Banach con la norma:

1/p

lzllp = | D l=()P (@elp)

AEA
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Espacios l}? con 0<p<oo

Iy = {zek": Z|x(>\)\p<oo} (0<p<oco)
AEA

Para 1 <p < oo, ZQ es un espacio de Banach con la norma:

1/p

lzllp = | D l=()P (@elp)

AEA

Para0<p <1, lé\ tiene la topologia asociada a:
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Espacios l}? con 0<p<oo

Iy = {zek": Z|x(>\)\p<oo} (0<p<oco)
AEA

Para 1 <p < oo, ZQ es un espacio de Banach con la norma:

1/p

lzllp = | D l=()P (@elp)

AEA

Para0<p <1, lé\ tiene la topologia asociada a:

@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(A)|”  que le convierte en un F-espacio
AEA
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Espacios l}? con 0<p<oo

Iy = {zek": Z|x(>\)\p<oo} (0<p<oco)
AEA

Para 1 <p < oo, ZQ es un espacio de Banach con la norma:

1/p

lzllp = | D l=()P (@elp)

AEA

Para0<p <1, lé\ tiene la topologia asociada a:

@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(A)|”  que le convierte en un F-espacio
AEA
1/p
@ O la casinorma: ||z||p = Z lz(\)|P que le convierte en un

AEA
espacio casi-Banach
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Espacios l}? con 0<p<oo

Iy = {zek": Z|x(>\)\p<oo} (0<p<oco)
AEA

Para 1 <p < oo, ZQ es un espacio de Banach con la norma:

1/p

lzllp = | D l=()P (@elp)

AEA

Para0<p <1, lé\ tiene la topologia asociada a:

@ La pseudonorma: [z]p = Z |z(A)|”  que le convierte en un F-espacio
AEA
1/p
@ O la casinorma: ||z||p = Z lz(\)|P que le convierte en un

AEA
espacio casi-Banach

Si A esinfinitoy 0<p<1, lf} no es localmente convexo
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Espacios lp\ con 0 <p<
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Espacios [} con 0 < p < oo

@ coo(A) es un subespacio denso en lf,\:

xelé,\ = @m= Zx()\)e)\
AEA

Los vectores unidad forman una base de l{,\
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Espacios lp\ con 0 <p<

@ coo(A) es un subespacio denso en lf,\:

xelé,\ = @m= Zx()\)e)\
AEA

Los vectores unidad forman una base de l{,\

@ Dependencia de p:

0<p<g<oo,zell = zell, oo <zlp
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Espacios ll/} con 0 <p<

@ coo(A) es un subespacio denso en lf,\:

xelé,\ = @m= Zw()\)e)\
AEA

Los vectores unidad forman una base de l{,\

@ Dependencia de p:
A A
0<p<g<oo,z€ly = z€ly, zllg<|zlp

Si A es infinito, la inclusién lf} C lé‘ es estricta y el operador

Id: l{)\ — lé\ es lineal continuo e inyectivo, pero no es un monomorfismo
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Caso p=0

e En K” es natural considerar la topologia producto, que le convierte en un
ELC separado y completo. Si A no es numerable, K* no es metrizable
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e En K” es natural considerar la topologia producto, que le convierte en un
ELC separado y completo. Si A no es numerable, K* no es metrizable

o Convergencia puntual: {z;} red en K*, zcK"

{z;} 22z = {z;(N)}—=z()\) VAeA
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e En K” es natural considerar la topologia producto, que le convierte en un
ELC separado y completo. Si A no es numerable, K* no es metrizable

o Convergencia puntual: {z;} red en K*, zcK"
{z;} 2 = {ziN)}—z() VAeA
@ coo(A) es denso en KA

ek = $=Z$()\)€>\
AEA
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Caso p=0

e En K” es natural considerar la topologia producto, que le convierte en un
ELC separado y completo. Si A no es numerable, K* no es metrizable

o Convergencia puntual: {z;} red en K*, zcK"
{z;} 2 = {ziN)}—z() VAeA
@ coo(A) es denso en KA

ek = $=Z$()\)€>\
AEA

o KA tiene la propiedad de Heine-Borel: todo subconjunto cerrado y
acotado de K” es compacto
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Caso p=0

e En K” es natural considerar la topologia producto, que le convierte en un
ELC separado y completo. Si A no es numerable, K* no es metrizable

o Convergencia puntual: {z;} red en K*, zcK"
{z;} 2 = {ziN)}—z() VAeA
@ coo(A) es denso en KA

ek = $=Z$()\)€>\
AEA

o KA tiene la propiedad de Heine-Borel: todo subconjunto cerrado y
acotado de K” es compacto

@ Para 0 < p < ¢ < oo, como espacios vectoriales:

coo(A) C Iy Clg C co(A) C e(A) C I C K
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0S espacios

Q Q abierto de R?, {K,,} sucesién exhaustiva de compactos.
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Otros espacios

Q Q abierto de R?, {K,,} sucesién exhaustiva de compactos.
o Para cada f € C(Ky), notamos

[flln =sup{|f(z)| : =€ Kn}.
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ros espacios

Q Q abierto de R?, {K,,} sucesién exhaustiva de compactos.
o Para cada f € C(Ky), notamos

[flln =sup{|f(z)| : =€ Kn}.

o Llamamos C(2) al espacio de las funciones continuas en Q y lo dotamos de

la pseudonorma
oo
Zi £l
— 2™ 1+ || f||n

que lo convierte en un espacio de Frechet.




Espacios de Hilbert

Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios
00000

000000 0000 000000 [ Je]

Otros espacios

Q Q abierto de R?, {K,,} sucesién exhaustiva de compactos.
o Para cada f € C(Ky), notamos

[flln =sup{|f(z)| : =€ Kn}.

o Llamamos C(2) al espacio de las funciones continuas en Q y lo dotamos de

la pseudonorma
oo
Zi £l
— 2™ 1+ || f||n

que lo convierte en un espacio de Frechet.
o La topologia coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos.
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Otros espacios

Q Q abierto de R?, {K,,} sucesién exhaustiva de compactos.
o Para cada f € C(Ky), notamos

[flln =sup{|f(z)| : =€ Kn}.

o Llamamos C(2) al espacio de las funciones continuas en Q y lo dotamos de

la pseudonorma
oo
Zi £l
— 2™ 1+ || f||n

que lo convierte en un espacio de Frechet.
o La topologia coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos.
@ Para Q2 C C abierto, escribimos 7{(2) para denotar el espacio de las
funciones holomorfas en €.
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ros espacios

Q Q abierto de R?, {K,,} sucesién exhaustiva de compactos.
o Para cada f € C(Ky), notamos

[flln =sup{|f(z)| : =€ Kn}.

o Llamamos C(2) al espacio de las funciones continuas en Q y lo dotamos de

la pseudonorma
oo
Zi £l
— 2™ 1+ || f||n

que lo convierte en un espacio de Frechet.
o La topologia coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos.
@ Para Q2 C C abierto, escribimos 7{(£2) para denotar el espacio de las
funciones holomorfas en €.

o Es un subespacio de C(f2) y lo dotamos entonces de la topologia inducida.
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ros espacios

Q Q abierto de R?, {K,,} sucesién exhaustiva de compactos.
o Para cada f € C(Ky), notamos

[flln =sup{|f(z)| : =€ Kn}.

o Llamamos C(2) al espacio de las funciones continuas en Q y lo dotamos de

la pseudonorma
oo
Zi £l
— 2™ 1+ || f||n

que lo convierte en un espacio de Frechet.
o La topologia coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre
compactos.

@ Para Q2 C C abierto, escribimos 7{(£2) para denotar el espacio de las
funciones holomorfas en Q.
o Es un subespacio de C(f2) y lo dotamos entonces de la topologia inducida.
o Asi, H(2) se convierte en un espacio de Fréchet que verifica la propiedad de
Heine-Borel.

4
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Otros espacios |l

Q  abierto de RY, C°°(12) espacio de las funciones de clase C*° dotado de
la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de todas las
derivadas. Es un espacio de Fréchet que verifica la propiedad de
Heine-Borel.
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Otros espacios |l

Q  abierto de RY, C°°(12) espacio de las funciones de clase C*° dotado de
la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de todas las
derivadas. Es un espacio de Fréchet que verifica la propiedad de
Heine-Borel.

@ K compacto en 2, llamamos D(K) al subespacio de C°°(2) formado por
las funciones cuyo soporte esta en 2. Con la topologia inducida, es un
espacio de Fréchet que verifica la propiedad de Heine-Borel.
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Otros espacios |l

Q  abierto de RY, C°°(12) espacio de las funciones de clase C*° dotado de
la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de todas las
derivadas. Es un espacio de Fréchet que verifica la propiedad de
Heine-Borel.

@ K compacto en 2, llamamos D(K) al subespacio de C°°(2) formado por
las funciones cuyo soporte esta en 2. Con la topologia inducida, es un
espacio de Fréchet que verifica la propiedad de Heine-Borel.

© El espacio de las funciones test es

D(Q) ={f € C(R) : sop(f) compacto} = UD(K)
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Otros espacios |l

Q@  abierto de RY, C°°(€) espacio de las funciones de clase C°° dotado de
la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos de todas las
derivadas. Es un espacio de Fréchet que verifica la propiedad de
Heine-Borel.

@ K compacto en 2, llamamos D(K) al subespacio de C°°(2) formado por
las funciones cuyo soporte esta en 2. Con la topologia inducida, es un
espacio de Fréchet que verifica la propiedad de Heine-Borel.

© El espacio de las funciones test es

D(Q) ={f € C(R) : sop(f) compacto} = UD(K)

o ;Qué topologia le asociamos que lo haga completo? el supremo de las
topologias localmente convexas que hacen continuas todas las inclusiones
D(K) — D(2) (“limite inductivo de espacios de Fréchet").

@ El espacio de las distribuciones, D'(Q), es el “espacio dual” de D(RQ).
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Espacio pre-hilbertiano
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Espacio pre-hilbertiano

Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
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000000 0000 000000 [e]e) 00000
Espacio pre-hilbertiano
Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:

aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
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Espacio pre-hilbertiano
Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:

aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|2)
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Espacio pre-hilbertiano
Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:

aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|2)
(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay + z) = a(z|y) + (x|z)




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000000 0000 000000 [e]e] 00000

Espacio pre-hilbertiano
Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:

aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|2)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay + z) = a(z|y) + (x|z)
((1)+ (2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)
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Espacio pre-hilbertiano

Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|2)
(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay + z) = a(z|y) + (x|z)
((1)+ (2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (ylx) = (z|y) (simétrica si K=R)
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:

(1) Lineal en la primera variable: (az +y|z) = a(z|z) + (y|2)
(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay+ z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+ (2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (z|z), de X en R forma cuadratica)
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az +y|z) = a(z|z) + (y|2)
(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay+ z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+ (2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)
(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (z|z), de X en R forma cuadratica)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|z)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay+ z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+(2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (z|z), de X en R forma cuadrética)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)

v

Norma de un espacio pre-hilbertiano
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:
(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|z)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay+ z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+(2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (z|z), de X en R forma cuadrética)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)

v

Norma de un espacio pre-hilbertiano

Izl = (a]2)*/?  (z € X)
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:

(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|z)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay+ z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+(2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (z|z), de X en R forma cuadrética)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)

v

Norma de un espacio pre-hilbertiano
le| = (2l2)'/?  (z€X)
Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

[(ly)] < [l Iyl
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:

(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|z)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay+ z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+(2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (z|z), de X en R forma cuadrética)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)
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Norma de un espacio pre-hilbertiano
le| = (2l2)'/?  (z€X)
Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

[(ly)] < [l Iyl

Espacio de Hilbert cuando la norma es completa
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Espacio pre-hilbertiano = espacio vectorial X con un producto escalar:
aplicacién de X x X en K, (z,y) — (z|y), verificando:

(1) Lineal en la primera variable: (az+y|z) = a(z|z) + (y|z)

(2) Conjugado-lineal en la segunda: (z|ay+ z) = a(z|y) + (z|2)
((1)+(2) = forma sesquilineal; si K=R bilineal)

(3) Hermitica: (y|z) = (z|y) (simétrica si K=R)
(z+— (z|z), de X en R forma cuadrética)

(4) Definida positiva: (z|z) >0 (z#0)

v

Norma de un espacio pre-hilbertiano
le| = (2l2)'/?  (z€X)
Desigualdad de Cauchy-Schwartz:

[(ly)] < [l Iyl

Espacio de Hilbert cuando la norma es completa

Polarizacién: Re(z|y) = % (Hw-i-y”z - ||a:—y||2); Im (z]y) = Re(z|iy)

v
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Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
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Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
la identidad del paralelogramo:

2 2 2 2
le+yll” + llz—yl” = 2[l=” + 2|lylI” Vz,yeX
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Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
la identidad del paralelogramo:

2 2 2 2
le+yll” + llz—yl” = 2[l=” + 2|lylI” Vz,yeX

Ejemplos
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Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
la identidad del paralelogramo:

2 2 2 2
le+yll” + llz—yl” = 2[l=” + 2|lylI” Vz,yeX

Ejemplos

(Q, A, 1) espacio de medida no trivial:

JABeA: ANB=0, 0< pu(A) <oo, 0< u(B) < oo




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000000 0000 000000 [e]e] 0@000

Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
la identidad del paralelogramo:

2 2 2 2
le+yll” + llz—yl” = 2[l=” + 2|lylI” Vz,yeX

Ejemplos

(Q, A, 1) espacio de medida no trivial:
JABeA: ANB=0, 0< pu(A) <oo, 0< u(B) < oo

Entonces:
Ly(p) Espacio de Hilbert <— p=2
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Teorema de Jordan-von Neumann

Un espacio normado (X, ||-||) es un espacio pre-hilbertiano si, y sélo si, verifica
la identidad del paralelogramo:

2 2 2 2
le+yll” + llz—yl” = 2[l=” + 2|lylI” Vz,yeX

Ejemplos

(Q, A, 1) espacio de medida no trivial:
JABeA: ANB=0, 0< pu(A) <oo, 0< u(B) < oo

Entonces:
Ly(p) Espacio de Hilbert <— p=2

Producto escalar en La(p):

(o) = [ radn (foetal)i (o) = i (eyeid)

AEA
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orema de la Proyeccién Ortogonal
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién 6ptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

ze€H = 3! Po(z) €C : ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién 6ptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

ze€H = 3! Po(z) €C : ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

e Pc(z) se caracteriza por: Re(x — Po(z)|ly— Po(x)) <0 Vyel
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién 6ptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

ze€H = 3! Po(z) €C : ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

e Pc(z) se caracteriza por: Re(x — Po(z)|ly— Po(x)) <0 Vyel
@ Si M es un subespacio cerrado:  (z— Pps(z)lm) =0 Vm e M,

1’—PM(30)€ML ={z€H:(zlm)=0Vme M}
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién 6ptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

ze€H = 3! Po(z) €C : ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

e Pc(z) se caracteriza por: Re(x — Po(z)|ly— Po(x)) <0 Vyel
@ Si M es un subespacio cerrado:  (z— Pps(z)lm) =0 Vm e M,

x— Pps(x) eMt = {z€H:(zlm)=0VYVme M}
e H=M®M™* suma topoldgico-directa:

lzl* = |1 Pas @)I* + e = P (@)II* (@ € X)




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000000 0000 000000 [e]e] [e]e] lele}

Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién 6ptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

ze€H = 3! Po(z) €C : ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

Pc(z) se caracteriza por:  Re(z— Po(z)|ly— Po(z)) <0 Vyel
@ Si M es un subespacio cerrado:  (z— Pps(z)lm) =0 Vm e M,

1’—PM(30)€ML ={z€H:(zlm)=0Vme M}

H=M®M™* suma topoldgico-directa:

lzl* = |1 Pas @)I* + e = P (@)II* (@ € X)

@ Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert estd complementado
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién 6ptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

ze€H = 3! Po(z) €C : ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

Pc(z) se caracteriza por:  Re(z— Po(z)|ly— Po(z)) <0 Vyel
@ Si M es un subespacio cerrado:  (z— Pps(z)lm) =0 Vm e M,

1’—PM(30)€ML ={z€H:(zlm)=0Vme M}

H=M®M™* suma topoldgico-directa:

lzl* = |1 Pas @)I* + e = P (@)II* (@ € X)

@ Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert estd complementado

Teorema de Lindenstrauss-Tzafriri (1971)
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Teorema de la Proyeccién Ortogonal

@ Aproximacién 6ptima. Hilbert H O C' convexo y cerrado:

ze€H = 3! Po(z) €C : ||z —Po(x)|| = min{||lz—y| : y€ C}

Pc(z) se caracteriza por:  Re(z— Po(z)|ly— Po(z)) <0 Vyel
@ Si M es un subespacio cerrado:  (z— Pps(z)lm) =0 Vm e M,

1’—PM(30)€ML ={z€H:(zlm)=0Vme M}

H=M®M™* suma topoldgico-directa:

lzl* = |1 Pas @)I* + e = P (@)II* (@ € X)

@ Todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert estd complementado

Teorema de Lindenstrauss-Tzafriri (1971)

Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si, todo
subespacio cerrado de X estd complementado en X.
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Sistemas y bases ortonormales

X espacio pre-hilbertiano, £ = {e) : A€ A} C X sistema ortonormal:
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Sistemas y bases ortonormales

X espacio pre-hilbertiano, £ = {e) : A€ A} C X sistema ortonormal:

(exles) =0 (A#0); lexll =1 VAeA
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Sistemas y bases ortonormales

X espacio pre-hilbertiano, £ = {e) : A€ A} C X sistema ortonormal:
(exles) =0 (A#6); leall =1 VAeA

Base ortonormal cuando, ademds, X = Lin (F)
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X espacio pre-hilbertiano, E = {e) : A € A} C X sistema ortonormal:
(exles) =0 (A#d); eall =1 VAeA

Base ortonormal cuando, ademas, X = Lin (F)

v

Propiedades de los sistemas ortonormales

H Hilbert, E = {e) : A€ A} C H ortonormal, M = Lin(E), z € H.
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X espacio pre-hilbertiano, E = {e) : A € A} C X sistema ortonormal:
(exles) =0 (A#d); eall =1 VAeA

Base ortonormal cuando, ademas, X = Lin (F)

v

Propiedades de los sistemas ortonormales

H Hilbert, E = {e) : A€ A} C H ortonormal, M = Lin(E), z € H.

@ Desigualdad de Bessel: Z |(9E|e>\)|2 < ||9:||2
AEA
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X espacio pre-hilbertiano, E = {e) : A € A} C X sistema ortonormal:
(exles) =0 (A#d); eall =1 VAeA

Base ortonormal cuando, ademas, X = Lin (F)

v

Propiedades de los sistemas ortonormales

H Hilbert, E = {e) : A€ A} C H ortonormal, M = Lin(E), z € H.

@ Desigualdad de Bessel: Z |(9E|e>\)|2 < ||9:||2
AEA

@ Proyeccién ortogonal sobre M: Pys(z) = Z(w|e>\)e>\
AEA
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X espacio pre-hilbertiano, E = {e) : A € A} C X sistema ortonormal:
(exles) =0 (A#d); eall =1 VAeA

Base ortonormal cuando, ademas, X = Lin (F)

v

Propiedades de los sistemas ortonormales

H Hilbert, E = {e) : A€ A} C H ortonormal, M = Lin(E), z € H.

@ Desigualdad de Bessel: Z |(9E|e>\)|2 < ||9:||2
AEA

@ Proyeccién ortogonal sobre M: Pys(z) = Z(w|e>\)e>\
AEA

o 212 =Y I(alen)” + llz — Par(a)])?

AEA




Espacios de sucesiones Familias sumables Espacios de familias sumables Otros espacios Espacios de Hilbert
000000 0000 000000 [e]e] [e]e]e]e] }

Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:

o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z| x|e>\ (re H)
AEA
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z |(x|e>\)|2 (re H)
AEA

o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e>\ (exly) (z,y€H)
AEA
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z |(x|e>\)|2 (re H)
AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e>\ (exly) (z,y€H)
AEA

@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e)\)e>\ (x € H)
AEA
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z| x|e>\ (re H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e>\ (exly) (z,y€H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e)\)e>\ (x € H)
AEA

@ En resumen: HElé\
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z| x|e>\ (re H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e>\ (exly) (z,y€H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e)\)e>\ (x € H)
AEA

@ En resumen: HElé\
”

Clasificacion de los espacios de Hilbert

\
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z |(9E|e>\)|2 (re H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e)\) (exly) (z,y€H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e)\)e>\ (x € H)
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@ En resumen: HElé\
”

Clasificacion de los espacios de Hilbert

@ Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z |(x|e>\)|2 (re H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e)\) (exly) (z,y€H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e)\)e>\ (x € H)
AEA

@ En resumen: HElé\
”

Clasificacion de los espacios de Hilbert

@ Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal

@ Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert tienen el mismo
cardinal: dimensién hilbertiana.

\
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Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o lgualdad de Bessel: ||z||? = Z| x|e>\ (re H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e>\ (exly) (z,y€H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e>\)e>\ (x € H)
AEA

@ En resumen: HElé\
”

Clasificacion de los espacios de Hilbert

@ Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal

@ Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert tienen el mismo
cardinal: dimensién hilbertiana.

@ Dos espacios de Hilbert son isométricamente isomorfos si, y sélo si, tienen
la misma dimensién hilbertiana

\
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000000 0000 000000 oo 0000@

Bases ortonormales

H espacio de Hilbert, {e) : A € A} base ortonormal:
o Igualdad de Bessel: ||z||? = Z| (zlex)* (z € H)

AEA
o lgualdad de Parseval: (z|y) = Z(m|e>\ (exly) (z,y€H)
AEA
@ Desarrollo de Fourier: z = Z(m|e>\)e>\ (x € H)
AEA

@ En resumen: HElé\
”

Clasificacion de los espacios de Hilbert

@ Todo espacio de Hilbert admite una base ortonormal

@ Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert tienen el mismo
cardinal: dimensién hilbertiana.

@ Dos espacios de Hilbert son isométricamente isomorfos si, y sélo si, tienen
la misma dimensién hilbertiana

@ Salvo isomorfismos isométricos, los Gnicos espacios de Hilbert separables
son 1YY con NeNy Iy

\
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@ Versién analitica
@ Enunciado del teorema
@ Consecuencias
@ Sistemas ecuaciones lineales
@ Aplicaciones

© Versién geométrica

@ Separacién de convexos
Teoremas Generales de Separacién
Hiperplanos de soporte
Separacién fuerte
Aplicacién: La integral de Pettis
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Versién analitica del Teorema de Hahn-Banach

Funcional sublineal

X espacio vectorial, p: X — R tal que

o p(z+vy) <p(x)+p(y) para z,y € X.
o plaz)=ap(z) praa>0yz e X.
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Versién analitica del Teorema de Hahn-Banach

Funcional sublineal

X espacio vectorial, p: X — R tal que
o p(z+vy) <p(x)+p(y) para z,y € X.
o plaz)=ap(z) praa>0yz e X.

Ejemplos: partes reales de los funcionales lineales y seminormas.
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Versién analitica del Teorema de Hahn-Banach

X espacio vectorial, p: X — R tal que
o p(z+y) < p(x)+p(y) para z,y € X.
o p(ax)=ap(xz) praa>0yz e X.
Ejemplos: partes reales de los funcionales lineales y seminormas.

| A\

Teorema de Hahn-Banach, 1929

X e.v. p funcional sublineal en X.
Si M es un subespaciode X y g € M? verifica

Reg(m) < p(m) (m e M),
entonces existe f € Xt cuya restricciéon a M coincide con g y que verifica

Re f(z) < p(z) (z € X).
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Versién analitica del Teorema de Hahn-Banach

X espacio vectorial, p: X — R tal que
o p(z+y) <p(x)+p(y) para z,y € X.
o p(ax)=ap(xz) praa>0yz e X.

Ejemplos: partes reales de los funcionales lineales y seminormas.

Teorema de Hahn-Banach, 1929

X e.v. p funcional sublineal en X.
Si M es un subespaciode X y g € M? verifica

Reg(m) < p(m) (m e M),
entonces existe f € Xt cuya restricciéon a M coincide con g y que verifica
Ref(z)<p(z)  (zeX).

En otras palabras, todo funcional lineal en M dominado por p se puede
extender a un funcional lineal en X que sigue estando dominado por p.
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Versién analitica del Teorema de Hahn-Banach

X espacio vectorial, p: X — R tal que
o p(z+y) <p(x)+p(y) para z,y € X.
o p(ax)=ap(xz) praa>0yz e X.

Ejemplos: partes reales de los funcionales lineales y seminormas.

Teorema de Hahn-Banach, 1929

X e.v. p funcional sublineal en X.
Si M es un subespaciode X y g € M? verifica

Reg(m) < p(m) (m e M),
entonces existe f € Xt cuya restriccién a M coincide con g y que verifica
Ref(z)<p(z)  (zeX).

En otras palabras, todo funcional lineal en M dominado por p se puede
extender a un funcional lineal en X que sigue estando dominado por p.
Si p es una seminorma se tiene, de hecho,

@) <p(z)  (ze€X).




Versién analitica Versién geométrica
0O@00000000 000000

Consecuencias en espacios normados
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Consecuencias en espacios normados

Teorema de Hahn, 1927

X un espacio normado, Y subespacio de X y g € Y*. entonces existe f € X"
con [|f[|=1lgll v tal que f(y) =g(y) para todo y € Y.
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Consecuencias en espacios normados

Teorema de Hahn, 1927

X un espacio normado, Y subespacio de X y g € Y*. entonces existe f € X"
con [[f] = llgll y tal que f(y) = g(y) para todo y €Y.

Corolario

| A

X un espacio normado, Y subespacio cerrado de X. Si zp € X \ 'Y, entonces
existe f € Sx« tal que f(zo) =dist(zo,Y) e Y Cker(f).

\
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Consecuencias en espacios normados

Teorema de Hahn, 1927

X un espacio normado, Y subespacio de X y g € Y*. entonces existe f € X"
con [[f] = llgll y tal que f(y) = g(y) para todo y €Y.

Corolario

| A

X un espacio normado, Y subespacio cerrado de X. Si zp € X \ 'Y, entonces
existe f € Sx~ tal que f(zg) =dist(zg,Y) e Y C ker(f).

Corolario

| A\

X un espacio normado no trivial. Entonces, para cada z € X \ {0} existe
f € Sx~ tal que f(z) = ||z||. Equivalentemente, se tiene la siguiente expresién
para la norma de X:

o]l = max{[f ()| : feSx-}  (z€X).

\
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Consecuencias en EVT
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Consecuencias en EVT

Observaciones

X EVT.
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Consecuencias en EVT

Observaciones

X EVT.
o Si feX*\{0},
p(x)=|f(z)] (z€X)

es una seminorma continua en X.
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Consecuencias en EVT

Observaciones

X EVT.
o Si feX*\{0},
p(x)=|f(z)] (z€X)

es una seminorma continua en X.

@ Si ¢ # 0 es cualquier seminorma continua en X, el conjunto
U={zeX : o(x) <1}

es un entorno convexo de cero en X y U # X.
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Consecuencias en EVT

Observaciones

X EVT.
e Si fe X*\{0},
o(x)=|f(z)] (zeX)
es una seminorma continua en X.

@ Si ¢ # 0 es cualquier seminorma continua en X, el conjunto
U={zeX : o(x) <1}

es un entorno convexo de cero en X y U # X.

@ Consecuencia del T? de Hahn-Banach:
Si U es un entorno de cero convexo en X, U # X, y z¢ ¢ U, entonces
existe f € X* tal que

Ref(z)<1 (zel) y Re f(zo) > 1.
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Consecuencias en EVT. |l
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Consecuencias en EVT. |l

Proposition
X EVT. Equivalen:

@ X* separa los puntos de X.

o Para cada zg € X \ {0} existe una seminorma continua ¢ en X tal que
p(z0) # 0.
@ La interseccién de todos los entornos convexos de cero en X es {0}.
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Consecuencias en EVT. Il

X EVT. Equivalen:
@ X* separa los puntos de X.

o Para cada zg € X \ {0} existe una seminorma continua ¢ en X tal que
p(z0) # 0.
@ La interseccién de todos los entornos convexos de cero en X es {0}.

Corolario

X ELC. Son equivalentes:

@ X* separa los puntos de X.

@ X es separado.
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Consecuencias en EVT. Il

X EVT. Equivalen:
@ X* separa los puntos de X.

o Para cada zg € X \ {0} existe una seminorma continua ¢ en X tal que
p(z0) # 0.
@ La interseccién de todos los entornos convexos de cero en X es {0}.

Corolario

X ELC. Son equivalentes:

@ X* separa los puntos de X.

@ X es separado.

| A\

Ejemplos

@ Para 0 <p<1, £ no es localmente convexo aunque £; separa puntos.
@ Para 0 < p <1, el espacio Ly[0,1] tiene dual {0}.

A\




Versién analitica Versién geométrica
0O00@000000 000000

Consecuencias en EVT. Il

X EVT. Equivalen:
@ X* separa los puntos de X.

o Para cada zg € X \ {0} existe una seminorma continua ¢ en X tal que
p(z0) # 0.
@ La interseccién de todos los entornos convexos de cero en X es {0}.

Corolario

X ELC. Son equivalentes:

@ X* separa los puntos de X.

@ X es separado.

| A\

Ejemplos

@ Para 0 <p<1, £ no es localmente convexo aunque £; separa puntos.
@ Para 0 < p <1, el espacio Ly[0,1] tiene dual {0}.

v

La teoria de dualidad se ha desarrollado tradicionalmente en el ambiente de los
ELC separados.
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Consecuencias en EVT. |l
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Consecuencias en EVT. |l

Teorema de extension Hahn-Banach para ELC

X un ELC, M un subespacio de X y g € M*. Existe f € X™ cuya restriccién a
M coincide con g.
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Consecuencias en EVT. |l

Teorema de extension Hahn-Banach para ELC

X un ELC, M un subespacio de X y g € M*. Existe f € X™ cuya restriccién a
M coincide con g.

X ELC, AC X, el anulador de A es
At ={feX* : f(A)=0}
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Consecuencias en EVT. |l

Teorema de extension Hahn-Banach para ELC

X un ELC, M un subespacio de X y g € M*. Existe f € X™ cuya restriccién a
M coincide con g.

X ELC, AC X, el anulador de A es
At ={feX* : f(A)=0}

Corolario: caracterizacién dual del cierre de un subespacio

Sea X un ELC y M un subespacio de X. Se verifica que:

M= ﬂ ker f.

feMm+

En particular, M es denso en X si, y sélo si, M+ = {0}.
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio

X ELC, M subespacio de X,
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio

X ELC, M subespacio de X, M+ = {feX*: f(M)={0}}
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio

X ELC, M subespacio de X, M+ = {feX*: f(M)={0}}

Como espacios vectoriales:  M* = X*/M~*
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio

X ELC, M subespacio de X, M+ = {feX*: f(M)={0}}

Como espacios vectoriales:  M* = X*/M~*

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio

X ELC, M subespacio de X, M+ = {feX*: f(M)={0}}

Como espacios vectoriales:  M* = X*/M~*

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica

Dual de un cociente

X EVT, M subespacio vectorial de X. Como espacios vectoriales:
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio

X ELC, M subespacio de X, M+ = {feX*: f(M)={0}}

Como espacios vectoriales:  M* = X*/M~*

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica

Dual de un cociente

X EVT, M subespacio vectorial de X. Como espacios vectoriales:

(X/M)* = M+
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Duales de subespacios y cocientes

Dual de un subespacio

X ELC, M subespacio de X, M+ = {feX*: f(M)={0}}
Como espacios vectoriales:  M* = X*/M~*

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica

Dual de un cociente

X EVT, M subespacio vectorial de X. Como espacios vectoriales:
(X/M)* = M+

Si X es un espacio normado la identificacién anterior es isométrica
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Sistemas de ecuaciones lineales. |
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Sistemas de ecuaciones lineales. |

Teorema de Hahn, 1927

X espacio normado, A={z; : 1€I} C X y{¢; : i€} CK. Equivalen:
o Existe f en X™ tal que f(2;) =¢; para todo i € I.
o Existe M > 0 verificando

|0510i1 +~"+C¥ncin| < M||a12i1 +"'+anzin”

para cualquier combinacién lineal o1 2;, + -+ anz;, de elementos de A.

En este caso, se puede elegir f de forma que || f|| < M.
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Sistemas de ecuaciones lineales. |1
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Sistemas de ecuaciones lineales. 1l

Teorema de Helly, 1921

X espacio normado, f1, f2,...,fn € X* y ci1,¢2,...,cn € K. Equivalen:

o Existe z en X tal que fi(z) =c¢i para k=1,2,...,n.
o Existe M > 0 tal que

n n

Z%Ck <M Zakfk

k=1 k=1
para cualesquiera aj,az,...,an € K.

En este caso, Ve > 0 se puede elegir z tal que ||z|| < M +e.
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Limites generalizados
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)

n— oo
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)

¢ subespacio de ls. Funcional: g¢(y) = li)m y(n) (y€c)
n o0

gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—oo
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)
n—oo
gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—oo

Se dice que h es un limite generalizado
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Limites generalizados
K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)
n—oo
gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—r oo

Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

A\ | \
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)
n—oo
gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—r oo

Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| A\

Existe un funcional f:loc — R verificando:

N
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)
n—oo
gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—r oo

Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| A\

Existe un funcional f:loc — R verificando:
(1) f es lineal

N
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)

¢ subespacio de ls. Funcional: g¢(y) = lim y(n) (y€c)
n oo

gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—r oo
Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| A\

Existe un funcional f:loc — R verificando:
(1) f es lineal
(2) inf{z(n):neN} < f(z) < sup{z(n):neN} Vrels

N
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Limites generalizados

K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)
¢ subespacio de lo. Funcional: g(y) = lim y(n) (y € c)
n—oo

gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—r oo
Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| A\

Existe un funcional f:loc — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(n):neN} < f(z) < sup{z(n):n €N} Vz €l
3) f(z™) = f(z) Yz €loo, Yk EN, donde
e®(n) =z(n+k) (neN)

N
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Limites generalizados
K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)

¢ subespacio de ls. Funcional: g¢(y) = li}m y(n) (y€c)
n oo

gec, |lgll=1. Portanto: 3 hell : ||h||=1, h(y)= lim y(n) Yyecc
n—r oo
Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| A\

Existe un funcional f:loc — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(n):neN} < f(z) < sup{z(n):n €N} Vz €l
3) f(z™) = f(z) Yz €loo, Yk EN, donde

e®(n) =z(n+k) (neN)
Como consecuencia se tiene que f €l [|fll=1y

liminfz(n) < f(z) < limsupz(n) Vz € lx
n—r00 n—00

N
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Limites generalizados
K =R, lso espacio de Banach: ||z|/oo =sup{|z(n)|:n €N} (z €lx)

¢ subespacio de ls. Funcional: g¢(y) = li}m y(n) (y€c)
n oo

g€ec*, |lgll=1. Portanto: 3hels :|h|=1, h(y)= lim y(n) Vyec
n—r oo
Se dice que h es un limite generalizado

Limites de Banach

| \

Existe un funcional f:loc — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(n):neN} < f(z) < sup{z(n):n €N} Vz €l
3) f(z™) = f(z) Yz €loo, Yk EN, donde

e®(n) =z(n+k) (neN)
Como consecuencia se tiene que f €l [|fll=1y

liminfz(n) < f(z) < limsupz(n) Vz € lx
n—r00 n—00

En particular f(y) = lim y(n) Vy € c. Se dice que f es un limite de Banach
n—oo

4
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Medias invariantes
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: lé\o — R verificando:
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: lé\o — R verificando:
(1) f es lineal
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: lé\o — R verificando:
(1) f es lineal
(2) inf{z(A\): A€ A} < f(z) < sup{z(A\): A€ A} Vo ell
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: lé\o — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(A\): A€ A} < f(z) < sup{z(A\): A€ A} Vo ell
3) f(z)=f(z) Vaell, VY €A donde

) =z(A+7) (AeA)
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: lé\o — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(A\): A€ A} < f(z) < sup{z(A\): A€ A} Vo ell
3) f(z)=f(z) Vaell, VY €A donde

) =z(A+7) (AeA)
En particular se tiene que f € (I%)* con || f|| =1
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: 13 — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(A\): A€ A} < f(z) < sup{z(A\): A€ A} Vo ell
3) f(x(V)) =f(z) Vzell, Vye A donde

s =z(A+7) (A€A)
En particular se tiene que f € (I5,)* con || f|| =1

Medidas finitamente aditivas
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: 13 — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(A\): A€ A} < f(z) < sup{z(A\): A€ A} Vo ell
3) f(x(V)) =f(z) Vzell, Vye A donde

s =z(A+7) (A€A)
En particular se tiene que f € (I5,)* con || f|| =1

Medidas finitamente aditivas

Existe una funcién p : P(R) — [0,1] que verifica las siguientes condiciones:
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: 13 — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(A\): A€ A} < f(z) < sup{z(A\): A€ A} Vo ell
3) f(;v(V)) =f(z) Vzell, Vye A donde

s =z(A+7) (A€A)
En particular se tiene que f € (I5,)* con || f|| =1

Medidas finitamente aditivas

Existe una funcién p : P(R) — [0,1]

que verifica las siguientes condiciones:
(a) Es finitamente aditiva:

ABCR, ANB=0 = p(AUB) = u(A) + n(B)
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Medias invariantes

(A,+) semigrupo abeliano. Existe un funcional f: 13 — R verificando:
(1) f es lineal

(2) inf{z(A\): A€ A} < f(z) < sup{z(A\): A€ A} Vo ell
3) f(;v(V)) =f(z) Vzell, Vye A donde

s =z(A+7) (A€A)
En particular se tiene que f € (I5,)* con || f|| =1

Medidas finitamente aditivas

Existe una funcién p : P(R) — [0,1]

que verifica las siguientes condiciones:
(a) Es finitamente aditiva:

ABCR, ANB=0 = p(AUB) = u(A) + n(B)
(b) Es invariante por traslaciones:

ACR,zeR = u(A+z) = pu(4)
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Planteamiento del problema

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos

iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que
Ref(a) < a < Ref(b) Yac A, Vbe B?
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iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que
Ref(a) < a < Ref(b) Yac A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Vac A, Vbe B
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Separacién de conjuntos convexos

Planteamiento del problema

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos
iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que

Ref(a) < a < Ref(b) Yac A, Vbe B?
Equivalentemente: sup Re f(A4) < inf Re f(B)
o bien: Ref(a) < Ref(b) Vac A, Vbe B

En caso afirmativo f separa Ay B.
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Ref(a) < a < Ref(b) Vae A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Va€e A, VbEB

En caso afirmativo f separa Ay B.
El hiperplano afin (real) de ecuacién Re f(z) = a también separa Ay B
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X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos

iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que
Ref(a) < a < Ref(b) Yac A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)
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Separacién de conjuntos convexos

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos

iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que
Ref(a) < a < Ref(b) Vae A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Va€e A, VbEB

En caso afirmativo f separa Ay B.
El hiperplano afin (real) de ecuacién Re f(z) = a también separa Ay B

Contraejemplo

| \

En general la respuesta es negativa, no siempre podemos separar:
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X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos

iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que
Ref(a) < a < Ref(b) Vae A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Va€e A, VbEB

En caso afirmativo f separa Ay B.
El hiperplano afin (real) de ecuacién Re f(z) = a también separa Ay B

Contraejemplo

| \

En general la respuesta es negativa, no siempre podemos separar:

X =cp0, {en :n € N} vectores unidad, B = {0},

A= {chvzlakek :NeN, ay,...,ay €R, aN>O}
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iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que
Ref(a) < a < Ref(b) Vae A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Va€e A, VbEB

En caso afirmativo f separa Ay B.
El hiperplano afin (real) de ecuacién Re f(z) = a también separa Ay B
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Contraejemplo

En general la respuesta es negativa, no siempre podemos separar:
X =cp0, {en :n € N} vectores unidad, B = {0},
A= {chvzlakek :NeN, ay,...,any €ER, ay > O}

Ay B son subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de cgg pero
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X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos

iExisten f:X — K lineal, con f#0,y a € R tales que
Ref(a) < a < Ref(b) Vae A, Vbe B?

Equivalentemente: sup Re f(A) < inf Re f(B)

o bien: Ref(a) < Ref(b) Va€e A, VbEB

En caso afirmativo f separa Ay B.
El hiperplano afin (real) de ecuacién Re f(z) = a también separa Ay B
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Contraejemplo

En general la respuesta es negativa, no siempre podemos separar:
X =cp0, {en :n € N} vectores unidad, B = {0},
A= {chvzlakek :NeN, ay,...,any €ER, ay > O}

Ay B son subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de cgg pero
ficoo—R lineal, fA0 = f(A)=R
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Teoremas de Separaciéon

Separacion en espacios vectoriales

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.

Supongamos que existe ag € A tal que A—ag es absorbente.
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Teoremas de Separaciéon

Separacién en espacios vectoriales

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.
Supongamos que existe ag € A tal que A—ag es absorbente.

Entonces podemos separar A y B: existen f: X — K lineal, f#0, y vy€éR
tales que

Ref(a) < v < Ref(h) Yac A, VbEB

Separacién en EVT

\ | \
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Teoremas de Separaciéon

Separacién en espacios vectoriales

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.
Supongamos que existe ag € A tal que A—ag es absorbente.

Entonces podemos separar A y B: existen f: X — K lineal, f#0, y vy€éR
tales que

Ref(a) < v < Ref(h) Yac A, VbEB

| \

Separacién en EVT

X EVT, Ay B subconjuntos convexos.
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X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.
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Entonces podemos separar A y B: existen f: X — K lineal, f#0, y vy€éR
tales que

Ref(a) < v < Ref(h) Yac A, VbEB

Separacién en EVT
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X EVT, Ay B subconjuntos convexos.
Supongamos que int A# (), que B#® yque (intA)NB=0.
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Separacién en espacios vectoriales

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.
Supongamos que existe ag € A tal que A—ag es absorbente.

Entonces podemos separar A y B: existen f: X — K lineal, f#0, y vy€éR
tales que

Ref(a) < v < Ref(h) Yac A, VbEB
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X EVT, Ay B subconjuntos convexos.
Supongamos que int A# (), que B#® yque (intA)NB=0.

Entonces existen f€ X* y y€R tales que
Ref(a) < v < Ref(b) Ya€ A, VbEB
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Teoremas de Separaciéon

Separacién en espacios vectoriales

X espacio vectorial, A y B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos.
Supongamos que existe ag € A tal que A—ag es absorbente.

Entonces podemos separar A y B: existen f: X — K lineal, f#0, y vy€éR
tales que

Ref(a) < v < Ref(h) Yac A, VbEB

Separacién en EVT

| \

X EVT, Ay B subconjuntos convexos.
Supongamos que int A# (), que B#® yque (intA)NB=0.

Entonces existen f€ X* y y€R tales que
Ref(a) < v < Ref(b) Ya€ A, VbEB

De hecho, se tiene

Ref(z) <y VzcintA
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Primeras consecuencias

Funcionales de soporte

X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.

Hy

Zo



Versién analitica Versién geométrica
0000000000 [e]e] lelele]

Primeras consecuencias

Funcionales de soporte

X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X", f #0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}

Hy
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X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X*, f#0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}
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Versién geométrica del THB

A,
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X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X*, f#0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}
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Versién geométrica del THB

X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.

A,




Versién geométrica
[e]e] lelele]

Versién analitica

0000000000

Primeras consecuencias

Funcionales de soporte

X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X", f #0, tal que:
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Versién geométrica del THB

X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.
Existe un hiperplano cerrado H C X talque M C Hy ANH =10

A,




Versién geométrica
[e]e] lelele]

Versién analitica

0000000000

Primeras consecuencias

Funcionales de soporte

X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X*, f#0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}
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X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.
Existe un hiperplano cerrado H C X talque M C Hy ANH =10
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Separacién en dimensién finita
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Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}
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X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.
Existe un hiperplano cerrado H C X talque M C Hy ANH =10
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Separacién en dimensién finita

Ay B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de KN,
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X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X*, f#0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}

Versién geométrica del THB

X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.
Existe un hiperplano cerrado H C X talque M C Hy ANH =10

Separacién en dimensién finita
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Ay B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de KN,
Existen f:KY — K lineal, f#0,y v € R tales que:
Ref(a) < vy < Ref(b) YVac A, Vbe B
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Funcionales de soporte

X EVT, A subconjunto convexo, int A # (), zg € d A.
Existe f € X*, f#0, tal que:
Re f(zo) = méx{Re f(a) : a € A}
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X EVT, A subconjunto no vacio, abierto y convexo, M variedad afin tal que
ANM = 0.

Existe un hiperplano cerrado H C X talque M C Hy ANH =10
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Separacién en dimensién finita

Ay B subconjuntos convexos, no vacios, disjuntos de KN,
Existen f:KY — K lineal, f#0,y v € R tales que:
Ref(a) < vy < Ref(b) YVac A, Vbe B
Equivalentemente, existen u € K™V \ {0} y 7 € R tales que
Re(a|u) <7< Re(b|u) Ya€e A, VbeB
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Separacién fuerte en ELC

X ELC, A, B subconjuntos convexos, no vacios disjuntos.
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Separacién fuerte

Separacién fuerte en ELC

X ELC, A, B subconjuntos convexos, no vacios disjuntos.

Supongamos que A es cerrado y B es compacto.
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Separacién fuerte en ELC

X ELC, A, B subconjuntos convexos, no vacios disjuntos.
Supongamos que A es cerrado y B es compacto.

Existen f€ X* y a,B € R tales que:

Ref(a) < a < B < Ref(b) VacA, VbeB
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Supongamos que A es cerrado y B es compacto.

Existen f€ X* y a,8 € R tales que:

Ref(a) < a < B < Ref(b) VacA, VbeB
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Separacién fuerte en espacios normados
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Separacién fuerte

Separacién fuerte en ELC

X ELC, A, B subconjuntos convexos, no vacios disjuntos.
Supongamos que A es cerrado y B es compacto.

Existen f€ X* y a,8 € R tales que:

Ref(a) < a < B < Ref(b) VacA, VbeB

| A\

Separacién fuerte en espacios normados

X espacio normado, A, B subconjuntos no vacios, convexos.
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Separacién fuerte

Separacién fuerte en ELC

X ELC, A, B subconjuntos convexos, no vacios disjuntos.
Supongamos que A es cerrado y B es compacto.

Existen f€ X* y a,8 € R tales que:

Ref(a) < a < B < Ref(b) VacA, VbeB

Separacién fuerte en espacios normados

| A\

X espacio normado, A, B subconjuntos no vacios, convexos.

Supongamos que A y B estan a distancia positiva: d(A,B) = p > 0.
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Separacién fuerte
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Separacién fuerte en espacios normados

X espacio normado, A, B subconjuntos no vacios, convexos.
Supongamos que A y B estan a distancia positiva: d(A,B) = p > 0.
Entonces, existen f € X*, con ||f|| =1, y v €R tales que:

Ref(a) <7< v+p<Ref(b) VYacA, VbeB
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(Q, A, 1) espacio de medida, X ELC separado, ¢: Q — X.
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Versién analitica Versién geométrica
0000000000 [eleele] Te)

Integral de Pettis

(Q, A, 1) espacio de medida, X ELC separado, ¢: Q — X.
@ ¢ débilmente medible <= fop medible Vfe X*
@ ¢ débilmente integrable <= fop€e Li(n) Vfe X"

@ ¢ es integrable en el sentido de Pettis cuando es débilmente integrable y
existe x € X tal que

f(x)=/ﬂ(f0<p)du VieX®
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Integral de Pettis

(Q, A, 1) espacio de medida, X ELC separado, ¢: Q — X.
@ ¢ débilmente medible <= foy medible Vfe X*
@ ¢ débilmente integrable <= fop€e Li(n) Vfe X"

@ ¢ es integrable en el sentido de Pettis cuando es débilmente integrable y
existe x € X tal que

f(z) :/Q(foso)du VfieX”

El vector x es Unico, se le llama integral de Pettis de ¢ con respecto a u:

ar:/sodu
Q
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X ELC separado y completo
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Existencia de la integral
X ELC separado y completo
K espacio topolégico compacto de Hausdorff

1 medida de Borel positiva y finita en K
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Integral de Pettis

Existencia de la integral

X ELC separado y completo
K espacio topolégico compacto de Hausdorff

1 medida de Borel positiva y finita en K

Toda funcién continua de K en X es integrable en el sentido de Pettis.




Versién analitica Versién geométrica
0000000000 [sle]elele]

Integral de Pettis

Existencia de la integral

X ELC separado y completo

K espacio topolégico compacto de Hausdorff
1 medida de Borel positiva y finita en K

Toda funcién continua de K en X es integrable en el sentido de Pettis.

Suponiendo, sin perder generalidad, p(K) =1, para toda funcién continua
p: K — X se tiene:

/ pdup € cop(K)
K




Tema 11: Teoremas de la Aplicacion
Abierta y Grafica Cerrada




@ Lema de Categoria de Baire
@ Nociones de categoria
@ Lema de Baire y primeras aplicaciones

© Teorema de la Aplicacién Abierta
@ Esquema de la demostraciéon
@ Versiones del Teorema
@ Aplicaciéon a series de Fourier
@ Aplicacién a ecuaciones diferenciales

© Teorema de la Gréfica Cerrada
@ Enunciado del Teorema
o Ejemplos de aplicacién
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Categoria y espacios de Baire

Conjuntos de primera y segunda categoria

E espacio topolégico, AC E

A es de primera categoria en E cuando:

oo
AC UF" donde F,=F,CE, intF,=0, VneN

n=1
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Categoria y espacios de Baire

Conjuntos de primera y segunda categoria

E espacio topolégico, AC E

A es de primera categoria en E cuando:

oo
AcC U F,, donde F,=F,CE, intF,=0, VneN
n=1
En otro caso, A es de segunda categoria en E
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Categoria y espacios de Baire

E espacio topolégico, A C E

A es de primera categoria en E cuando:

oo
AC | Pn donde Fy=TF, CE, intFp=0, ¥neN
n=1
En otro caso, A es de segunda categoria en E

Espacios de Baire

| A\

Para un espacio topolégico E, son equivalentes:
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Categoria y espacios de Baire

E espacio topolégico, A C E

A es de primera categoria en E cuando:

oo
AC | Pn donde Fy=TF, CE, intFp=0, ¥neN
n=1
En otro caso, A es de segunda categoria en E

| A\

Espacios de Baire

Para un espacio topolégico E, son equivalentes:
(1) ACE, intA#0 — A de 2% categoriaen E
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Categoria y espacios de Baire

Teorema de la Gréfica Cerrada

(e]e]

E espacio topolégico, A C E

A es de primera categoria en E cuando:

oo
AC | Pn donde Fy=TF, CE, intFp=0, ¥neN

n=1

En otro caso, A es de segunda categoria en E

Espacios de Baire

| A\

Para un espacio topolégico E, son equivalentes:
(1) ACE, intA#0 — A de 2% categoriaen E
(2) A de 1¢ categoriaen E — intA=10
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Categoria y espacios de Baire

E espacio topolégico, A C E

A es de primera categoria en E cuando:

oo
AC | Pn donde Fy=TF, CE, intFp=0, ¥neN

n=1

En otro caso, A es de segunda categoria en E

Espacios de Baire

| A\

Para un espacio topolégico E, son equivalentes:
(1) ACE, intA#0 — A de 2% categoriaen E
(2) A de 1¢ categoriaen E — intA=10

(3) Fn=FnCEVneN, int (Uy2; Fn) #0 = ImeN:intFp £0
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Categoria y espacios de Baire
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E espacio topolégico, A C E

A es de primera categoria en E cuando:

AC | Pn donde Fy=TF, CE, intFp=0, ¥neN
n=1
En otro caso, A es de segunda categoria en E

Espacios de Baire

| A\

Para un espacio topolégico E, son equivalentes:

(1) ACE, intA#0 — A de 2% categoriaen E

(2) A de 1¢ categoriaen E — intA=10

(3) Fn=FnCEVneN, int (Uy2; Fn) #0 = ImeN:intFp £0
(4) Gn=intGn, Gn=E YneN — ﬂ 1Gn=FE
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Categoria y espacios de Baire
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E espacio topolégico, A C E

A es de primera categoria en E cuando:

AC | Pn donde Fy=TF, CE, intFp=0, ¥neN
n=1
En otro caso, A es de segunda categoria en E

Espacios de Baire

| A

Para un espacio topolégico E, son equivalentes:

(1) ACE, intA#0 — A de 2% categoriaen E

(2) A de 1¢ categoriaen E — intA=10

(3) Fn=FnCEVneN, int (Uy2; Fn) #0 = ImeN:intFp £0
(4) Gn=intGn, Gn=E YneN — ﬂ 1Gn=FE

Se dice que E es un espacio de Baire cuando las verifica. En particular, un
espacio de Baire es de segunda categoria en si mismo
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

Ejemplos
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

<

Ejemplos

o La categoria es relativa: R es de 2 categoria en R, de 1% en C
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

<

Ejemplos

o La categoria es relativa: R es de 2 categoria en R, de 1% en C
0o ACE|CEy, Adel1%en By = Adel®en Ey
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

<

Ejemplos

o La categoria es relativa: R es de 2 categoria en R, de 1% en C
0o ACE|CEy, Adel1%en By = Adel®en Ey

@ Una unién numerable de conjuntos de 1% categoria es de 1¢ categoria
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

<

Ejemplos

o La categoria es relativa: R es de 2 categoria en R, de 1% en C
0o ACE|CEy, Adel1%en By = Adel®en Ey

@ Una unién numerable de conjuntos de 1% categoria es de 1¢ categoria

@ Q es de 1% categoria en si mismo, luego no es metrizable-completo
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

<

Ejemplos

La categoria es relativa: R es de 2® categoria en R, de 1% en C
ACE| CEy, Adel%en E1 = Adel®en Ey

°
°
@ Una unién numerable de conjuntos de 1% categoria es de 1¢ categoria
°
°

Q es de 1% categoria en si mismo, luego no es metrizable-completo

R\ Q es de 2% categoria en R (luego R\ Q no es numerable)
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

| A

Ejemplos
o La categoria es relativa: R es de 2 categoria en R, de 1% en C
0o ACE|CEy, Adel1%en By = Adel®en Ey
@ Una unién numerable de conjuntos de 1% categoria es de 1¢ categoria
@ Q es de 1% categoria en si mismo, luego no es metrizable-completo
°

R\ Q es de 2% categoria en R (luego R\ Q no es numerable)

Aplicaciones

\ | A\
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

| A

Ejemplos
o La categoria es relativa: R es de 2 categoria en R, de 1% en C
0o ACE|CEy, Adel1%en By = Adel®en Ey
@ Una unién numerable de conjuntos de 1% categoria es de 1¢ categoria
@ Q es de 1% categoria en si mismo, luego no es metrizable-completo
°

R\ Q es de 2% categoria en R (luego R\ Q no es numerable)

| A

Aplicaciones

@ “Abundan” las funciones continuas no derivables asi como las de clase
C*®° no analiticas

A\
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Lema de Baire y primeras aplicaciones

Lema de categoria de Baire

@ Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire

@ Todo espacio topoldgico localmente compacto es un espacio de Baire

| A

Ejemplos
o La categoria es relativa: R es de 2 categoria en R, de 1% en C
0o ACE|CEy, Adel1%en By = Adel®en Ey
@ Una unién numerable de conjuntos de 1% categoria es de 1¢ categoria
@ Q es de 1% categoria en si mismo, luego no es metrizable-completo
°

R\ Q es de 2% categoria en R (luego R\ Q no es numerable)

| A

Aplicaciones

@ “Abundan” las funciones continuas no derivables asi como las de clase
C*®° no analiticas

@ La dimensién de un F-espacio (en particular, de un espacio de Banach) es
finita o no numerable

A\
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Esquema de la demostracion

Aplicaciones casi-abiertas
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Esquema de la demostracion

Aplicaciones casi-abiertas
X, Y EVT, T: X =Y lineal:
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Esquema de la demostracién

Aplicaciones casi-abiertas
X, Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
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Esquema de la demostracién

Aplicaciones casi-abiertas

X, Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’
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Esquema de la demostracién

X,)Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’

Primer paso (categoria)
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Esquema de la demostracién

X,)Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’

Primer paso (categoria)
X,)Y EVT, T: X — Y lineal
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Esquema de la demostracién

X,)Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’

Primer paso (categoria)
X,)Y EVT, T: X — Y lineal

T(X) de 2% categoriaen Y — T casi-abierta
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Esquema de la demostracién

X,)Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’

A

Primer paso (categoria)
X,)Y EVT, T: X — Y lineal

T(X) de 2% categoriaen Y — T casi-abierta

Segundo paso (aproximaciones sucesivas)
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Esquema de la demostracién

X,)Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’

A

Primer paso (categoria)
X,)Y EVT, T: X — Y lineal

T(X) de 2% categoriaen Y — T casi-abierta

Segundo paso (aproximaciones sucesivas)

X F-espacio, Y EVT metrizable, T'€ L(X,Y)
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Esquema de la demostracién

X,)Y EVT, T: X =Y lineal:

T es abierta cuando: U entorno de cero en X = T'(U) entorno de cero en Y
Se dice que T es casi-abierta cuando:

U entorno de cero en X = T(U) entorno de cero en Y’

A

Primer paso (categoria)
X,)Y EVT, T: X — Y lineal

T(X) de 2% categoriaen Y — T casi-abierta

Segundo paso (aproximaciones sucesivas)

X F-espacio, Y EVT metrizable, T'€ L(X,Y)
T casi-abierta = T abierta, T'(X)=Y, Y F-espacio
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores

X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicacion Abierta, Banach-Schauder
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores

X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicacion Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores

X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicacion Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicaciéon Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta

v

Teorema de los Isomorfismos de Banach
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicaciéon Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta

v
Teorema de los Isomorfismos de Banach

X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicaciéon Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta

Teorema de los Isomorfismos de Banach
X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T biyectiva = T~ ' continua




Lema de Categoria de Baire Teorema de la Aplicacién Abierta Teorema de la Gréfica Cerrada
(e]e] 0@000 (e]e]

Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicaciéon Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta

Teorema de los Isomorfismos de Banach
X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T biyectiva = T~ ' continua

| \

y

Teorema del Homomorfismo de Banach

A,
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicaciéon Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta

Teorema de los Isomorfismos de Banach
X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T biyectiva = T~ ' continua

| \

y

Teorema del Homomorfismo de Banach

X,Y F-espacios, T € L(X,Y)

A,
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Versiones del Teorema

Resultado de los dos pasos anteriores
X F-espacio, Y EVT metrizable, T € L(X,Y)
T(X) de 2% categoriaen Y = T abierta, T(X)=Y, Y F-espacio

Teorema de la Aplicaciéon Abierta, Banach-Schauder
X,Y F-espacios, T' € L(X,Y)
T(X)=Y = T abierta

| \

Teorema de los Isomorfismos de Banach
X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T biyectiva = T~ ' continua

y

Teorema del Homomorfismo de Banach

X,Y F-espacios, T € L(X,Y)
T(X)=T(X) = T homomorfismo

A,
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Aplicacién a series de Fourier

Series trigonométricas y series de Fourier
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Aplicacién a series de Fourier

Series trigonométricas y series de Fourier

Serie trigonométrica:
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Aplicacién a series de Fourier

Series trigonométricas y series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
nes
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Aplicacién a series de Fourier

Series trigonométricas y series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
nes
f €Ly =Ly[—m7]
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Aplicacién a series de Fourier

Series trigonométricas y series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
nez
fel =L1[—7r il

Coeficientes de Fourier:  f(n) = / f(s)e™™ds  (ne)
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Aplicacién a series de Fourier

Series trigonométricas y series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
nez
fel =L1[—7r il

Coeficientes de Fourier:  f(n) = / f(s)e™™ds  (ne)

Serie de Fourier: Zf(n) et
neZ
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Aplicacién a series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
neL
fe€Li=Li[—m, 7]

s
Coeficientes de Fourier: f(n) = %/ f(s)e"ds (nez)
-7

Serie de Fourier: Zf(n) et
neL

o’
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Aplicacién a series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
neL
fer = L1[ 7]

Coeficientes de Fourier: / f(s)e ™ ds  (nez)

Serie de Fourier: Zf(n) et
neL

o’

i Qué series trigonométricas son series de Fourier?
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Aplicacién a series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
neL
fer = L1[ 7]

Coeficientes de Fourier: / f(s)e ™ ds  (nez)

Serie de Fourier: Zf(n) et
neL

o’

i Qué series trigonométricas son series de Fourier?
Para a:Z—C ;j3fely: f=a?
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Aplicacién a series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
neL
fe€Li=Li[—m, 7]

s
Coeficientes de Fourier: f(n) = %/ f(s)e"ds (nez)
-7

Serie de Fourier: Zf(n) et
neL

o’

i Qué series trigonométricas son series de Fourier?

o~

Para a:Z—C ;j3fely: f=a?

~

o Lema de Riemann-Lebesgue:  lim f(n) =0 (fe CO(Z))
n—=£oo
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Aplicacién a series de Fourier

Serie trigonométrica: Z a(n)e™ donde a:Z—C
neL
fe€Li=Li[—m, 7]

s
Coeficientes de Fourier: f(n) = %/ f(s)e"ds (nez)
-7

Serie de Fourier: Zf(n) et
neL

o’

i Qué series trigonométricas son series de Fourier?

o~

Para a:Z—C ;j3fely: f=a?

~

@ Lema de Riemann-Lebesgue:  lim f(n)=0 (fe CO(Z))
n—=£oo

o Teorema de unicidad: f,g€ L1, f=9 = f=g (c.pd.)
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach

T:Li—c(Z), T(f)=F
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach

T:Li—c(Z), T(f)=F

@ T es lineal, continuo e inyectivo
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach

T:Li—c(Z), T(f)=]

@ T es lineal, continuo e inyectivo

@ L; y ¢o(Z) no son isomorfos
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach

T:Li—c(Z), T(f)=]

@ T es lineal, continuo e inyectivo
@ L; y ¢o(Z) no son isomorfos

@ Luego T' no es sobreyectivo
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach

T:Li—c(Z), T(f)=F

@ T es lineal, continuo e inyectivo
@ L; y ¢o(Z) no son isomorfos
@ Luego T' no es sobreyectivo

o Luego T'(L1) es de 1 categoria en cy(Z)
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Aplicacién a series de Fourier

Consecuencia del Teorema de los isomorfismos de Banach

T:Li—c(Z), T(f)=F

T es lineal, continuo e inyectivo
Ly y ¢o(Z) no son isomorfos
Luego T' no es sobreyectivo

Luego T'(L1) es de 1¢ categoria en co(Z)

Entre las series trigonométricas con coeficientes tendiendo a cero las series
de Fourier son “atipicas”. El lema de Riemann-Lebesgue estda muy lejos de
caracterizar las series de Fourier.
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Planteamiento de un problema de contorno
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Planteamiento de un problema de contorno

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] =R continua, «,8€R
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Planteamiento de un problema de contorno

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] =R continua, «,8€R

(ED): yoi+y1&+yez=f (CC): z(a)=a, z(b) =4
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Planteamiento de un problema de contorno

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] =R continua, «,8€R

(ED): yoi+y1&+y2z=f (CC): z(a)=«a, z(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] - R continua, a,8 €R

(ED): wo& +y1d+yoz=f (CC): =z(a) =c, z(b) =5
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién Gnica
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] - R continua, a,8 €R

(ED): woZ +yid+yex=f (CC): z(a) =, x(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién Gnica

Tratamiento funcional

\ | A
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] - R continua, a,8 €R

(ED): woZ +yid+yex=f (CC): z(a) =, x(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién Gnica

Tratamiento funcional

| A

X = C?%[a,b] espacio de Banach: ||z = [|]|oo + ||&]loo + ||&[loo
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] - R continua, a,8 €R

(ED): woZ +yid+yex=f (CC): z(a) =, x(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién Gnica

Tratamiento funcional

| A

X = C?%[a,b] espacio de Banach: ||z = [|]|oo + ||&]loo + ||&[loo
Y = Cla,b] x R? espacio de Banach: ||(f,a,8)[| = ||flloc + || + |8
Operador de X en Y: T(z) = (yoj +y1¢&+y22,z(a), :v(b))
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] - R continua, a,8 €R

(ED): woZ +yid+yex=f (CC): z(a) =, x(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién Gnica

Tratamiento funcional

| A

X = C?%[a,b] espacio de Banach: ||z = [|]|oo + ||&]loo + ||&[loo
Y = Cla,b] x R? espacio de Banach: ||(f,a,8)[| = ||flloc + || + |8
Operador de X en Y: T(z) = (yoj +y1¢&+y22,z(a), :v(b))

@ T es lineal y continuo
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] - R continua, a,8 €R

(ED): woZ +yid+yex=f (CC): z(a) =, x(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién Gnica

| A

Tratamiento funcional

X = C?%[a,b] espacio de Banach: ||z = [|]|oo + ||&]loo + ||&[loo
Y = C[a,b] x R? espacio de Banach: ||(f,a,8)|l = ||fllc + |a| + |8]
Operador de X en Y: T(z) = (yoj +y1¢&+y22,z(a), :v(b))

@ T es lineal y continuo

o Problema bien planteado <= T biyectivo
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Aplicacién a ecuaciones diferenciales

Coeficientes de la ecuacién diferencial: yo,y1,y2 : [a,b] = R continuas
Datos del problema: f:[a,b] - R continua, a,8 €R

(ED): woZ +yid+yex=f (CC): z(a) =, x(b) =0
Solucién (clasica): funcién x € C?[a,b] verificando (ED) y (CC)

Problema bien planteado: Para cualesquiera datos, tiene solucién Gnica

Tratamiento funcional

| A

X = C?%[a,b] espacio de Banach: ||z = [|]|oo + ||&]loo + ||&[loo
Y = C[a,b] x R? espacio de Banach: ||(f,a,8)|l = ||fllc + |a| + |8]
Operador de X en Y: T(z) = (yoj +y1¢&+y22,z(a), :v(b))

@ T es lineal y continuo

o Problema bien planteado <= T biyectivo

@ Teorema de los isomorfismos de Banach: si el problema estd bien
planteado, la solucién depende de manera continua de los datos
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relaciéon entre continuidad y grafica cerrada
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relaciéon entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :a:EX} C XxY
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relaciéon entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :a:EX} C XxY
f continua = Grf cerrada




Lema de Categoria de Baire Teorema de la Aplicacién Abierta Teorema de la Gréfica Cerrada
(e]e] 00000 o0

Teorema de la Grafica Cerrada

Relaciéon entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :a:EX} C XxY
f continua = Grf cerrada

El reciproco esta lejos de ser cierto
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relaciéon entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :a:EX} C XxY
f continua = Grf cerrada
El reciproco esta lejos de ser cierto

X,Y espacios métricos:
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relaciéon entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :a:EX} C XxY
f continua = Grf cerrada
El reciproco esta lejos de ser cierto

X,Y espacios métricos:

e f es continua cuando: {zn}—2 = {f(zn)}— f(z)
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relaciéon entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :a:EX} C XxY
f continua = Grf cerrada
El reciproco esta lejos de ser cierto

X,Y espacios métricos:

e f es continua cuando: {zn}—2 = {f(zn)}— f(z)

o Grf escerrada cuando: {zn} —z, {f(zn)} >y = f(z)=y
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relacién entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :xeX} C XxY
f continua = Grf cerrada
El reciproco esta lejos de ser cierto

X,Y espacios métricos:

e f es continua cuando: {zn}—2 = {f(zn)}— f(z)

o Grf escerrada cuando: {zn} —z, {f(zn)} >y = f(z)=y

4

Teorema de la Grafica Cerrada
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relacién entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :xeX} C XxY
f continua = Grf cerrada
El reciproco esta lejos de ser cierto

X,Y espacios métricos:

e f es continua cuando: {zn}—2 = {f(zn)}— f(z)

o Grf escerrada cuando: {zn} —z, {f(zn)} >y = f(z)=y

4

Teorema de la Grafica Cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal, GrT cerrada = T continuo
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Teorema de la Grafica Cerrada

Relacién entre continuidad y grafica cerrada

X,Y espacios topolégicos de Hausdorff, f: X — Y,
Grf = {(m,f(x)) :xeX} C XxY
f continua = Grf cerrada
El reciproco esta lejos de ser cierto

X,Y espacios métricos:

e f es continua cuando: {zn}—2 = {f(zn)}— f(z)

o Grf escerrada cuando: {zn} —z, {f(zn)} >y = f(z)=y

| A\

Teorema de la Grafica Cerrada
X,Y F-espacios, T: X — Y lineal, GrT cerrada = T continuo

Por tanto, para asegurar que 7" es continuo basta probar:
{zn} =0, {Tan} >y = y=0
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

Caso particular

\ | \,
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

| \

Caso particular
X,Y F-espacios, T': X — Y lineal

N
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

| \

Caso particular
X,Y F-espacios, T': X — Y lineal
® C Y* subconjunto que separe puntos:
yeY, flyy=0vVfed = y=0

N
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Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

| \

Caso particular
X,Y F-espacios, T': X — Y lineal
® C Y* subconjunto que separe puntos:
yeY, flyy=0vVfed = y=0
foT continuo Vfe® =— T continuo

N
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Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

| \

Caso particular
X,Y F-espacios, T': X — Y lineal
® C Y* subconjunto que separe puntos:
yeY, flyy=0vVfed = y=0
foT continuo Vfe® =— T continuo

Ejemplos
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

| \

Caso particular
X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
® C Y* subconjunto que separe puntos:
yeY, flyy=0vVfed = y=0
foT continuo Vfe® =— T continuo

| A

Ejemplos
oY =1[, 0<p<o0), 2={fn:neN}, fuly)=y(n)VyeY, VneN

N
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Ejemplos de aplicacién

Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

| \

Caso particular
X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
® C Y* subconjunto que separe puntos:
yeY, flyy=0vVfed = y=0
foT continuo Vfe® =— T continuo

| A

Ejemplos
oY =1[, 0<p<o0), 2={fn:neN}, fuly)=y(n)VyeY, VneN
o Y =1,[0,1 (0<p<o), E=Ly[0,1], Jy=yVyeY

N
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Aplicacién del Teorema de la grafica cerrada

X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
E espacio topolégico de Hausdorff, .J : Y — E inyectiva y continua
JoT continua = T continuo

Caso particular
X,Y F-espacios, T: X — Y lineal
® C Y* subconjunto que separe puntos:
yeY, flyy=0vVfed = y=0
foT continuo Vfe® =— T continuo

| \

| A

Ejemplos
oY =1[, 0<p<o0), 2={fn:neN}, fuly)=y(n)VyeY, VneN
o Y =1,[0,1 (0<p<o), E=Ly[0,1], Jy=yVyeY
o Y=C[0,1],E=K®U Jy=yvyey

N
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@ Teorema de Banach-Steinhaus

e Aplicaciones en Anélisis Funcional
@ Teorema de cierre de Steinhaus
@ Aplicaciones bilineales continuas

© Una aplicacién a las series de Fourier
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. .z
Motivacién

Problema motivador

X,Y espacios normados, {1, : n € N} C L(X,Y") sucesién de operadores lineales
continuos. Supongamos que para cada z € X, {T(x)} converge y llamemos
T'(x) a limite. Entonces, T es una aplicacién de X en Y obviamente lineal.
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. .z
Motivacién

Problema motivador

X,Y espacios normados, {1, : n € N} C L(X,Y") sucesién de operadores lineales
continuos. Supongamos que para cada z € X, {T(x)} converge y llamemos
T'(x) a limite. Entonces, T es una aplicacién de X en Y obviamente lineal.

i Es continua?
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Motivacion

X,Y espacios normados, {T%, : n € N} C L(X,Y) sucesién de operadores lineales
continuos. Supongamos que para cada z € X, {T(x)} converge y llamemos
T'(x) a limite. Entonces, T es una aplicacién de X en Y obviamente lineal.

i Es continua?

Ejemplo
En cqo definimos T}, € L(cgo,K) por
n
To(2)=) z(k) (z€X).
k=1

Es claro que

oo

To(z) — T():= Y x(k)  (z€coo)

k=1

pero el operador (lineal) T' no es continuo.
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Principio de Acotacién Uniforme

Tipos de acotacion

X#0, EC RX familia de funciones de X en R
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Principio de Acotacién Uniforme

Tipos de acotacion

X#0, EC RX familia de funciones de X en R
e E acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€E} <
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Principio de Acotacién Uniforme

Tipos de acotacion

X #0, ECRX familia de funciones de X en R

e E acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€E} <
e E puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€E} < oo VzeX
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Tipos de acotacion

X #0, ECRX familia de funciones de X en R

e E acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€E} <
e E puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€E} < oo VzeX
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <
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Principio de Acotacién Uniforme

X#0, EC RX familia de funciones de X en R

@ F acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€F} <
e FE puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€ E} < oo Vz e X
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <

V.

Principio de acotacién uniforme
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Principio de Acotacién Uniforme

X#0, EC RX familia de funciones de X en R

@ F acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€F} <
e FE puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€ E} < oo Vz e X
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <

V.

Principio de acotacién uniforme

X espacio topolégico de 2% categoria en si mismo
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Principio de Acotacién Uniforme

X#0, EC RX familia de funciones de X en R

@ F acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€F} <
e FE puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€ E} < oo Vz e X
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <

Principio de acotacién uniforme

| A\

X espacio topolégico de 2% categoria en si mismo
F familia de funciones continuas de X en R
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Principio de Acotacién Uniforme

X#0, EC RX familia de funciones de X en R

@ F acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€F} <
e FE puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€ E} < oo Vz e X
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <

Principio de acotacién uniforme

| A\

X espacio topolégico de 2% categoria en si mismo
F familia de funciones continuas de X en R

F puntualmente acotada

I
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Principio de Acotacién Uniforme

X#0, EC RX  familia de funciones de X en R

@ F acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€F} <
e FE puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€ E} < oo Vz e X
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <

Principio de acotacién uniforme

| A\

X espacio topolégico de 2% categoria en si mismo
F familia de funciones continuas de X en R

F puntualmente acotada

I

JF uniformemente acotada en un abierto no vacio B C X
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Principio de Acotacién Uniforme

X#0, EC RX  familia de funciones de X en R

@ F acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€F} <
e FE puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€ E} < oo Vz e X
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <

Principio de acotacién uniforme

| A\

X espacio topolégico de 2% categoria en si mismo
F familia de funciones continuas de X en R

F puntualmente acotada

I

JF uniformemente acotada en un abierto no vacio B C X

Basta considerar: Fp, ={z € X : |f(z)|]<n VfeE} (neN)
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Principio de Acotacién Uniforme

X#0, EC RX  familia de funciones de X en R

@ F acotada en zg € X: sup{|f(zo)|: f€F} <
e FE puntualmente acotada: sup{|f(z)|: f€ E} < oo Vz e X
e E uniformemente acotada en B C X: sup{|f(z)|: f€E, x € B} <

| A

Principio de acotacién uniforme

X espacio topolégico de 2% categoria en si mismo
F familia de funciones continuas de X en R

F puntualmente acotada

I

JF uniformemente acotada en un abierto no vacio B C X
Basta considerar: Fp, ={z € X : |f(z)|]<n VfeE} (neN)

Lema de Baire: = Como X se puede tomar cualquier subconjunto abierto
de un espacio métrico completo
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Acotacién para familias de operadores
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Teorema de Banach-Steinhaus

Acotacién para familias de operadores

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
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Teorema de Banach-Steinhaus

Acotacién para familias de operadores

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos

@ F acotada en zg € X: sup{|Txo||:T € E} < 00
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Teorema de Banach-Steinhaus

Acotacién para familias de operadores

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos

@ E acotadaen zg € X: sup{||Txo|:T € E} <
e E puntualmente acotada: sup{||Tz|:7T € E} < o0 VzeX
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Teorema de Banach-Steinhaus

Acotacién para familias de operadores

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
@ E acotadaen zg € X: sup{||Txo|:T € E} <
e E puntualmente acotada: sup{||Tz|:7T € E} < o0 VzeX
o E uniformemente acotada en B C X : sup{|T(z)||: T €E, z€ B} <
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos

@ E acotadaen zg € X: sup{||Txo|:T € E} <

e E puntualmente acotada: sup{||Tz||:T € E} < co Vo e X

o E uniformemente acotada en B C X : sup{|T(z)||: T €E, z€ B} <
e E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T|: T € E} < o0
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
E acotada en zg € X: sup{||Tao|: T € E} < >

E puntualmente acotada: sup{||Tz|:T € E} < oo VzeX

E uniformemente acotada en B C X : sup{||T(z)||: T €E, z€ B} <

E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T||: T € E} < oo

vy

Teorema de Banach-Steinhaus
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
E acotada en zg € X: sup{||Tao|: T € E} < >

E puntualmente acotada: sup{||Tz|:T € E} < oo VzeX

E uniformemente acotada en B C X : sup{||T(z)||: T €E, z€ B} <

E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T||: T € E} < oo

vy

Teorema de Banach-Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, E C L(X,Y)
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
E acotada en zg € X: sup{||Tao|: T € E} < >

E puntualmente acotada: sup{||Tz|:T € E} < oo VzeX

E uniformemente acotada en B C X : sup{||T(z)||: T €E, z€ B} <

E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T||: T € E} < oo

Teorema de Banach-Steinhaus

| A\

X espacio de Banach, Y espacio normado, E C L(X,Y)
A= {x e X :sup{||Tz||: T e E} < oo}. Son equivalentes:
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
E acotada en zg € X: sup{||Tao|: T € E} < >

E puntualmente acotada: sup{||Tz|:T € E} < oo VzeX

E uniformemente acotada en B C X : sup{||T(z)||: T €E, z€ B} <

E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T||: T € E} < oo

Teorema de Banach-Steinhaus

| A\

X espacio de Banach, Y espacio normado, E C L(X,Y)
A= {x e X :sup{||Tz||: T e E} < oo}. Son equivalentes:

(a) A es de 2% categoria en X
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
@ E acotadaen zg € X: sup{||Txo|:T € E} <
e E puntualmente acotada: sup{||Tz||:T € E} < co Vo e X
o E uniformemente acotada en B C X : sup{|T(z)||: T €E, z€ B} <
e E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T|: T € E} < o0

Teorema de Banach-Steinhaus

| A\

X espacio de Banach, Y espacio normado, E C L(X,Y)
A= {x e X :sup{||Tz||: T e E} < oo}. Son equivalentes:
(a) A es de 2% categoria en X

(b) A= X, es decir, E esta puntualmente acotada:
sup{||Tz||: T€E} <oo VzeEX
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
@ E acotadaen zg € X: sup{||Txo|:T € E} <
e E puntualmente acotada: sup{||Tz||:T € E} < co Vo e X
o E uniformemente acotada en B C X : sup{|T(z)||: T €E, z€ B} <
e E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T|: T € E} < o0

Teorema de Banach-Steinhaus

| A\

X espacio de Banach, Y espacio normado, E C L(X,Y)
A= {x e X :sup{||Tz||: T e E} < oo}. Son equivalentes:
(a) A es de 2% categoria en X

(b) A= X, es decir, E esta puntualmente acotada:
sup{||Tz||: T€E} <oo VzeEX

(c) E estd acotada en norma:
sup{||T|| : T € E} <0
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {75, : n € N} C L(X,Y) sucesi6n
de operadores lineales continuos.
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {75, : n € N} C L(X,Y) sucesi6n
de operadores lineales continuos.

Supongamos que {7} converge puntualmente en X:
{Thz} - Tax Ve eX
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {75, : n € N} C L(X,Y) sucesi6n
de operadores lineales continuos.

Supongamos que {7} converge puntualmente en X:
{Thz} - Tax Ve eX

Entonces 7" € L(X,Y)
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {75, : n € N} C L(X,Y) sucesi6n
de operadores lineales continuos.
Supongamos que {71} converge puntualmente en X:

{Thz} - Tx VzeX

Entonces 7" € L(X,Y)

v

Caracterizacién dual de la acotacion
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {75, : n € N} C L(X,Y) sucesi6n
de operadores lineales continuos.

Supongamos que {7} converge puntualmente en X:
{Thz} - Tx VzeX

Entonces 7" € L(X,Y)

Caracterizacién dual de la acotacion

| \

X espacio normado, £ C X

N
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {75, : n € N} C L(X,Y) sucesi6n
de operadores lineales continuos.

Supongamos que {7} converge puntualmente en X:
{Thz} - Tx VzeX

Entonces 7" € L(X,Y)

Caracterizacién dual de la acotacion

| \

X espacio normado, £ C X
E acotado <= f(F) acotado Vfe€ X*

N
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Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {75, : n € N} C L(X,Y) sucesi6n
de operadores lineales continuos.

Supongamos que {7} converge puntualmente en X:
{Thz} - Tx VzeX

Entonces 7" € L(X,Y)

Caracterizacién dual de la acotacion

| \

X espacio normado, £ C X
E acotado <= f(F) acotado Vfe€ X*

Explicitamente:

sup{||z|| : z € E} < c0 <= sup{|f(z)|:z€E} <0 VfecX"

N
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Aplicaciones bilineales continuas

Teorema

Sea X un espacio de Banach, Y y Z espacios normadosy T': X XY — Z una
aplicacién bilineal.
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Aplicaciones bilineales continuas

Teorema

Sea X un espacio de Banach, Y y Z espacios normadosy T': X XY — Z una
aplicacién bilineal. Equivalen:

o Existe M >0 tal que |T(z,y)|| < M||z|| |ly|]| Vz € X, Vy €Y,

@ T es continua en X XY (con la topologia producto),

o T es separadamente continua: para cada zg € X, yg € Y, las aplicaciones

lineales
yr T(xo,y) (yeY), x=T(x,y) (xe€X)

son continuas. )
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Funcién definida en la circunferencia g: T — C
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

T={2eC:|z|=1} = {e" : teR}
Funcién definida en la circunferencia g: T — C
F)=g") 1l M g(z) = f(Argz)

Funcién 2m-periédica f:R— C

—
Medida de Lebesgue normalizada en la circunferencia

¢:]—mm] =T &) =e Vie]—n,7] biyectiva
ECT medible <= ¢ 1(E) medible-Lebesgue en R
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Funciones en la circunferencia y funciones periédicas
T={2eC:|z|=1} = {e" : teR}
Funcién definida en la circunferencia g: T — C

F)=g") 1l M g(2) = f(Argz)

Funcién 2m-periédica f:R— C

—
Medida de Lebesgue normalizada en la circunferencia

¢:]—mm] =T &) =e Vie]—n,7] biyectiva
ECT medible <= ¢ 1(E) medible-Lebesgue en R

m(B) = 5 A7\ (B))
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Funciones en la circunferencia y funciones periédicas
T={2eC:|z|=1} = {e" : teR}
Funcién definida en la circunferencia g: T — C

F)=g") 1l M g(2) = f(Argz)

Funcién 2m-periédica f:R— C

—
Medida de Lebesgue normalizada en la circunferencia

¢:]—mm] =T &) =e Vie]—n,7] biyectiva
ECT medible <= ¢ 1(E) medible-Lebesgue en R

m(B) = 5 A7\ (B))

Lp(T) = Lp(m)  (1<p<o0)
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Espacios Ly(T)

o L,(T) (1<p<oo) “Funciones” medibles g: T — C tales que

1/p
gl ( /T |g(z>|Pdm(z>) <o
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Espacios Ly(T)

o L,(T) (1<p<oo) “Funciones” medibles g: T — C tales que

1/p
nww(Amm%m@) <o

o bien, “funciones” medibles 27-periddicas f:R — C tales que

1 ™ 1/p
o= (55 [ vora) <o
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o L,(T) (1<p<oo) “Funciones” medibles g: T — C tales que

1/p
an<Ammwm@) <o

o bien, “funciones” medibles 27-periddicas f: R — C tales que

1 w 1/p
Mb:(%/mﬂﬁ> < o0

@ Loo(T). “Funciones” medibles y esencialmente acotadas ¢g : T — C, o bien,
“funciones” medibles, 27-periédicas y esencialmente acotadas f:R — C.

lglloc = esssup |g| = esssup |f] = [[flloo (9= € Loo(T))
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o L,(T) (1<p<oo) “Funciones” medibles g: T — C tales que

1/p
|MW<AW@WW@) <o

o bien, “funciones” medibles 27-periddicas f: R — C tales que

1 w 1/p
Mu:(%/me> < o0

@ Loo(T). “Funciones” medibles y esencialmente acotadas ¢g : T — C, o bien,
“funciones” medibles, 27-periddicas y esencialmente acotadas f: R — C.

lglloc = esssup |g| = esssup |f] = [[flloo (9= € Loo(T))

@ C(T). Funciones continuas g: T — C, o bien, funciones continuas y
27r-periddicas f: R — C con

lglloo = max{lg()|: 2z € T} = méx{|f(t)|:t€R} (g9=f€C(T))
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L (T)
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < ¢ < oo se tiene

C(T) C Loo(T) C Lg(T) C Lp(T) C L1(T)
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < ¢ < oo se tiene
C(T) C Loo(T) C Lg(T) C Lp(T) C L1 (T)
El operador Id: Ly(T) — Lp(T) es lineal y continuo, de hecho

lgllp < llglla Vg € Lq(T)

Pero no es un monomorfismo:
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < ¢ < oo se tiene
C(T) C Loo(T) C Lg(T) C Lp(T) C L1 (T)
El operador Id: Ly(T) — Lp(T) es lineal y continuo, de hecho

lgllp < llglla Vg € Lq(T)

pero no es un monomorfismo:
Lusin = C(T) = Lp(T) (1<p< )
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < ¢ < oo se tiene
C(T) C Loo(T) C Lg(T) C Lp(T) C L1 (T)
El operador Id: Ly(T) — Lp(T) es lineal y continuo, de hecho

lgllp < llglla Vg € Lq(T)

pero no es un monomorfismo:
Lusin = C(T) = Lp(T) (1<p< )
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < ¢ < oo se tiene
C(T) C Loo(T) C Lg(T) C Lp(T) C L1 (T)
El operador Id: Ly(T) — Lp(T) es lineal y continuo, de hecho

lgllp < llglla Vg € Lq(T)

pero no es un monomorfismo:
Lusin = C(T) = Lp(T) (1<p< )

f =g € Ly(T). Coeficientes de Fourier de f:

f(n) 27T/ ft)e at = /()—"dm(z) (nez)




Teorema de Banach-Steinhaus Aplicaciones en Analisis Funcional Una aplicacién a las series de Fourier
[e]e]e} (e]e] 00e000

Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < ¢ < oo se tiene
C(T) C Loo(T) C Lg(T) C Lp(T) C L1 (T)
El operador Id: Ly(T) — Lp(T) es lineal y continuo, de hecho

lgllp < llglla Vg € Lq(T)

pero no es un monomorfismo:
Lusin = C(T) = Lp(T) (1<p< )

f =g € Ly(T). Coeficientes de Fourier de f:

f(n) 27T/ ft)e at = / ()2 "dm(z) (ne)
Serie de Fourier de f: Zf(n)emt = Zf(n)zn

neZ neZ
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Convergencia de series de Fourier

Planteamiento general
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Convergencia de series de Fourier

Planteamiento general

f € Li(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n

Sa(f,t) = Y fn)e™ (teR, n=0,1,2,.)
k

=—n
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Convergencia de series de Fourier

Planteamiento general

f € Li(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:

n

Sa(f,t) = Y fn)e™ (teR, n=0,1,2,.)
k

=—n

Problema: j {Sn(f, )} — f?
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Convergencia de series de Fourier

Planteamiento general

f € Li(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n

Su(f,t) = Z Fn)e™ (teR,n=0,1,2,..)
k

=—n

Problema: ; {Sn(f,")} — f?  iCudndo y en qué sentido podemos decir que la
serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?
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Convergencia de series de Fourier

f € L1(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n
Sn(f,t) = Z Ffn)e**  (teR, n=0,1,2,..)
k=—n

Problema: ; {Sn(f,")} — f?  iCudndo y en qué sentido podemos decir que la

serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?
.

Convergencia en norma
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Convergencia de series de Fourier

f € L1(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n
Sn(f,t) = Z Ffn)e**  (teR, n=0,1,2,..)
k=—n

Problema: ; {Sn(f,")} — f?  iCudndo y en qué sentido podemos decir que la
serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?

.
Convergencia en norma

Rieszz 1<p< oo, f€Lp(T) = {Sn(f,)} = f en Lp(T):
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Convergencia de series de Fourier

f € L1(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n
Sn(f,t) = Z Ffn)e**  (teR, n=0,1,2,..)
k=—n

Problema: ; {Sn(f,")} — f?  iCudndo y en qué sentido podemos decir que la
serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?

.
Convergencia en norma

Rieszz 1<p< oo, f€Lp(T) = {Sn(f,)} = f en Lp(T):
o / 1Sn(F,)— £ dt = 0

n—oo [ _
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Convergencia de series de Fourier

f € L1(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n
Sn(f,t) = Z Ffn)e**  (teR, n=0,1,2,..)
k=—n

Problema: ; {Sn(f,")} — f?  iCudndo y en qué sentido podemos decir que la
serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?

.
Convergencia en norma

Rieszz 1<p< oo, f€Lp(T) = {Sn(f,)} = f en Lp(T):
o / 1Sn(F,)— £ dt = 0

n—oo [ _
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Convergencia de series de Fourier

f € L1(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n
Sn(f,t) = Z Ffn)e**  (teR, n=0,1,2,..)
k=—n

Problema: ; {Sn(f,")} — f?  iCudndo y en qué sentido podemos decir que la
serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?

.
Convergencia en norma

Rieszz 1<p< oo, f€Lp(T) = {Sn(f,)} = f en Lp(T):
o / 1Sn(F,)— £ dt = 0

n—oo [ _

Para f € C(T) tiene sentido preguntar:
i{Sn(f,t)} = f(t) VtER?
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Convergencia de series de Fourier

f € L1(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n
Sn(f,t) = Z Ffn)e**  (teR, n=0,1,2,..)
k=—n

Problema: ; {Sn(f,")} — f?  iCudndo y en qué sentido podemos decir que la
serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?

.
Convergencia en norma

Rieszz 1<p< oo, f€Lp(T) = {Sn(f,)} = f en Lp(T):
o / 1Sn(F,)— £ dt = 0

n—oo [ _

Para f € C(T) tiene sentido preguntar:
i{Sn(f,t)} = f(t) VtER?

La respuesta es negativa (DuBois-Reymond) pero no es facil dar ejemplos
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Punto de vista “funcional”




Teorema de Banach-Steinhaus Aplicaciones en Andlisis Funcional Una aplicacién a las series de Fourier
[e]e]e} (e]e] 0000e0

Pu
Para n e NU{0} fijo, tenemos:

de vista “funcional”
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Punto de vista “funcional”

Para n e NU{0} fijo, tenemos:

w(£,0) = Y F(k)
k=—n
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Punto de vista “funcional”

Para n e NU{0} fijo, tenemos:

Sn(f,0) = Z ,}/E\(k) = %/ﬂ- 1) Z ot | gt
k=—n

— = k=—n
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Punto de vista “funcional”

Para n e NU{0} fijo, tenemos:

S:00 = Y Fw =5 [ s 30 ) ar
k=—n =W k=—n
- % " f ) Do (t) de
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Punto de vista “funcional”

Para n e NU{0} fijo, tenemos:

S:00 = Y Fw =5 [ s 30 ) ar
k=—n =W k=—n

-5 | 10D = (s
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Punto de vista “funcional”

Para n e NU{0} fijo, tenemos:

S:10 = Y Fb =5 [ 1) ( ) e_m> d
k=—n - k=—n
= o= [ ) Da®)dt = pu()

Recordemos: L1(T) c M(T) = C(T)*
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Punto de vista “funcional”

Para n e NU{0} fijo, tenemos:

Sa(£,0)= > Flk) = %/” - ( 3 e-ikt) dt
k= -

— k=—n

-5 | 10D = (s

Recordemos: L1(T) c M(T) = C(T)*
Luego ¢n € C(T)* con |lon|l = || Dnllx
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Punto de vista “funcional”

Para n e NU{0} fijo, tenemos:

Sa(£,0)= > Flk) = %/” - ( 3 e-ikt) dt
k= -

— k=—n

-5 | 10D = (s

Recordemos: L1(T) c M(T) = C(T)*

Luego ¢n € C(T)* con |l@nll = [ Dnll1
Ahora un poco de célculo:
n
ikt sen((2n—|—1)t/2)
_ = =\ ey < =2n+1
Du(t)= Y e o /2 (0<|t| <7) Dn(0)=2n+

k=—n

y se comprueba sin mucha dificultad que {||Dn]|1} — 400
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Lo que hizo famoso al Teorema de Banach-Steinhaus
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Lo que hizo famoso al Teorema de Banach-Steinhaus

Por tanto. ..

{¢n} C C(T)* no estd acotado en norma.
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Lo que hizo famoso al Teorema de Banach-Steinhaus

Por tanto. ..

{¢n} C C(T)* no estd acotado en norma. Por tanto, el conjunto

{f €C(T) : Sggls@n(f)l < 00}

es de 1% categoria en C(T).

En otras palabras,
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Lo que hizo famoso al Teorema de Banach-Steinhaus

Por tanto. ..
{¢n} C C(T)* no estd acotado en norma. Por tanto, el conjunto

{fe C(T) : sup lon(f)] < oo} = {f € C(T) : sup|Sn(f,0)] < oo}
neN neN

es de 1% categoria en C(T).

En otras palabras,

Aplicacion a las series de Fourier

El conjunto de las funciones f € C(T) tales que la sucesién {Sn(f,0)}
estd acotada es de 1¢ categorfa en C(T).
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Lo que hizo famoso al Teorema de Banach-Steinhaus

Por tanto. ..
{¢n} C C(T)* no estd acotado en norma. Por tanto, el conjunto

{fe C(T) : sup lon(f)] < oo} = {f € C(T) : sup|Sn(f,0)] < oo}
neN neN

es de 1% categoria en C(T).

En otras palabras,

Aplicacion a las series de Fourier

El conjunto de las funciones f € C(T) tales que la sucesién {Sn(f,0)}

estd acotada es de 1? categoria en C(T). Asi pues, la convergencia puntual de
la serie de Fourier de una funcién continua es “atipica”




Tema 13: Teoria de dualidad

)




@ Pares duales. Topologias débiles
@ Primeras definiciones
@ Topologias débil y débil-* de un ELC

e Topologias débiles en espacios normados
@ Primeros resultados
@ Bidual. Reflexividad. Compacidad débil
o Topologias débiles y sucesiones
@ Tercer dual

© Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
@ Teorema de Krein-Milman
@ Aplicaciones
@ El Teorema de Choquet
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Notacién



Pares duales. Topologias débiles Topologias débiles en espacios normados Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
00000000 000000000 0000000

Notacién

Dual de un espacio normado

X normado, L(X,K)= X" funcionales lineales continuos, f € X™:

[l = sup{|f(z)] : x € X, [lz] <1}

min{M >0 : |f(z)] < M||z|| Yz e X}

X™ es siempre un espacio de Banach, el dual de X.




Pares duales. Topologias débiles Topologias débiles en espacios normados Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
00000000 000000000 0000000

Notacién

Dual de un espacio normado

X normado, L(X,K)= X" funcionales lineales continuos, f € X™:

£l

sup{|f(z)| : z € X, ||z <1}
min{M >0 : |f(z)] < M||z|| Yz e X}

X™ es siempre un espacio de Banach, el dual de X.

Dual algebraico y dual topolégico

+ X espacio vectorial
X ={f: X —K : flineal}

dual algebraico de X.
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Notacién

Dual de un espacio normado

X normado, L(X,K)= X" funcionales lineales continuos, f € X™:

171l

sup{|f(z)| : z € X, [|lz[| <1}
min{M >0 : |f(z)] < M||z|| Yz e X}

X™ es siempre un espacio de Banach, el dual de X.

Dual algebraico y dual topolégico

+ X espacio vectorial
X ={f: X —K : flineal}

dual algebraico de X.
* (X,7) EVT (X espacio vectorial, T topologia vectorial)

(X,7)"={f:X —K : flineal y T-continuo}

dual topoldgico de (X, 7). Si T se sobrentiende, escribimos X*.




Pares duales. Topologias débiles Topologias débiles en espacios normados Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
@0000000 000000000 0000000

Par dual
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Par dual

X espacio vectorial, Y < Xt que separa los puntos de X.
Escribimos (z,y) para denotar la accién de y € Y < X* sobre z € X.

@ (X,Y) es un par dual.

@ Como X separa los puntos de Y y X < (Y)ﬁ, (Y, X) es también un par
dual.

@ Si (X,T) un ELC separado, el dual topolégico X* = (X,T)* separa los
puntos de X (Teorema de Hahn-Banach), luego (X, X™) es un par dual.

Una topologia localmente convexa 7 es compatible con el par dual (X,Y) si
(X,7)* =Y. Si no hay confusién posible, diremos solamente que la topologia T
es compatible.
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Par dual

X espacio vectorial, Y < Xt que separa los puntos de X.
Escribimos (z,y) para denotar la accién de y € Y < X* sobre z € X.
@ (X,Y) es un par dual.
@ Como X separa los puntos de Y y X < (Y)ﬁ, (Y, X) es también un par
dual.
@ Si (X,T) un ELC separado, el dual topolégico X* = (X,T)* separa los
puntos de X (Teorema de Hahn-Banach), luego (X, X™) es un par dual.

Una topologia localmente convexa 7 es compatible con el par dual (X,Y) si
(X,7)* =Y. Si no hay confusién posible, diremos solamente que la topologia T
es compatible.

Siempre existen topologias en X compatibles con el par dual (X,Y):
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Topologia débil asociada a un par dual

Topologia débil asociada a un par dual

(X,Y) par dual. La topologia inicial en X para los elementos de Y se denota
por o(X,Y) y se llama topologia débil en X asociada al par dual (X,Y).
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Topologia débil asociada a un par dual

(X,Y) par dual. La topologia inicial en X para los elementos de Y se denota
por o(X,Y) y se llama topologia débil en X asociada al par dual (X,Y).

@ 0(X,Y) es una topologia locamente convexa separada en X.

o Es la topologia asociada a la familia de seminormas

wy(z) = |(z,y)] (JCEX7 er).

@ Es la menor topologia en X que hace continuos a los elementos de Y.

@ Los conjuntos de la forma
UlJe)={zeX : |(z,y)|<e VyeJ}

donde J es un subconjunto finito de Y y € > 0, forman una base de
entornos de cero para o(X,Y).

@ Es la topologia en X de la convergencia puntual sobre los elementos de Y.

v
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Topologia débil. 1l

Propiedad importante

Sea (X,Y) un par dual.

@ Un funcional lineal f en X es o(X,Y)-continuo si, y sélo si, existe un
yo €Y tal que

f(z) = (z,y0) (z € X).
@ La topologia o(X,Y) es compatible con el par dual (X,Y) (esto es,
(X,O'(X,Y))* =Y y es la minima topologia en X con esta propiedad.
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Polares absolutos

Dado un par dual (X,Y) y un subconjunto no vacio A de X, el polar absoluto
de A es

A’ ={yeY : |{a,y)| <1 Vae A}
Anélogamente, para un subconjunto no vacio B de Y se define su polar absoluto
por

B°={zeX : |(z,b)| <1 Vbe B}.

Para A C X tiene sentido el bipolar A°°, que vuelve a ser subconjunto de X.
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Polares absolutos

Dado un par dual (X,Y") y un subconjunto no vacio A de X, el polar absoluto
de A es
A°={yeY : |(a,y)| <1 Vae A}.

Anélogamente, para un subconjunto no vacio B de Y se define su polar absoluto
por
B°={zeX : |{(x,b)| <1 Vb€ B}.

Para A C X tiene sentido el bipolar A°°, que vuelve a ser subconjunto de X.

Observacién

Si (X,Y) es un par dual, la familia de conjuntos {J° : J CY, J finito} es base
de entornos de cero para la topologia o(X,Y).
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Teorema del bipolar

Teorema del bipolar

(X,Y) pardual, 0 #AC X = A°° =co(DA)
(cierre en cualquier topologia en X compatible con el par dual (X,Y)).
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Teorema del bipolar

Teorema del bipolar

(X,Y) pardual, 0 #AC X = A°° =co(DA)
(cierre en cualquier topologia en X compatible con el par dual (X,Y)).

| A

Consecuencia 1

(X,Y) par dual, 71 topologia compatible en X, 75 topologia compatible en Y.
Entonces la aplicacién M —— M° es un anti-isomorfismo del reticulo de los
subespacios 71-cerrados de X en el reticulo de los subespacios T5-cerrados de

Y. En particular, (ﬂieIMi)o = ier My
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Teorema del bipolar

Teorema del bipolar

(X,Y) pardual, 0 #AC X = A°° =co(DA)
(cierre en cualquier topologia en X compatible con el par dual (X,Y)).

| N

Consecuencia 1

(X,Y) par dual, 71 topologia compatible en X, 75 topologia compatible en Y.
Entonces la aplicacién M —— M° es un anti-isomorfismo del reticulo de los
subespacios 71-cerrados de X en el reticulo de los subespacios T5-cerrados de

Y. En particular, (mieIMi)o = e My

Consecuencia 2

(X,X1), (Y,Y1) pares duales, T': X — Y lineal. Equivalen:
o Teso(X,X1)—o(Y,Y1) continua,
o Existe S: Y7 — X tal que

| \

(T'z,v) = (z,Sv) (m €eX, veY]).

En este caso, S es tnica (S =T7), lineal, 0(Y1,Y) — 0 (X1, X) continua y
T =T.

A\
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Topologias débil y débil-x de un ELC

X ELC separado, (X,X™) par dual.
@ o(X,X™) es LA topologia débil de X.

o Es la menor topologia en X que hace continuos a los elementos de X *.

e En particular, (X,0(X,X™*))* =X*.

o Es la topologia en X de la convergencia puntual sobre los elementos de X*.

o Esto es, topologia en X de la convergencia uniforme sobre los
subconjuntos finitos de X *.

@ o(X™,X) es la topologia débil-+ de X* como dual de X (o asociada al
par dual (X, X™).
o Es la menor topologia en X* que hace continuos a los elementos de X.
o En particular, (X*,0(X*, X))* =X.
o Es la topologia en X* de la convergencia puntual sobre los elementos de X.
o Esto es, topologia en X* de la convergencia uniforme sobre los
subconjuntos finitos de X.
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Observaciones

Observaciones

X ELC separado.

@ En general, en X* puede que no tengamos ninguna topologia destacada.
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Observaciones

Observaciones

X ELC separado.
@ En general, en X* puede que no tengamos ninguna topologia destacada.

@ En ese caso, al menos disponemos de la topologia o(X™, X).

Ejemplo: espacio de las distribuciones

Q c RV abierto, D(Q) funciones test (ELC con su topologia natural).
En D'(Q) = D(Q)* se considera la topologia o (D'(Q2),D()).
(D’(Q),U(D/(Q),D(Q))) es un ELC separado secuencialmente completo.

(D/(Q),B(D'(Q),D(Q))) es un ELC separado completo y con
la propiedad de Heine-Borel.
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Observaciones

Observaciones

X ELC separado.

@ En general, en X* puede que no tengamos ninguna topologia destacada.

@ En ese caso, al menos disponemos de la topologia o(X™, X).

o Este es sélo el comienzo de la teoria de dualidad, podemos considerar
otras topologias en X*:

o Topologia de Mackey 7(X*, X): supremo de todas las topologias
compatibles y topologia de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos
absolutamente convexos y o (X, X *)-compactos de X.

e Topologia fuerte 3(X™*, X): topologia de la convergencia uniforme sobre los
subconjuntos acotados de X.

v

Ejemplo: espacio de las distribuciones

Q c RY abierto, D(2) funciones test (ELC con su topologia natural).
En D'(Q) = D(Q)* se considera la topologia o (D'(Q2),D()).
(D/(Q),U(D/(Q),D(Q))) es un ELC separado secuencialmente completo.

(D/(Q),B(D'(Q),D(Q))) es un ELC separado completo y con
la propiedad de Heine-Borel.
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Algunos resultados

Teorema de Mazur

(X,7) ELC separado, M C X convexo, entonces

MO’(X,X*) :MT_
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Algunos resultados

Teorema de Mazur

(X,7) ELC separado, M C X convexo, entonces

MU(X>X*) _

MT

<

Topologia débil de un subespacio

X ELC separado, Y subespacio de X. Entonces la topologia débil o(Y,Y ™) de
Y coincide con la restriccién a Y de la topologia débil (X, X™) de X.
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Algunos resultados

Teorema de Mazur

(X,7) ELC separado, M C X convexo, entonces

MU(X>X*) _

T

M

| A

Topologia débil de un subespacio

X ELC separado, Y subespacio de X. Entonces la topologia débil o(Y,Y ™) de
Y coincide con la restriccién a Y de la topologia débil (X, X™) de X.

jLos dos resultados anteriores son falsos para la topologia débil-x!
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Algunos resultados

Teorema de Mazur

(X,7) ELC separado, M C X convexo, entonces

MU(X>X*) _

T

M

| A

Topologia débil de un subespacio

X ELC separado, Y subespacio de X. Entonces la topologia débil o(Y,Y ™) de
Y coincide con la restriccién a Y de la topologia débil (X, X™) de X.

jLos dos resultados anteriores son falsos para la topologia débil-x!

Teorema de Alaoglu-Bourbaki

Sea X un ELC separado y U un entorno de cero en X. Entonces U° es un
subconjunto o(X™*, X)-compacto de X*.
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Algunos resultados en espacios normados

Observacién

X espacio normado.

o La familia de todos los conjuntos de la forma

{zeX : |fi(x)<e, i=1,2,....n}=e{f1,f2, > fn}"

moviendon €N, e >0y fi,...,fn € Sx~, es base de entornos de cero
para la topologia o(X, X ™).

@ La familia de todos los conjuntos de la forma
{z* € X* ¢ |2%(z)| <&, i=1,2,...,n} =e{x1,292,...,2n}°

moviendon €N, e >0y z1,...,2n € Sx, es base de entornos de cero
para la topologia o(X™, X).
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Algunos resultados en espacios normados. |l

X espacio normado de dimensién infinita.
@ Los subconjuntos o (X, X™*)-abiertos de X y los subconjunto
(X, X)-abiertos de X™ no estan acotados (contienen subespacios de
codimensién finita).

—0o(X,X™ —0o (X", X
KXY _p  goexX)

OSX

@ En consecuencia, las aplicaciones

= Bx

gz (zeX) y 2"+ |l2"] (=" €X)

son inferiormente semicontinuas para las topologias débil y débil-* (resp.)
pero no son continuas.

o(X,X")

@ (T? de Mazur) M C X convexo, entonces M’ :M”‘”_
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Algunos resultados en espacios normados. |l

|

Proposiciéon
X espacio normado de dimensién infinita.
@ Los subconjuntos o (X, X™*)-abiertos de X y los subconjunto
(X, X)-abiertos de X™ no estan acotados (contienen subespacios de
codimensién finita).

—0o(X,X™ —0o (X", X
KXY _p  goexX)

OSX

@ En consecuencia, las aplicaciones

= Bx

gz (zeX) y 2"+ |l2"] (=" €X)

son inferiormente semicontinuas para las topologias débil y débil-* (resp.)
pero no son continuas.

o(X,X")

@ (T? de Mazur) M C X convexo, entonces M’ :M”‘”_

v

Teorema de Banach-Alaoglu

X espacio normado: By« es (X ™, X)-compacto. Por tanto, todo subconjunto
de X* acotado en norma y o(X™, X)-cerrado es compacto.

A
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Bidual. Espacios reflexivos

X espacio normado, X** = (X*)* bidual de X.
Definimos Jx : X — X™* por

Ux@)@)=2'@) (5" e X", zeX)
inclusién canénica de X en X*™*, isométrica por el Teorema de Hahn-Banach.

En X™** podemos considerar la topologia o(X™**, X™) que al restringirla a
X = Jx(X) nos queda o (X, X™).

Es claro (THB) que X es o(X™*, X) denso en X**.

X es reflexivo si Jx es sobreyectiva (equivalentemente, si Jx (Bx) = Bx+«).

v
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Algunos resultados importantes

Teorema de Goldstine

X espacio normado, Jx (Bx) es o(X™*, X™)-denso en Bxx.
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Algunos resultados importantes

Teorema de Goldstine

X espacio normado, Jx (Bx) es o(X™*, X™)-denso en Bxx.

Teorema de Dieudonné

X espacio normado. X reflexivo <= Bx o(X,X")-compacta.
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Algunos resultados importantes

Teorema de Goldstine

X espacio normado, Jx (Bx) es o(X™*, X™)-denso en Bxx.

Teorema de Dieudonné

X espacio normado. X reflexivo <= Bx o(X,X")-compacta.

Consecuencia

X reflexivo = todo conjunto o (X, X™)-cerrado y acotado es
o(X,X™)-compacto.
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Convergencia débil y débil-x

Convergencia

X espacio normado, {zn} sucesién en X, {fn} sucesién en X*.
o {xn} converge a z € X en la topologia o(X,X™) si {f(zn)} — f(z)
para cada f € X*.
En este caso, {zn : n € N} esta acotado.
o {fn} converge a f € X™ en la topologia o(X™, X) si {fn(z)} — f(z)
para cada x € X.
Si X es completo, en este caso, {fn : n € N} estd acotado.
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Convergencia débil y débil-x

Convergencia

X espacio normado, {zn} sucesién en X, {fn} sucesién en X*.
o {xn} converge a z € X en la topologia o(X,X™) si {f(zn)} — f(z)
para cada f € X*.
En este caso, {zn : n € N} esta acotado.
o {fn} converge a f € X™ en la topologia o(X™, X) si {fn(z)} — f(z)
para cada x € X.
Si X es completo, en este caso, {fn : n € N} estd acotado.

| A\

Algunos casos particulares

Para las topologias
U(¢07£1)7 U(fl,CO), o’(foo,fl) y U(élhgq) (1 <p,q< 00)7

la convergencia de una sucesién {z,} es equivalente a la acotacién en norma y
la convergencia coordenada a coordenada.

\
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Metrizabilidad de las topologias débiles

Observacién

X espacio de Banach de dimensién infinita.
Entonces ni o(X, X™) ni o(X™, X) son metrizables.
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Metrizabilidad de las topologias débiles

Observacién

X espacio de Banach de dimensién infinita.
Entonces ni o(X, X ™) ni 0(X™, X) son metrizables.

| A

Proposiciéon

o Si X es separable — (Bx»,0(X™, X)) es metrizable.
@ Si X* es separable — (Bx,0(X,X™)) es metrizable.
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Metrizabilidad de las topologias débiles

Observacién

X espacio de Banach de dimensién infinita.
Entonces ni o(X, X ™) ni 0(X™, X) son metrizables.

Proposiciéon

| A

o Si X es separable — (Bx»,0(X™, X)) es metrizable.
@ Si X* es separable — (Bx,0(X,X™)) es metrizable.

Consecuencia

| \

@ Toda sucesién acotada de un espacio reflexivo admite una subsucesién
débilmente convergente.

@ Toda sucesién acotada del dual de un espacio de Banach separable admite
una subsucesién débil-x-mente convergente.

A
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Metrizabilidad de las topologias débiles

Observacién

X espacio de Banach de dimensién infinita.
Entonces ni o(X, X ™) ni 0(X™, X) son metrizables.

v

Proposiciéon

o Si X es separable =— (Bx+,0(X™, X)) es metrizable.

@ Si X* es separable — (Bx,0(X,X™)) es metrizable.

v

Consecuencia

@ Toda sucesién acotada de un espacio reflexivo admite una subsucesién
débilmente convergente.

@ Toda sucesién acotada del dual de un espacio de Banach separable admite
una subsucesién débil-x-mente convergente.

A

Teorema de Banach-Mazur

Todo espacio normado separable es isométricamente isomorfo a un subespacio
de C[0,1].

\
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Algunos teoremas importantes

Lema de Schur

Toda sucesién de vectores en £1 que sea o({1,f~)-convergente es convergente
en norma.
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Algunos teoremas importantes

Lema de Schur

Toda sucesién de vectores en £1 que sea o({1,f~)-convergente es convergente
en norma.

Teorema de Josefson-Nissenzweig

| \

X espacio de Banach de dimensién infinita. Entonces existe una sucesion en
Sx+ que es o(X™, X)-convergente a cero.
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Algunos teoremas importantes

Lema de Schur

Toda sucesién de vectores en £1 que sea o({1,f~)-convergente es convergente
en norma.

| \

Teorema de Josefson-Nissenzweig

X espacio de Banach de dimensién infinita. Entonces existe una sucesion en
Sx+ que es o(X™, X)-convergente a cero.

Rosenthal-Odell

X espacio de Banach separable. Equivalen

| \

@ X no contiene (un subespacio isomorfo) a /1

@ Bx es o(X™*, X™)-secuencialmente densa en Bx .

\
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Algunos teoremas importantes

Lema de Schur

Toda sucesién de vectores en £1 que sea o({1,f~)-convergente es convergente
en norma.

| \

Teorema de Josefson-Nissenzweig

X espacio de Banach de dimensién infinita. Entonces existe una sucesion en
Sx+ que es o(X™, X)-convergente a cero.

Rosenthal-Odell

X espacio de Banach separable. Equivalen

| N

@ X no contiene (un subespacio isomorfo) a ¢1

@ Bx es o(X™*, X™)-secuencialmente densa en By x.

Observaciones

| \

o La topologia 0(¢1,40) no es metrizable en By, .

@ Para X =/;, Bx es o(X™*, X™)-secuencialmente cerrada.

A\
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Compacidad débil y sucesiones

Teorema de Eberlein-Smulian

X espacio normado, A C X. Equivalen:
o Aeso(X,X")-compacto.

o A es o(X,X™) secuencialmente compacto (esto es, de cualquier sucesién
de elementos de A puede extraerse una subsucesién o (X, X™)-convergente
a un elemento de A).
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Compacidad débil y sucesiones

Teorema de Eberlein-Smulian

X espacio normado, A C X. Equivalen:

o Aeso(X,X")-compacto.

o A es o(X,X™) secuencialmente compacto (esto es, de cualquier sucesién
de elementos de A puede extraerse una subsucesién o (X, X™)-convergente
a un elemento de A).

Corolario

| A\

Si X es reflexivo, cualquier sucesién acotada en norma admite una subsucesién
o(X,X™) convergente.

A
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Compacidad débil y sucesiones

Teorema de Eberlein-Smulian

X espacio normado, A C X. Equivalen:
o Aeso(X,X")-compacto.

o A es o(X,X™) secuencialmente compacto (esto es, de cualquier sucesién
de elementos de A puede extraerse una subsucesién o (X, X™)-convergente
a un elemento de A).

Corolario

| A\

Si X es reflexivo, cualquier sucesién acotada en norma admite una subsucesién
o(X,X™) convergente.

A

Como hemos visto, esto ltimo se puede demostrar sin usar el Teorema de
Eberlein-Smulian
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Tercer dual. Teorema de Dixmier
X espacio normado, consideramos
Jx: X — X, Jxxt X*— X5 Px =Jx=0(Jx)".
Entonces Py : X™** —s X™** es una proyeccién con ||Px||=1y

Px(X™™*) = Jx-(X")=X" y kerPx =[Jx(X)]".
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00000000 O0000000e

Tercer dual. Teorema de Dixmier

Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
0000000
X espacio normado, consideramos
Jx:X—>X**, JX*:X*—>X***, PX:JX*O(J)()*.
Entonces Py : X™** —s X™** es una proyeccién con ||Px||=1y

Px(X™™*) = Jx-(X")=X" y kerPx =[Jx(X)]".

Teorema de Dixmier

X = Jx«(X*) @ [JX(X)]l y la suma es topolégico directa.
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Tercer dual. Teorema de Dixmier

X espacio normado, consideramos
Jx: X — X, Jxxt X*— X5 Px =Jx=0(Jx)".

Entonces Py : X™** —s X™** es una proyeccién con ||Px||=1y

Px(X™™*) = Jx-(X")=X" y kerPx =[Jx(X)]".

Teorema de Dixmier

X = Jx«(X*)®[Jx (X)]" y la suma es topolégico directa.
Reciprocamente, si Y es un espacio de Banach y existe una proyeccién
P:Y* — Jy(Y) con ||P|| =1y tal que ker P es o(Y**,Y™)-cerrado,
entonces existe un espacio X tal que Y = X*.




Pares duales. Topologfas débiles Topologias débiles en espacios normados Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
00000000 00000000e 0000000

Tercer dual. Teorema de Dixmier

X espacio normado, consideramos
Jx: X — X, Jxxt X*— X5 Px =Jx=0(Jx)".
Entonces Py : X™** —s X™** es una proyeccién con ||Px||=1y

Px(X™™*) = Jx-(X")=X" y kerPx =[Jx(X)]".

Teorema de Dixmier

X = Jx«(X*)®[Jx (X)]" y la suma es topolégico directa.
Reciprocamente, si Y es un espacio de Banach y existe una proyeccién
P:Y* — Jy(Y) con ||P|| =1y tal que ker P es o(Y**,Y™)-cerrado,
entonces existe un espacio X tal que Y = X*.

| N

Ejemplo

X=co, X* =01, X** =loo. = X*™ =05, =1 D1 ¢
Esto es, cg es un M-ideal en {o.
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Puntos extremos y subconjuntos extremales

X espacio vectorial, A C X.
(0 # E C A es subconjunto extremal de A si

z,yeA, 0<t<l, (1—-t)z+tyek = z,y € E.

s a € A es un punto extremo de A cuando {a} es un subconjunto extremal de
A, es decir,

z,yeA, 0<t<l, (1—-t)z+ty =a = xT=y=a.

s ext(A) conjunto (posiblemente vacio) de los puntos extremos de A.
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Puntos extremos y subconjuntos extremales

X espacio vectorial, A C X.
%0 # E C A es subconjunto extremal de A si

z,yeA, 0<t<l, (1-t)z+tyeFkE = z,y € E.

Ja € A es un punto extremo de A cuando {a} es un subconjunto extremal de
A, es decir,

z,yeA, 0<t<l, (1—-t)z+ty =a = r=y=a.

Jext(A) conjunto (posiblemente vacio) de los puntos extremos de A.

E

extremo

no extremo

extremo

E es un subconjunto extremal de A
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Teorema de Minkowski-Carathéodory

Teorema de Minkowski-Carathéodory

KcRN compacto y convexo de R™. Entonces, cada = € K se puede escribir
como combinacién convexa de, a lo sumo, n+ 1 puntos extremos de K.
En particular,

K =co (ext(K)).
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Teorema de Minkowski-Carathéodory

Teorema de Minkowski-Carathéodory

KcRN compacto y convexo de R™. Entonces, cada = € K se puede escribir
como combinacién convexa de, a lo sumo, n+ 1 puntos extremos de K.

En particular,
K =co (ext(K)).
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Teorema de Krein-Milman
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Teorema de Krein-Milman

X espacio vectorial, AC X, f € X1 tal que Re f alcanza su maximo en A.
Entonces,

E={zc€A : Ref(z)=méx Ref(A)}

es un subconjunto extremal de A.




Pares duales. Topologias débiles Topologias débiles en espacios normados Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
00000000 000000000 0000000

Teorema de Krein-Milman

Lema

X espacio vectorial, AC X, f € X1 tal que Re f alcanza su maximo en A.
Entonces,
E={zc€A : Ref(z)=méx Ref(A)}

es un subconjunto extremal de A.

Teorema

| A\

X EVT tal que X separa puntos,  # A C X compacto. Entonces todo
subconjunto extremal cerrado de A contiene un punto extremo de A. En
particular, A tiene puntos extremos.

N
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Teorema de Krein-Milman

Lema

X espacio vectorial, AC X, f € X1 tal que Re f alcanza su maximo en A.
Entonces,
E={zc€A : Ref(z)=méx Ref(A)}

es un subconjunto extremal de A.

Teorema

| A\

X EVT tal que X separa puntos,  # A C X compacto. Entonces todo
subconjunto extremal cerrado de A contiene un punto extremo de A. En
particular, A tiene puntos extremos.

| A\

Teorema de Krein-Milman para ELC

X ELC separado, A C X compacto. Entonces A C E(ext(A)). Si Aes
convexo, se da la igualdad.

\
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Teorema de Krein-Milman

Lema

X espacio vectorial, A C X, f € X! tal que Re f alcanza su maximo en A.
Entonces,
E={zc€A : Ref(z)=méx Ref(A)}

es un subconjunto extremal de A.

Teorema

| A\

X EVT tal que X separa puntos,  # A C X compacto. Entonces todo
subconjunto extremal cerrado de A contiene un punto extremo de A. En
particular, A tiene puntos extremos.

N

Teorema de Krein-Milman para ELC

X ELC separado, A C X compacto. Entonces A C %(ext(A)). Si Aes
convexo, se da la igualdad.

| A\

Teorema de Krein-Milman revertido

X ELC separado, @;ﬁC’ C X convexo y compacto, E C C tal que C' =co(E).
Entonces, ext(C) C E.
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Principio del maximo de Bauer
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Principio del maximo de Bauer

K compacto T, f: K — R semicontinua superiormente

—> f alcanza maximo en K
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Principio del maximo de Bauer

K compacto T, f: K — R semicontinua superiormente

—> f alcanza maximo en K

X espacio vectorial, A C X convexo, f: A — R es casi-convexa si

F((I=tz+ty) <méx{f(z), f()} (wye€A, telo1]).
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Principio del maximo de Bauer

K compacto T, f: K — R semicontinua superiormente

—> f alcanza maximo en K

N

X espacio vectorial, A C X convexo, f: A — R es casi-convexa si

F((I=tz+ty) <méx{f(z), f()} (wye€A, telo1]).

| N

Principio del maximo de Bauer

X EVT tal que X* separa puntos, K C X convexo y compacto, f: K — R
casi-convexa y semicontinua superiormente.

—> f alcanza su maximo en un punto extremo de K
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Teorema clasico de Banach-Stone
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Teorema clasico de Banach-Stone

Teorema de Arens-Kelley

K compacto T». Entonces ext (BC(K)*) ={\d : t€ K, |N\=1}.
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Teorema clasico de Banach-Stone

Teorema de Arens-Kelley

K compacto T». Entonces ext (BC(K)*) ={\d : t€ K, |N\=1}.

Teorema clasico de Banach-Stone

H y K compactos y @ : C(H) — C(K) isomorfismo isométrico. Entonces,
existe 0 : K — H homeomorfismo y § € C(K) con §(K) C T tales que

[<I>(:c)] (t)= H(t)ac(a(t)) (t €K, ze C’(H))

En particular, K y H son homeomorfos.




Pares duales. Topologias débiles Topologias débiles en espacios normados Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman
00000000 000000000 0000000

Teorema clasico de Banach-Stone

Teorema de Arens-Kelley

K compacto T». Entonces ext (BC(K)*) ={\d : t€ K, |N\=1}.

Teorema clasico de Banach-Stone

H y K compactos y @ : C(H) — C(K) isomorfismo isométrico. Entonces,
existe 0 : K — H homeomorfismo y § € C(K) con §(K) C T tales que

[<I>(:c)] (t)= H(t)a:(a(t)) (t €K, ze C’(H))

En particular, K y H son homeomorfos.

A

Observacion (Milyutin)

K y H compactos metrizables no numerables

— C(K) y C(H) son isomorfos
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Una extensién: el Teorema de Choquet
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Una extensién: el Teorema de Choquet

Teorema de Choquet

X ELC separado, K C X convexo, compacto y metrizable. Entonces para cada
zo € K, existe una medida de probabilidad pz, en K tal que

F(zo) = /K (R dpiao (k) V€ X*,  pmg (ext(K)) = 1.
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Una extensién: el Teorema de Choquet

Teorema de Choquet

X ELC separado, K C X convexo, compacto y metrizable. Entonces para cada
zo € K, existe una medida de probabilidad pz, en K tal que

F(zo) = /K (R dpiao (k) V€ X*,  pmg (ext(K)) = 1.

Se puede aplicar a. ..
@ X separable, K = (Bx«,0(X™,X)).
@ X reflexivo separable, K = (Bx,o(X,X™)).

| A

N,




Pares duales. Topologias débiles Topologias débiles en espacios normados Puntos extremos. Teorema de Krein-Milman

00000000 000000000 [slejelele] o)

Una extensién: el Teorema de Choquet

Teorema de Choquet

X ELC separado, K C X convexo, compacto y metrizable. Entonces para cada
zo € K, existe una medida de probabilidad pz, en K tal que

F(zo) = /K FE) dpao(k) VF €X*,  pa (ext(K)) = 1.

Se puede aplicar a. ..
@ X separable, K = (Bx«,0(X™,X)).
@ X reflexivo separable, K = (Bx,o(X,X™)).

| A

N,

Corolario (Teorema de Rainwater)

X espacio normado, (z5) sucesién en X y x € X. Si (zn) estd acotada en
norma y limz*(x,) = =™ () para cada ™ € ext(Bx~ ), entonces (zn,) — T en
la topologia o(X, X ™).

A
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Teorema de Rainwater

Corolario (Teorema de Rainwater)

X espacio normado, () sucesién en X y x € X. Si (zy,) estd acotada en
norma y limz™(z,) = z* (x) para cada z* € ext(Bx~), entonces (zn) —> = en
la topologia o(X, X ™).
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Teorema de Rainwater

Corolario (Teorema de Rainwater)

X espacio normado, () sucesién en X y x € X. Si (zy,) estd acotada en
norma y limz™(z,) = z* (x) para cada z* € ext(Bx~), entonces (zn) —> = en
la topologia o(X, X ™).

Es una extensién del siguiente resultado:
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Teorema de Rainwater

Corolario (Teorema de Rainwater)

X espacio normado, () sucesién en X y x € X. Si (zy,) estd acotada en
norma y limz™(z,) = z* (x) para cada z* € ext(Bx~), entonces (zn) —> = en
la topologia o(X, X ™).

Es una extensién del siguiente resultado:

Proposicion

K espacio topolégico compacto, {fn} sucesién en C(K), f € C(K).
Equivalen:

e {fn} — f en la topologia o(C(K),C(K)"),
o {fn : n €N} acotado y {fn(t)} — f(t) para cada t € K.
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Teorema de Rainwater

Corolario (Teorema de Rainwater)

X espacio normado, (z5) sucesién en X y x € X. Si (z5) estd acotada en
norma y limz™(z,) = z* (x) para cada z* € ext(Bx~), entonces (zn) —> = en
la topologia o(X, X ™).

Es una extensién del siguiente resultado:

Proposicion

K espacio topolégico compacto, {fn} sucesién en C(K), f € C(K).
Equivalen:

{fn} — f en la topologia o(C(K),C(K)"),
{fn : n € N} acotado y {fn(t)} — f(t) para cada t € K.

@ Si conocemos que C(K)* = M(K), este resultado es consecuencia
inmediata del Teorema del Convergencia dominada de Lebesgue.

@ Si no conocemos ninguna representacién de C'(K)*, el resultado es
consecuencia del Teorema de Rainwater y la descripcién de los puntos
extremos de la bola unidad de C(K)* como deltas de Dirac.
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o Operadores en espacios de Hilbert

© Operadores compactos

© Ejemplos

© Teorema espectral
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Operador adjunto (1)
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Operador adjunto (1)

Existencia del operador adjunto
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@00 (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (1)

Existencia del operador adjunto

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
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@00 (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (1)

Existencia del operador adjunto

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:

(Tz|y) = (z|T"y) VzeX, VyevY
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@00 (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (1)

Existencia del operador adjunto

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
(Tz|y) = (z|T*y) VzeX, VyevY

Se dice que T es el operador adjunto de T.
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Operador adjunto (1)

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
(Tz|y) = (z|T"y) VzeX, Vyey

Se dice que T es el operador adjunto de 7.

y

Propiedades inmediatas
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@00 (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (1)

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
(Tz|y) = (z|T"y) VzeX, Vyey

Se dice que T es el operador adjunto de 7.

4

Propiedades inmediatas

o T =T
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@00 (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (1)

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
(Tz|y) = (z|T"y) VzeX, Vyey

Se dice que T es el operador adjunto de 7.

4

Propiedades inmediatas

o T =T
o T* e L(Y,X), ||T*|| = |T| = |T* T||*/?
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Operador adjunto (1)

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
(Tz|y) = (z|T"y) VzeX, Vyey

Se dice que T es el operador adjunto de 7.

4

Propiedades inmediatas

o I =T
o T* e L(Y,X), |T*|| = ||T| = ||T*T|'/?
o (T+S)*=T"+8* VSeL(X)Y)
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Operador adjunto (1)

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
(Tz|y) = (z|T"y) VzeX, Vyey

Se dice que T es el operador adjunto de 7.

4

Propiedades inmediatas

T** = T

T* € L(Y,X), |T*|| = |T|| = ||T* ||/
(T+S)"=T*+8" VSeL(X,)Y)
(AT)* = XT* VAeK
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Operador adjunto (1)

X,Y espacios de Hilbert, T € L(X,Y). Existe T*: Y — X verificando:
(Tz|y) = (z|T"y) VzeX, Vyey

Se dice que T es el operador adjunto de 7.

4

Propiedades inmediatas

o T"* =T

o T* e L(Y,X), |T*| =|T| = |T*T|"/2
o (T+5)* =T*+8* VSeL(X,Y)
°
°

(AT)* = XT* VAeK
Z Hilbert, S€ L(Y,Z) = (ST)* =T*S*
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Operador adjunto (I1)



Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral
oeo (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*




Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral
oeo (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
o T inyectivo < T*(Y) densoen X
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
o T inyectivo < T*(Y) densoen X

o T isomorfismo < T isomorfismo,
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
o T inyectivo < T*(Y) densoen X

o T isomorfismo < T* isomorfismo, en cuyo caso, (1)~ ! = (T~1)*
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
o T inyectivo < T*(Y) densoen X
o T isomorfismo < T* isomorfismo, en cuyo caso, (1)~ ! = (T~1)*
o T isométrico & T*T =Ix
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
o T inyectivo < T*(Y) densoen X
o T isomorfismo < T* isomorfismo, en cuyo caso, (1)~ ! = (T~1)*
o T isométrico & T*T =Ix

e T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix y
TT* =1y & T*=T"1
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
T inyectivo < T*(Y) densoen X
T isomorfismo <« T* isomorfismo, en cuyo caso, (T*)~% = (T1)*
T isométrico & T*T = Ix

T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix vy
TT* =1y & T*=T"1
Se dice entonces que T' es un operador unitario
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
o T inyectivo < T*(Y) densoen X
o T isomorfismo < T* isomorfismo, en cuyo caso, (1)~ ! = (T~1)*
o T isométrico & T*T =Ix

e T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix y
TT* =1y & T*=T"1
Se dice entonces que T' es un operador unitario

<

Operadores autoadjuntos y operadores normales
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
T inyectivo < T*(Y) densoen X
T isomorfismo <« T* isomorfismo, en cuyo caso, (T*)~% = (T1)*
T isométrico & T*T = Ix

T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix vy
TT* =1y & T*=T"1
Se dice entonces que T' es un operador unitario

<

Operadores autoadjuntos y operadores normales

H espacio de Hilbert, T'€ L(H)




Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral
oeo (e]e] [e]e] 00000

Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
T inyectivo < T*(Y) densoen X
T isomorfismo <« T* isomorfismo, en cuyo caso, (T*)~% = (T1)*
T isométrico & T*T = Ix

T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix vy
TT* =1y & T*=T"1
Se dice entonces que T' es un operador unitario

<

Operadores autoadjuntos y operadores normales

H espacio de Hilbert, T'€ L(H)

@ T es autoadjunto cuando T = T.
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
T inyectivo < T*(Y) densoen X
T isomorfismo <« T* isomorfismo, en cuyo caso, (T*)~% = (T1)*
T isométrico & T*T = Ix

T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix vy
TT* =1y & T*=T"1
Se dice entonces que T' es un operador unitario

<

Operadores autoadjuntos y operadores normales

H espacio de Hilbert, T'€ L(H)

@ T es autoadjunto cuando 7™ = T. Entonces:

IT|| = sup {|(Tz|2)| : |lzl| =1}
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
T inyectivo < T*(Y) densoen X
T isomorfismo <« T* isomorfismo, en cuyo caso, (T*)~% = (T1)*
T isométrico & T*T = Ix

T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix vy
TT* =1y & T*=T"1
Se dice entonces que T' es un operador unitario

<

Operadores autoadjuntos y operadores normales

H espacio de Hilbert, T'€ L(H)

@ T es autoadjunto cuando 7™ = T. Entonces:
IT|| = sup {|(Tz|2)| : ||zl =1}
@ T es normal cuando T*T = TT".
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Operador adjunto (I1)

Relaciones entre un operador y su adjunto

X,Y espacios de Hilbert, '€ L(X,Y).
o kerT = T*(Y)*
T inyectivo < T*(Y) densoen X
T isomorfismo <« T* isomorfismo, en cuyo caso, (T*)~% = (T1)*
T isométrico & T*T = Ix

T isomorfismo isométrico < T*T =1Ix vy
TT* =1y & T*=T"1
Se dice entonces que T' es un operador unitario

<

Operadores autoadjuntos y operadores normales

H espacio de Hilbert, T'€ L(H)

@ T es autoadjunto cuando 7™ = T. Entonces:
IT|| = sup { |(Tz|z)| : ||=]| =1}
@ T es normal cuando T*T = TT*. Equivalentemente:

|Tz|| = || T*z|| Yze€ H
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Operador adjunto (I11)
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Operador adjunto (I11)

Idempotentes
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Operador adjunto (I11)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
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Operador adjunto (I11)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
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Operador adjunto (I11)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
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Operador adjunto (I11)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
(iii) P es la proyeccién ortogonal de H sobre P(H)
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Operador adjunto (I11)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
(iii) P es la proyeccién ortogonal de H sobre P(H)

Se dice simplemente que P es una proyeccién
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Operador adjunto (III)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
(iii) P es la proyeccién ortogonal de H sobre P(H)

Se dice simplemente que P es una proyeccién

Caso complejo

\ | \
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Operador adjunto (III)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
(iii) P es la proyeccién ortogonal de H sobre P(H)

Se dice simplemente que P es una proyeccién

| A

Caso complejo

H espacio de Hilbert complejo, T'€ L(H).

A
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Operador adjunto (III)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
(iii) P es la proyeccién ortogonal de H sobre P(H)

Se dice simplemente que P es una proyeccién

| A

Caso complejo

H espacio de Hilbert complejo, T'€ L(H).
o (Tz|z)=0 Veec H = T =0

A
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Operador adjunto (III)

Idempotentes

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
(iii) P es la proyeccién ortogonal de H sobre P(H)

Se dice simplemente que P es una proyeccién

| A\

Caso complejo

H espacio de Hilbert complejo, T'€ L(H).
o (Tz|z)=0 Veec H = T =0
e T =T" < (Tz|z)ER VzeH

A




Operadores en espacios de Hilbert
ooe

Operador adjunto (III)

Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral

(e]e] [e]e] 00000

H espacio de Hilbert, P € L(H), P? = P. Equivalen:
(i) P es autoadjunto: P* = P
(i) P es normal: P*P = PP*
(iii) P es la proyeccién ortogonal de H sobre P(H)
Se dice simplemente que P es una proyeccién

V.

H espacio de Hilbert complejo, T'€ L(H).
o (Tzx|lz)=0VeeH = T=0
e T =T" < (Tz|z)ER VzeH

o T se expresa de manera (nica como T'= A+ iB con A= A" y
B = B*.
Por tanto T es normal si, y sélo si, AB = BA.

A
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Operadores de rango finito
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
uev](z) = (z|u)v VeeH
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
uev](z) = (z|u)v VeeH

e u®uv€EL(H), [u®v|(H) CKv
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
uev](z) = (z|u)v VeeH

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv
e TeL(H), dmTH)<1 = T=u®v conuveH
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
uev](z) = (z|u)v VeeH

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv
e TeL(H), dmTH)<1 = T=u®v conuveH

° [u@v|l = [lullllvll
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
[u®v)(z) = (z|u)v Ve H

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv
e TeL(H), dmTH)<1 = T=u®v conuveH
o flu®@v] = [lull[lv]

°o [u®v]* =vQu
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
[u®v)(z) = (z|u)v Ve H

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv

e TeL(H), dmTH)<1 = T=u®v conuveH
° [u@v|l = [lullllvll

°o [u®v]* =vQu

e SELH) = Sukv]=u®Sv, u®v]S=S*u®v
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
uev](z) = (z|u)v VeeH

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv

e TeL(H), dmT(H)<1 = T =uQ®v con u,v€H
o lu@uvl = [lul vl

°o [u®v]* =vQu

e SELH) = Sukv]=u®Sv, u®v]S=S*u®v

—
Operadores de rango finito
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
uev](z) = (z|u)v VeeH

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv

e TeL(H), dmT(H)<1 = T =uQ®v con u,v€H
o lu@uvl = [lul vl

°o [u®v]* =vQu

e SELH) = Sukv]=u®Sv, u®v]S=S*u®v

—
Operadores de rango finito

F(H) = {T € L(H) : dim (T(H)) < oo}
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
[u®v)(z) = (z|u)v Ve H

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv

e TeL(H), dmT(H)<1 = T =uQ®v con u,v€H
o lu@uvl = [lul vl

°o [u®v]* =vQu

e SELH) = Sukv]=u®Sv, u®v]S=S*u®v

—
Operadores de rango finito

F(H) = {T € L(H) : dim (T(H)) < oo}

n
e TEF(H) = T:Zuk®vk
k=1
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
[u®v)(z) = (z|u)v Ve H

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv

e TeL(H), dmTH)<1 = T=u®v conuveH
° [u@v|l = [lullllvll

°o [u®v]* =vQu

e SELH) = Sukv]=u®Sv, u®v]S=S*u®v

—
Operadores de rango finito

F(H) = {T € L(H) : dim (T(H)) < oo}

n
e TeF(H) = T= Zuk®vk
k=1
e F(H) subespacio vectorial de L(H)
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Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
[u®v)(z) = (z|u)v Ve H

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv

e TeL(H), dmTH)<1 = T=u®v conuveH
° [u@v|l = [lullllvll

°o [u®v]* =vQu

e SELH) = Sukv]=u®Sv, u®v]S=S*u®v

—
Operadores de rango finito

F(H) = {T € L(H) : dim (T(H)) < oo}

n
e TeF(H) = T= Zuk®vk
k=1
e F(H) subespacio vectorial de L(H)
o TEF(H) = T*€F(H)




Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos
[e]e]e} o0 [e]e]

Operadores de rango finito

Operadores de rango uno

H espacio de Hilbert, u,v € H.
[u®v)(z) = (z|u)v Ve H

e u®v e L(H), [u®v](H) C Kv

e TeL(H), dmTH)<1 = T=u®v conuveH
° [u@v|l = [lullllvll

°o [u®v]* =vQu

e SELH) = Sukv]=u®Sv, u®v]S=S*u®v

—
Operadores de rango finito

F(H) = {T € L(H) : dim (T(H)) < oo}

n
e TeF(H) = T= Zuk®vk
k=1
e F(H) subespacio vectorial de L(H)
e TEF(H) = T*eF(H)
e TeF(H), SeL(H = ST, TSecF(H)

Teorema espectral
00000
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Operadores compactos
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Operadores compactos

Definicién de operador compacto
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Operadores compactos

Definicién de operador compacto

H espacio de Hilbert, By = {z € H : ||z|| <1}.
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Operadores compactos

Definicién de operador compacto

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
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Operadores compactos

Definicién de operador compacto

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que
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Operadores compactos

Definicién de operador compacto

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto
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Operadores compactos

Definicién de operador compacto

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }
e K(H) C L(H), subespacio cerrado
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }

e K(H) C L(H), subespacio cerrado
o F(H) C K(H)
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }

e K(H) C L(H), subespacio cerrado
o F(H) C K(H)
e TeK(H), SeL(H =— ST, TSeK(H)
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }

e K(H) C L(H), subespacio cerrado
o F(H) C K(H)
e TeK(H), SeL(H =— ST, TSeK(H)

e Te K(H) = T(H) es separable.
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }

e K(H) C L(H), subespacio cerrado
o F(H) C K(H)
e TeK(H), SeL(H =— ST, TSeK(H)

e Te K(H) = T(H) es separable. Sea {en : n € N} base ortonormal

de T(H) y Py la proyeccién ortogonal sobre Lin{e : k <n}. Entonces
{||PnT — T||} — 0. Por tanto:
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }

e K(H) C L(H), subespacio cerrado
o F(H) C K(H)
e TeK(H), SeL(H =— ST, TSeK(H)

e Te K(H) = T(H) es separable. Sea {en : n € N} base ortonormal

de T(H) y Py la proyeccién ortogonal sobre Lin{e : k <n}. Entonces
{||PnT — T||} — 0. Por tanto:

o K(H) = F(H)
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Operadores compactos

H espacio de Hilbert, By = {x € H : ||z|| <1}. Operador compacto en H:
Aplicacién lineal T': H — H tal que

T(Bp) es compacto

equivalentemente, tal que T(Bp) es precompacto

v

Propiedades basicas

K(H) = { operadores compactos en H }

e K(H) C L(H), subespacio cerrado
o F(H) C K(H)
e TeK(H), SeL(H =— ST, TSeK(H)

e Te K(H) = T(H) es separable. Sea {en : n € N} base ortonormal
de T(H) y Py la proyeccién ortogonal sobre Lin{e : k <n}. Entonces
{||PnT — T||} — 0. Por tanto:

o K(H) = F(H)

e TeK(H) — T*eK(H)




Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral
[e]e]e} (e]e] [ Ie) 00000

Ejemplos (1)



Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral
000 [e]e] 0 00000

Ejemplos (1)




Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral
000 [e]e] 0 00000

Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y;:j€ J}.
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y;:j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y;:j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)

Tz = (z|z:)Y alij)y;

el jeJ
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y;:j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)

Tz = (z|z:)Y alij)y;

el jeJ

T — a*(i,5) = ay,1)
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y;:j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)

Tz = (z|z:)Y alij)y;

iel JjE€J

T — a*(i,5) = ay,1)

i
Operadores de multiplicacion
o
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)

Tz = (z|z:)Y alij)y;

i€l Jje€J
" — a*(i,j) = a(j,i)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
Tz = (z]2:) ) alij)y;
el jed

T — a*(i,5) = ay,1)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
My(f) = of VfeLz(p)
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
Tz = (z]2:) ) alij)y;
el jed

T — a*(i,5) = ay,1)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
My(f) = of VfeLz(p)
o MyeL(La(p)), Myl = llloo
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
Tz = (z]2:) ) alij)y;
el jed

T — a*(i,5) = ay,1)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
My(f) =of VfE€ L)
o MyeL(La(p)), Myl = llloo
o Myy = My M,
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
Tz = (z]2:) ) alij)y;
el jed

T — a*(i,5) = ay,1)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
My(f) = of VfeLz(p)
o MyeL(La(p)), Myl = llloo
o My, = My M,
o Mj =My, ¢*(t) =¢(t) (t€Q)
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
Tz = (z]2:) ) alij)y;
el jed

T — a*(i,5) = ay,1)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
My(f) =of VfE€ L)
My € L(L2(1)), Mgl = lI¢lloc
My = My-, ¢*(t) =¢(t) (t€Q)
@ My siempre es normal
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
Tz = (z]2:) ) alij)y;
el jed

" — a’(i,j) = a(j,i)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
My(f) =of VfE€ L)
My € L(L2(1)), Mgl = lI¢lloc
My = My-, ¢*(t) =¢(t) (t€Q)
@ My siempre es normal

@ My autoadjunto <= b=¢ cpd.
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Ejemplos (1)

X,Y espacios de Hilbert con bases ortonormales {xz; : i€ I}, {y; :j€ J}.
TeLX,)Y) — a:IxJ—=K, afi,j) = (Tzi|y;)
Tz = (z]2:) ) alij)y;
el jed

" — a’(i,j) = a(j,i)

Operadores de multiplicacion

(Q, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), ¢ € Loo(p)
My(f) =of VfE€ L)
My € L(L2(1)), Mgl = lI¢lloc
My = My-, ¢*(t) =¢(t) (t€Q)
@ My siempre es normal

M autoadjunto <= b=¢ cpd.
Mgy unitario <= [¢|=1 c.p.d.
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Operadores de multiplicacién, caso particular
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacién, caso particular

Q=N, Ly(p) =1, ¢={an}
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacién, caso particular

Q=N, La(p) =12, ¢={an}
[Mg(x)](n) = anz(n)
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacién, caso particular

2
[My(2)](n) = anz(n)
My € K(ly) {an} =0
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[My(2)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[My(2)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k:

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

o Ty € L(La(w)), IITkll < kIl

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

o Ty € L(La(w)), IITkll < kIl
o T} = Tpe, Kk*(s,t) = k(t,s)

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

o Ty € L(L2(w)), IITkll < lIkll2
o Ty =Ty, Kk*(s,t) =k(t,s)
@ De hecho, T}, € K(H)

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

o Ty € L(L2(w)), IITkll < lIkll2
o Ty =Ty, Kk*(s,t) =k(t,s)
@ De hecho, T}, € K(H)

Ejemplo (operador de Volterra):

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

o Ty € L(L2(w)), IITkll < lIkll2
o Ty =Ty, Kk*(s,t) =k(t,s)
@ De hecho, T}, € K(H)

Ejemplo (operador de Volterra): p = medida de Lebesgue en [0,1]

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

o Ty € L(L2(w)), IITkll < lIkll2
o Ty =Ty, Kk*(s,t) =k(t,s)
@ De hecho, T}, € K(H)

Ejemplo (operador de Volterra): p = medida de Lebesgue en [0,1]

k(st)— 1 si t<s
ST l0 si t>s

A
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Ejemplos(Il)

Operadores de multiplicacion, caso particular
Q= N, LQ(/J,) = 12, d)E {an}

[Mg(z)](n) = anz(n)
Mye K(l2) < {an}—0

’

Operadores integrales

(2, A, ) medida o-finita, H = Lo(u), k€ Lo(u® u)

Operador integral de nicleo k: [Ty f](s) = / k(s,t) f(t) du(t)
Q

o Ty € L(L2(w)), IITkll < lIkll2
o Ty =Ty, Kk*(s,t) =k(t,s)
@ De hecho, T}, € K(H)

Ejemplo (operador de Volterra): p = medida de Lebesgue en [0,1]

K(st) = {1 St (T3 1(s) = /O F(t)dt

0 si t>s

A
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ I}, T € L(H)
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ I}, T € L(H)
T — aT:IXI—>K, aT(i,j):(Tej|ei)
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ I}, T € L(H)
T — aT:IXI—>K, aT(i,j)z(Tej|ei)

(Tzle) =Y or(i5)(zle;)

jerI
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ I}, T € L(H)
T — oar:IxI—=K, ar(i,j) = (Tejle;)
(Tzle) =Y or(i5)(zle;)
jeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ 1}, T € L(H)
T — oar:IxI—=K, ar(i,j) = (Tejle;)
(Tzle) =Y or(i5)(zle;)
jeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?
a; si j=1

aT(i’j)z{o si jAi
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ 1}, T € L(H)
T — oar:IxI—=K, ar(i,j) = (Tejle;)
(Tzle) =Y or(i5)(zle;)
jeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?
a; si j=1

0 s jti (Txle;) = a;(x]e;),

aT(ihj) = {
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ 1}, T € L(H)
T — oar:IxI—=K, ar(i,j) = (Tejle;)
(Tzle) =Y or(i5)(zle;)
jeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?
a; si j=1

0 si j#i

(Tz|e;) = a;(zle;), Te; =aje;

aT(ihj) = {
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Planteamiento del problema

iSe puede diagonalizar un operador?

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i € I}, T € L(H)
T — oar:IxI—=K, ar(i,j) = (Tejle;)
(Tzle) =Y or(i5)(zle;)
jeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?
a; si j=1

0 si j#i

(Tz|e;) = a;(zle;), Te; =aje;

aT(ihj) = {

a € K autovalor de T' cuando ker (T'—al) # {0}
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Planteamiento del problema

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ 1}, T € L(H)
T — ar:IxI—K, aT(ij):(Teﬂei)
(Tx|e;) ZaTz] (x]e;)
JjeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?

. a; si j=1
ozT(z,]):{OZ g j;éz (Tx|e;) = a;(x|e;), Tej =aje;

a € K autovalor de T' cuando ker (T'—al) # {0}

op(T) = { autovalores del operador 7'}
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Planteamiento del problema

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i€ 1}, T € L(H)
T — ar:IxI—K, aT(ij):(Teﬂei)
(Tx|e;) ZaTz] (x]e;)
JjeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?

. a; si j=1
ozT(z,]):{OZ g j;éz (Tx|e;) = a;(x|e;), Tej =aje;

a € K autovalor de T' cuando ker (T'—al) # {0}
op(T) = { autovalores del operador 7'}

ker (T'— aI) subespacio propio, formado por los vectores propios
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Planteamiento del problema

H espacio de Hilbert con base ortonormal {e; : i € I}, T € L(H)
T — oar:IxI—=K, ar(i,j) = (Tejle;)
(Tx|e;) ZaTZJ (x]e;)
JjeI
iSe puede elegir {e;} de forma que ar sea diagonal?

. a; Si j=1
OéT(%])—{Ol sij’;éi (Tz|e;) = a;(zle;), Te; =aje;

a € K autovalor de T' cuando ker (T'—al) # {0}
op(T) = { autovalores del operador 7'}

ker (T'— aI) subespacio propio, formado por los vectores propios

Un operador es diagonalizable si, y sélo si,
admite una base ortonormal formada por vectores propios.
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Teorema espectral para operadores compactos
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal

o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal

o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
es unitario, luego normal, pero no tiene autovalores
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal
o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
es unitario, luego normal, pero no tiene autovalores
S+ S* es autoadjunto y tampoco tiene autovalores
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal
o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
es unitario, luego normal, pero no tiene autovalores
S+ S* es autoadjunto y tampoco tiene autovalores

o El operador V' de Volterra es compacto, pero no tiene autovalores. V' no
es normal.
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal

o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
es unitario, luego normal, pero no tiene autovalores
S+ S* es autoadjunto y tampoco tiene autovalores
o El operador V' de Volterra es compacto, pero no tiene autovalores. V' no
es normal.

v
Teorema espectral para operadores compactos
v
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal

o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
es unitario, luego normal, pero no tiene autovalores
S+ S* es autoadjunto y tampoco tiene autovalores

o El operador V' de Volterra es compacto, pero no tiene autovalores. V' no
es normal.

v
Teorema espectral para operadores compactos

Todo operador compacto y normal
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Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal

o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
es unitario, luego normal, pero no tiene autovalores
S+ S* es autoadjunto y tampoco tiene autovalores
o El operador V' de Volterra es compacto, pero no tiene autovalores. V' no
es normal.

v
Teorema espectral para operadores compactos

Todo operador compacto y normal
en un espacio de Hilbert complejo




Operadores en espacios de Hilbert Operadores compactos Ejemplos Teorema espectral
000 [e]e] [e]e) 0@000

Teorema espectral para operadores compactos

Observaciones

@ Todo operador diagonalizable es normal
o El operador de desplazamiento (bilateral)
[Sz](n) = 2(n+1) (n€Z,z€lf)
es unitario, luego normal, pero no tiene autovalores
S+ S* es autoadjunto y tampoco tiene autovalores

o El operador V' de Volterra es compacto, pero no tiene autovalores. V' no
es normal.

v
Teorema espectral para operadores compactos

Todo operador compacto y normal
en un espacio de Hilbert complejo
es diagonalizable
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Faeop(S) : |a| =|I9]
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién

H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracion
H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.
Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién
H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.

Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
(1) op(T) # 0
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Operadores compactos
[e]e]e}

(e]e]

Esquema de la demostracién

Ejemplos Teorema espectral

[e]e] [e]e] lele}

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién
H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.

Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
(1) op(T) # 0

(2) Eq = ker (T* —al) YaeC
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Operadores compactos
[e]e]e}

(e]e]

Esquema de la demostracién

Ejemplos Teorema espectral

[e]e] [e]e] lele}

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién
H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.

Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
(1) op(T) # 0

(2) Ea = ker (T* —al) YaeC luego op(T*) = {a: acop(T)}
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Operadores compactos
[e]e]e}

(e]e]

Esquema de la demostracién

Ejemplos

Teorema espectral
[e]e]

[e]e] lele}

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.
Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
(1) op(T) # 0
(2) Ea = ker (T* —al) YaeC luego op(T*) = {a: acop(T)}
(3) Jaeap(T) : |of =TI
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Esquema de la demostracién

Teorema espectral
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Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién
H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.
Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
(1) op(T) # 0
(2) Ea = ker (T* —al) YaeC luego op(T*) = {a: acop(T)}
(3) Ja€op(T) : |af =T
(4) a€op(T), a#0 = dim(Es) < o0
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién

H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.
Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
(1) op(T) # 0
(2) Ea = ker (T* —al) YaeC luego op(T*) = {a: acop(T)}
(3) Jaeap(T) : |of =TI
(4) a€op(T), a#0 = dim(Es) < o0
(5) a,8€0p(T), a#B => EaCEz, PaPg=PgPy=0
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Esquema de la demostracién

Teorema espectral
[e]e] [e]e] lele}

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

Pasos sucesivos de la demostracién
H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.

Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
1) op(T) #0

(

(2) Ea = ker (T* —al) YaeC luego op(T*) = {a: acop(T)}
(3) 3aeap(T) : |af =T

(4) a€op(T), a#0 = dim(Es) < o0

(5) a,8€0p(T), a#B => EaCEz, PaPg=PgPy=0
(6) Ve>0, {a€op(T): |a| >¢e} es finito
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Esquema de la demostracién

Existencia de autovalores

H espacio de Hilbert (real o complejo), S € K(H), S* = S. Entonces:
op(S) CR 'y Ja€op(S) : |af =S|

H espacio de Hilbert complejo, T € K(H), TT* =T*T.
Para a € C sea Eq = ker(T'—al) y Py: H — Eq proyeccion
(1) op(T) # 0
(2) Ea = ker (T* —al) YaeC luego op(T*) = {a: acop(T)}
(3) Jaeap(T) : |of =TI
(4) a€op(T), a#0 = dim(Es) < o0
(
(
(

) @,B€0p(T), a#B => EqCEg, PaPs=PgPo=0
6) Ve >0, {a€op(T): |af>c} esfinito
)

op(T) es numerable y 0 su tnico posible punto de acumulacién.
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)

aEA aEA
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)

T:ZaPa, I:ZPa

a€A aEA

o Convergencia en la norma de operadores
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)

T:ZaPa, I:ZPa

a€A aEA

o Convergencia en la norma de operadores

o a e A\{0} = dimE, <o
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)

T:ZaPa, I:ZPa

aEA aEA

o Convergencia en la norma de operadores
o a e A\{0} = dimE, <o
o ,fEA, a#£p = Py Pg = PgPoa =0
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)

T:ZaPa, I:ZPa

aEA aEA

o Convergencia en la norma de operadores
o a e A\{0} = dimE, <o
o ,fe€A, a#:fB = PaPg=PgPa=0

v

Segunda versién: Diagonalizacion

N,
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)

T:ZaPa, I:ZPa

aEA aEA

o Convergencia en la norma de operadores
o a e A\{0} = dimE, <o
o ,fe€A, a#:fB = PaPg=PgPa=0

v

Segunda versién: Diagonalizacion

Existe un sistema ortonormal numerable {e, : €T} y {ay : y€T} CC
tales que

T:Zaye'y®e'y Tx:ZaW(ﬂefy)ew

yel’ yel’

N,
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Las dos primeras versiones del Teorema Espectral

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
A=0p(T), Eoa =ker(T'—al), Py:H— Eq4

Primera versién: Resolucién espectral (candnica)

T:ZaPa, I:ZPa

aEA aEA

o Convergencia en la norma de operadores
o a e A\{0} = dimE, <o
o ,fe€A, a#:fB = PaPg=PgPa=0

| A\

Segunda versién: Diagonalizacion

Existe un sistema ortonormal numerable {e, : €T} y {ay : y€T} CC
tales que

T:Zaye'y®e'y Tx:ZaW(ﬂefy)ew

yel’ yel’

es decir, T' es diagonalizable. Asi pues, un operador compacto en un espacio
de Hilbert complejo es diagonalizable si, y sélo si, es normal.

N,
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Tercera versién
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Tercera versién

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H
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Tercera versién

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPy , I = Z Pa
aEA acA
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Tercera version

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPgy 1= Z P,
aEA aEA

Calculo funcional acotado
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Tercera version

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPgy 1= Z P,
aEA aEA

Calculo funcional acotado

Para cada funcién acotada ¢ € lvo escribimos

PT)=) e@Pu ¢TIz =) (a)Paz

a€cA aEA
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Tercera version

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPgy 1= Z P,
aEA aEA

Calculo funcional acotado

Para cada funcién acotada ¢ € ZOAO escribimos

PT)=) e@Pu ¢TIz =) (a)Paz

a€cA aEA

La aplicacién ¢+ @[T es el calculo funcional acotado en el operador T
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Tercera versién

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPy , I = Z Pa
aEA acA

Para cada funcién acotada ¢ € lvo escribimos

T =D ¢@Pa  @lTla=D p(e)Pas

a€cA aEA

La aplicacién ¢ — ¢[T] es el calculo funcional acotado en el operador T'

Tercera versién: Calculo funcional (canénico)
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Tercera versién

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPy , I = Z Pa
aEA acA

Para cada funcién acotada ¢ € lvo escribimos

T =D ¢@Pa  @lTla=D p(e)Pas

a€cA aEA

La aplicacién ¢ — ¢[T] es el calculo funcional acotado en el operador T'

Tercera versién: Calculo funcional (canénico)

El calculo funcional acotado es:
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Tercera versién

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPy , I = Z Pa
aEA acA

Para cada funcién acotada ¢ € lvo escribimos

T =D ¢@Pa  @lTla=D p(e)Pas

a€cA aEA

La aplicacién ¢ — ¢[T] es el calculo funcional acotado en el operador T'

Tercera versién: Calculo funcional (canénico)

El calculo funcional acotado es:

o Una aplicacién lineal isométrica de 15, en L(H)
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Tercera versién

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPy , I = Z Pa
aEA acA

Para cada funcién acotada ¢ € lvo escribimos

P[T] = p(a) Pa elTe =) (o) Paz

a€cA aEA

La aplicacién ¢ — ¢[T] es el calculo funcional acotado en el operador T'

Tercera versién: Calculo funcional (canénico)

El calculo funcional acotado es:

o Una aplicacién lineal isométrica de 15, en L(H)
@ Un homomorfismo de algebras: (o ¢)[T] = @[T)9[T]
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Tercera versién

T operador compacto y normal en un espacio de Hilbert complejo H

Resolucién espectral: T = Z aPy , I = Z Pa
aEA acA

Para cada funcién acotada ¢ € lvo escribimos

P[T] = p(a) Pa elTe =) (o) Paz
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