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Introduccion

Estos son los apuntes de la asignatura Curvas y superficies, obligatoria de 6
créditos en el segundo curso del Grado de Matematicas de la Universidad de Granada.
Son de libre distribucién, y pueden bajarse de la pagina web
http://wdb.ugr.es/ jperez/curvas-y-superficies-3o-matematicas-grupo-a/
Estan basados en apuntes previos del mismo autor, correspondientes a la asignatura Geo-
metria de Curvas y Superficies, obligatoria de 12 créditos en tercer curso de la antigua
Licenciatura de Matematicas por la UGR. En estas notas encontraras los enunciados y
demostraciones de los resultados contenidos en el programa de la asignatura Curvas y
Superficies. Hay ademé;s material adicional que no aparece recogido en el programa de la
asignatura, y que puede resultar 1util para aquellos alumnos que quieran profundizar maés
en algunos temas.

Algunas veces, las demostraciones estan resumidas y dejan que el lector compruebe
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ejercicios propuestos.
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junta del autor y de los lectores mejorarlos, un trabajo que nunca se termina. Si encuentras
algiin error, por favor envia un e-mail a la direccién de correo electrénico jperez@ugr.es
Todo lo que se dice en los apuntes puede encontrarse, a menudo explicado con més pro-
fundidad, en numerosos textos bésicos. Son recomendables los siguientes:

» A. M. Amores Lazaro, CURSO BASICO DE CURVAS Y SUPERFICIES, Edit. Sanz y
Torres, Madrid, 2001 (ISBN: 84-88667-77-9).
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Capitulo 1

Curvas en el plano y en el espacio.

1.1. Curvas parametrizadas y regulares. Longitud de arco.

Una idea intuitiva de curva es la trayectoria en el espacio de una particula en mo-
vimiento. En cada instante la particula estard en un lugar concreto, lugar que depende
de un parametro (que podemos ver como la variable tiempo), y la trayectoria es suave.
Con més rigor, una curva diferenciable (parametrizada) es una aplicacién diferenciable!
a: I C R — R3, donde I es un intervalo abierto de la recta real (I podria ser no acotado).
Diremos que la curva a es plana cuando exista un plano afin II de R® que contenga a
la imagen de « (también llamada traza de «), a la que denotaremos por Im(«). En este
ultimo caso, salvo un movimiento rigido podemos suponer que II = {z = 0} y entonces «
puede verse como aplicacién «: I — R?, omitiendo la tercera componente.

Volvamos al caso general. Escribiendo v en componentes, tenemos

a(t) = (z(t),y(1),2(1),  tel,

donde x, y, z son funciones reales de variable real, infinitamente derivables en I. La variable
t se llama el pardmetro de la curva. El vector tangente o velocidad de av en t € I es

(1) = (&(1), /(1) 2 () = Jim + (a(t +h) — a(1)) € B

La recta tangente a « en t es la recta afin de R® que pasa por a(t) en la direccién de o (t),
es decir {a(t) + Ad/(t) | A € R} (para que esto sea una recta debemos imponer o/(t) # 0).
Esta recta afin es la mejor aproximacién lineal de « en el punto a(t).

Ejemplos.

'Por diferenciable entendemos de clase C*°.
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Figura 1.1: Hélice circular.

. RECTA AFIN. Dados p,v € R, v # 0, consideremos la curva diferenciable a: R — R?
dada por a(t) = p+tv, t € R. La traza de « es la recta afin de R que pasa por p
en la direccién de v, y « recorre esta recta a velocidad constante v. Notese que si
cambiamos v por 2v, entonces [(t) = p + 2tv tiene la misma traza que «, pero se
recorre al doble de velocidad: f'(t) = 2v = 2d/(t), para todo t € R.

. CIRCUNFERENCIA. Dados ¢ € R? y 7 > 0, sea a: R — R? la aplicacién dada por
a(t) = ¢+ r(cost,sint). o es una curva diferenciable plana, cuya traza es la circun-
ferencia de centro ¢ y radio r.

. HELICE CIRCULAR. Sean a,b € R—{0}. Consideremos la curva diferenciable a: R —
R? dada por a(t) = (acost,asint, bt). Notemos que la proyeccién de a sobre el plano
(x,y) es una circunferencia de radio |a|, mientras que su tercera componente crece
linealmente, proporcionalmente a b. Otra propiedad geométrica de « es que las rectas
tangentes a o forman un dngulo constante con una direccion fija del espacio, en este
caso con la direccién vertical. Véase la Figura 1.1.

. Consideremos la curva a(t) = (¢2,0,0) definida en I = R. Es claro que la traza de
es el semieje {(z,0,0) | x > 0}, y que el punto «(t) recorre dicho semieje viniendo
desde (+00,0,0) (para t = —oo) para acercarse a (0,0,0) = «(0) perdiendo velocidad
(porque o/(t) = (2t,0,0)). En el instante ¢ = 0 la curva cambia de sentido y vuelve
a marcharse en direccién a (4+00,0,0) cuando t — +o0o, adquiriendo cada vez més
velocidad.

. Consideremos ahora «(t) = (t3,t2,0), t € R, que es una curva diferenciable plana
contenida en IT = {z = 0}. La traza de « es el conjunto {(x,y,0) | y = 22/3}, véase
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Figura 1.2: Traza de la curva «o(t) = (t3,12,0), t € R.

la Figura 1.2. Este ejemplo muestra que aunque « sea diferenciable, su traza puede
presentar picos. Esto ocurre exactamente para «(0) = (0,0,0), donde o/(0) = 0.

6. Una curva puede tener autointersecciones, como le pasa a la curva plana «(t) =
(t3 — 4t,t% — 4), t € R de la Figura 1.3.

7. Aunque una curva carezca de intersecciones, no tiene porqué ser un homeomorfismo
sobre su imagen. Esto es lo que le ocurre al folium de Descartes a:: (—1,00) — R2,

2 .
a(t) = (%’ %) (Figura 1.4).
En el siguiente enlace web pueden encontrarse multitud de ejemplos de curvas planas, con
explicaciones y graficos:
http://www.xahlee.org/SpecialPlaneCurves_dir/specialPlaneCurves.html

Definicién 1.1.1 Una curva diferenciable a: I ¢ R — R? se dice regular si o/(t) # 0

para todo t € I. Para este tipo de curvas, la recta tangente a o en un punto «a(t) es
r={at)+ A (t) | A € R}.

Si a: I C R — R?® es una curva diferenciable y h: J — I un difeomorfismo (en
particular, J ha de ser otro intervalo), entonces la aplicacién 3 = a o h: J — R? vuelve a
ser una curva diferenciable, a la que llamaremos reparametrizacion de o (a h se le llama
cambio de pardmetro). Observemos que las trazas de o y de 8 coinciden y que

(1.1) B'(t) = (t)o (h(t)),

para todo t € J. De (1.1) se deduce que « es regular si y sélo si 8 es regular, y que la
recta tangente a « en h(t) coincide con la recta tangente a  en t. La reparametrizacién



CAPITULO 1. CURVAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

Figura 1.3: Curva con autointersecciones.

Figura 1.4: Folium de Descartes.



1.1. CURVAS PARAMETRIZADAS Y REGULARES. LONGITUD DE ARCO. 5

Figura 1.5: Poligonal inscrita en a’[a,b]'

se llama directa si h'(t) > 0 para todo t € J (equivalentemente, si existe t € J tal que
R (t) > 0) e inversa si h'(t) < 0 para todo t (o para algtin t). Al ser A un difeomorfismo y
J conexo, sélo puede darse una de estas dos posibilidades.

1.1.1. Longitud de una curva.

Sea a: I C R — R3 una curva diferenciable y [a, b] C I. Queremos definir la longitud de
a en el intervalo [a, b] y para ello vamos a medir la longitud de poligonales que aproximen
a a[qp de una forma natural. Consideremos todas las poligonales inscritas en oy, es
decir, obtenidas uniendo puntos «(t;) en la traza de o mediante segmentos, donde los
valores ¢; del pardmetro se mueven en una particién de [a, b] (ver Figura 1.5). La longitud
de cada una de estas poligonales es facil de calcular: simplemente sumaremos ||p; — pi—1|,
donde p;_1, p; son cualesquiera vértices consecutivos de la poligonal. Cuanto mayor sea el
nimero de puntos de la particiéon, mejor serd la aproximacién de « por poligonales. Cuando
el nimero de segmentos tienda a infinito, las longitudes de las poligonales convergeran a
un numero real, que serd la longitud de a. Veamos todo esto rigurosamente.

Sea P ={tg =a <t <...<t,=>b} una particién del intervalo [a, b]. Denotemos por

n
L(a, P) =Y lla(t:) —a(ti1)l, || =max{t; —ti 1 | 1 <i<n}.
i=1
Sea P el conjunto de la tales particiones de [a, b]. Notemos que si P, P» € Py P, C P,

entonces L(a, P1) < L(a, P).

Definicion 1.1.2 En la situacion anterior, se define la longitud de la curva o desde a
hasta b como
L(a)t =sup{L(a,P) : Pe P}

Para que la definicién de longitud tenga sentido, debe existir el supremo anterior (es decir,
debe ser finito).
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Proposicién 1.1.1 Sia: I C R — R? es una curva diferenciable y [a,b] C I, entonces

L()? existe y vale

b
(1.2) L(a) = / o8] dt.

Demostracion. Primero notemos que la integral de la derecha de (1.2) tiene sentido ya
que ||o/|| es continua en el compacto [a,b]. Ahora veamos que L(a)® es finito. Dada una
particion P € P, la regla de Barrow nos permite escribir

t; n t; b
[ awa <> [ ol = [ oo
ti—1 i=1 ti—1 a

Como la desigualdad anterior es cierta para cualquier P € P, deducimos que L(« ) existe

n

(1.3) L(a,P) =) _

=1

y es menor o igual que fa |/ (t)]| dt.
Ahora veamos que (1.2) se cumple. Usando (1.3), basta probar la siguiente

Afirmacién 1.1.1 Dado € > 0, existe § > 0 tal que si P € P cumple |P|| < d, entonces

b
/|w@mﬁ—L@Jv<e

Demostracion de la afirmacion. Consideremos la funcién f: I? — R dada por

ft1,ta,t3) = /o' (t1)2 + ¢/ (ta)? + 2/ (t3)2.

Como f es continua en el compacto [a,b]® C I, f es uniformemente continua. Por tanto,
dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que si (t1,t2,13), (t],th, t5) € [a,b], entonces

3

(14) ’tj _t9| <oVj=1,23 = |f(t17f27t3) - f(t/lat/%tg)’ < b—a

Por otro lado, el teorema del valor medio aplicado a x(t), y(t), z(t) nos da

la(ts) — atic)? = (x(ts) — x(tim1))® + (y(t:) — y(ti-1))* + (2(t:) — 2(ti-1))?
= ﬂ%)m—ml) oy (i)t — tio1)? + 21(5:)%(t — ti1)?
= f(ﬁiu’)/z; z) (t _tz—l)2

para ciertos (3;,;, ; € [ti—1,t;]. Por tanto,

(1.5) L(a, P) = f(Bi i, 00)(t — ti1).
=1
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Por otro lado, el teorema del valor medio para integrales podemos escribir

(1.6)
b n t; n n
[l@nae =Y [ @l =3 '@l — i) = Y- 56 & 60— ti0)
a i=1/ti-1 i=1

i=1

para cierto & € [ti—1,ti], 1 <i < n. Tomemos ahora P € P tal que || P|| < 0. En particular,
t; — ti—1 < 0 para todo i, de donde |B; — &| < 9, |vi — &| < 9, |0; — &| < d para todo i.
Tras sustituir (1.5),(1.6) tenemos:

n

b
/ lo ()] dt — L, P) = S (F(€6€n65) — F(Brrin80)) (6 — i),

i=1
Aplicando (1.4), lo anterior es menor que

n

9
b—a Z(tl - ti—l) = E&.

i=1 a

Veamos algunas propiedades de la longitud de curvas.
Proposicién 1.1.2 Sea a: I C R — R? una curva diferenciable y [a,b] C I

1. La longitud es invariante por movimientos rigidos: si ¢: R> — R3 es un movimiento
rigido, entonces L(¢p o )b = L(a)®

a*

2. La longitud es invariante por reparametrizaciones: si h: J — I es un difeomorfismo
con h([c,d]) = [a,b], entonces L(ao h)? = L(a)®

a-

3. |la(b) — a(a)|| < L(a)b, y la igualdad se da si y sélo si a parametriza un segmento
que une sus extremos de forma mondtona (la curva mds corta uniendo dos puntos
de R? es la linea recta).

Demostracion. 1 es consecuencia de que si QS( ) = Az +bcon A € O( )y b € R
entonces (¢ o a)'(t) = Ad/(t) luego L(¢ o )’ f |Ac/ (t)|| dt = f |/ (t)|| dt = L(a)b.
El apartado 2 es consecuencia directa de la formula de cambio de variable en integracion.
Para el apartado 3, primero notemos que

wa < [ o/ (0)]d = L},

Pero lo anterior no nos dice cudndo se da la igualdad. Razonamos de otra forma, volviendo a
probar la desigualdad pero ahora podremos caracterizar la igualdad analizando cada paso.
Por el apartado 1, tras componer con un movimiento rigido del plano podemos supener

lee(b) — efa) || =
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que a(a) = 0. Si a(b) = 0, entonces ||a(b) — a(a)|| = 0, que es trivialmente menor o igual

que L(a)b. Y si fuera L(a)? = 0, entonces a serfa una curva constante de a a b, con lo que

el apartado 3 se cumplirfa en este caso. De esta forma, podemos suponer que a(b) # 0.
Como «a(b) # 0, existe ¢ € (a,b] tal que a(t) = 0y a(t) # 0 para todo ¢ € (¢,b]. En

(t,b], podemos descomponer

o = (o, 2y 4ot
e el 7

donde a™ es ortogonal a . Por tanto en (Z,b] se tiene

(07

[lex]

«

(4)
la/|]? = (o, ||a||>2 + et > (o,

2.
Y de aqui,

(B) b b © b
L), > L{a) = / ol dt > / <a',HO‘H>'dt > / (o, 2yt
t t « t

b
:/t (el dt 2 a®)] - [a@®)] = [a®)] = o) - a(a)]

donde (A),(B),(C) se usardn al discutir la igualdad, y (*) se obtiene aplicando la regla de
Barrow. Con eso hemos vuelto a probar la desigualdad. Y si se da la igualdad, entonces
se dard la igualdad en (A),(B),(C) anteriores. De (A) se deduce que a = 0 o equivalen-

/
L) =0 en (,b], luego existe c € R?

temente, o/ = (d/, II%H>IL en (¢,0]. Esto implica (Hall

[of
unitario tal que & = ¢ en (t,0]. De la igualdad en (B) se tiene o = 0 en [0, ¢]. Por tltimo,

(63
"ol
monotona el segmento de extremos «(0) =0y «(b). O

la igualdad en (C) implica 0 < (o ) = (d/,c) en (£,b], luego a7y recorre de forma

Si v es una curva que cumple ||/(t)|| = 1 para todo ¢, entonces la longitud de « entre
a'y b cumple L% (a) = b — a. Es razonable decir en este caso que « esta parametrizada por
el arco (p.p.a.). Es natural plantear las siguientes dos cuestiones:

i Puede toda curva ser reparametrizada por el arco? ;Cuantas reparametri-
zaciones por el arco admite una curva?

Es claro que si una curva presenta valores del pardmetro en los que el vector tangente se
anula, entonces no podra ser reparametrizada por el arco. Asi que necesitaremos imponer
a nuestra curva que su vector tangente no se anule en ninguin punto, es decir, que la curva
sea regular.
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Proposicién 1.1.3 Seaa: I C R — R? una curva reqular. Entonces, existe una reparame-
trizacion por el arco directa de . En concreto, si h: J — I es el difeomorfismo dado por

t
Wl (1) = / o/ ()| dr, tel
a
donde a € I, entonces 8 = a o h estd p.p.a.

Demostracion. Notemos que al ser r € I — ||o/(r)|| continua, entonces su primitiva ¢(t) =
fcf |/ (r)|| dr existe y es de clase C'. Como « es regular, r € I — ||o/(7)| es diferenciable
luego también lo es ¢ en I. Como ¢’ > 0 en I, ¢ es estrictamente creciente luego es un
difeomorfismo. Ahora h = ¢! tiene sentido. Notemos también que ¢(t) = L(a)!, aunque
estamos abusando de la notacién porque ¢t podria ser menor que a. Que [ estd p.p.a. se

deduce de la ecuacién (1.1). O

En cuanto al nimero de parametrizaciones por el arco de una curva regular dada, si 3 (s),
P2(7) son reparametrizaciones por el arco de @ = «(t), entonces 31 es una reparametri-
zacién de fo, es decir existe un difeomorfismo h tal que Si(s) = B2(h(s)). Derivando y
tomando normas tendremos |h/(7)| = 1 luego h(7) es, salvo un signo, una traslacién. Es-
to nos dice que salvo traslaciones o cambios de sentido, el pardmetro arco de una curva
regular es unico.

Las parametrizaciones por el arco de la recta afin, la circunferencia y la hélice circular
(con la misma notacién usada anteriormente) vienen dadas por:

1. a(t) :p+t”z—”, teR.
2. at) =c+r(cos(t/r),sin(t/r)), t € R.

t t bt
a cos , @ sin , ,teR.
( Va? + b2 Va2 + b2 \/a2+b2>

3. at) =

1.2. Teoria local de curvas planas: curvatura y diedro de
Frenet.

Sea a: I C R — R? una curva plana. Queremos medir lo que la traza de « se curva
en el plano, asignando a cada uno de sus puntos un nimero (por tanto, queremos definir
una funcién k = k(t) del pardmetro de o que mida la curvatura en «a(t)). Es 16gico pedir
que k sea constante cero en el caso de una recta, y constante no cero en el caso de una
circunferencia. Una buena aproximaciéon para definir k es comparar la variacion de longitud
de a alrededor de «(t) con la de su imagen esférica, es decir la longitud de la imagen en
la circunferencia unidad de o’/||/|| (necesitamos para ello que « sea regular).

Denotaremos por J: R? — R? al endomorfismo dado por J(x,y) = (—y,x) (giro de
90° en el sentido contrario a las agujas del reloj).
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Proposicién 1.2.1 Sea a: I C R — R? una curva plana y reqular. Entonces, para cada
to € I se tiene

L (),
P s a0 T ()
o S s M o

Demostracion. Veamos primero que podemos reducirnos al caso en que « sea parametri-
zada por el arco. Supongamos que 3 es una reparametrizacién por el arco directa de a.
Asi, existe un difeomorfismo h tal que « = Sohy h' > 0. Entonces o' = h’/3(h) de donde

ﬁ = ﬁ(h) = ||§Eh§\\ , es decir, Ha’ll y IIﬁEh§II coinciden salvo una reparametrizacién. Como la

longitud es invariante por reparametrizaciones, deducimos que el miembro de la izquierda
de (1.7) no cambia si sustituimos « por S. En cuanto al miembro de la derecha, notemos
que o’ = (R)2B(h) + R"B(R). Por tanto, (o, Jo/) = ((h')23(h) + h"B(h), ' JB(h)) =
(hW)3(B, JB)(h) luego el miembro de la derecha de (1.7) tampoco cambia al sustituir o por
5. Por tanto, en lo que sigue supondremos que « estd p.p.a. En tal caso,

L( o\ 5
B)ys _ Ll)e'd
- 207% — lim 70 — dt _ " t
550 L(a)i*? 550 20 550 26 / Bl dt = fla” (to)ll.
Por otro lado, derivando en ||a/||> = 1 obtenemos (o, o) = 0 luego o = AJa’ donde
A = (a”, Ja’) es derivable en I. Por tanto,

[{"(to), Jo/(t0))]

P~ Ml =l o)l

O

Por tanto, es razonable definir la curvatura de una curva regular a en typ € I (con la
" /
notacién de arriba) como W Como este ntimero es el valor absoluto de otro,

parece razonable dotar a la curvatura de un signo:

Definicién 1.2.1 Sea a : I C R — R? una curva plana y regular. La curvatura de o en
t € I se define como
(a(t), Jo/ (1))

lo’ (B[

De la demostracién de la Proposicién 1.2.1 se deduce que si « = Soh con 5 p.p.a., entonces
las curvaturas k. de o'y kg de 3 estan relacionadas mediante

k(t) =

(1.8) Ko = £rg0h,
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segin que el cambio de parametro h sea directo o inverso. Es facil probar que una recta
(con cualquier parametrizacién) tiene curvatura nula, y que una circunferencia de radio r
tiene curvatura constante 1/r 6 —1/r dependiendo de que la parametrizacién la recorra
en sentido contrario o favorable a las agujas del reloj.

Estudiemos ahora algunas propiedades de la curvatura.

Proposicién 1.2.2 Sea a: I C R — R? una curva plana y regular.

1. Si¢: R? = R? es un movimiento rigido y B = ¢poa entonces kg = Ko, dependiendo
de que ¢ sea directo o inverso.

2. Si la curvatura k de o es constante, entonces la traza de o es un segmento de recta
o un arco de circunferencia, dependiendo de k sea cero o distinta de cero.

Demostracion. Supongamos que ¢(p) = Ap—+b es un movimiento rigido, es decir A € O(2)
y b € R%. Entonces 8 = Ad' y " = A luego
(Ad", JAQ) ) (A", AJd)

<Oz”, Ja’)
= = = j: = :l':
" T AP [Ad/ [P lo/[?

= +Kq,

donde en (%) hemos usado que J o A = (det A).(A o J) (ejercicio 10).

En cuanto al apartado 2, supongamos que k es constante. Por (1.8), podemos también
suponer que « estd p.p.a. Asi, ||¢/|| = 1 luego (@”,a/) =0y o = kJd. Si k = 0, entonces
o’ = 0 luego « es una recta afin. Si k # 0, entonces definimos la funcién derivable

c(t) = aft) + %Jo/(t), tel.

Entonces, ¢ = o/ +1(Jo/) = o/ +LJo" = o/ + LJ(kJa!) = 0, luego c(t) = ¢y es constante
en I. Ahora consideremos la funcién derivable

f(t) =llat) = col®, tel

Entonces, f' = 2(c¢/,a—c) = —2(c/, L Ja/) = 0, luego f es constante. Si f es idénticamente
cero entonces a serd constante cg, contradiccién. Por tanto, f = 72 para cierto r € Rt
luego la traza de « esté contenida en una circunferencia centrada en ¢y de radio r. O

En la interpretacién del signo de la curvatura juega un papel importante la funcion
distancia (con signo) a la recta tangente. Si R es la recta afin en R? que pasa por un punto
p con direccién v (||v|| = 1), dicha funcién viene dada por

fiRZ SR, flq) = {(g—p Jv).

Asi, f~1(0) = R, f > 0 en el semiplano abierto con borde R hacia el que apunta Jv y
f < 0 en el otro semiplano abierto.
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Sea o : I C R — R? una curva plana y p.p.a. Consideramos la restriccién a los puntos
de la curva de la funcion distancia a la recta tangente en tg € I:

h: I —TR, h(t)={(at)— alty), Jda'(t)).

Es claro que h(tg) = h/(tp) = 0 y que h”(ty) = k(to), siendo & la curvatura de «. Por
tanto:

1. Si k(tp) > 0, entonces existe 6 > 0 tal que a(tg — d,tg + J) estd contenida en el
semiplano cerrado determinado por la recta tangente a « en tg hacia el que apunta
JO/ (to) .

2. Si k(tg) < 0, entonces existe § > 0 tal que a(ty — d,ty + J) estd contenida en el
semiplano cerrado determinado por la recta tangente a « en tg hacia el que apunta
—JOé/(t(]).

Claramente, las conclusiones anteriores son validas para una curva regular, sin que tenga
que estar p.p.a.

Volvamos al caso ||o/| = 1 y estudiemos con mayor detalle el caso k(tg) > 0 (el caso
k(tg) < 0 es andlogo). Definimos para cada A € R la funcién g): R — R dada por

a(t) = [la(t) = W%,

donde c¢(\) = afty) + AJ(tg). Es claro que gy es derivable, gy(tg) = A2, gh(to) = 0,
g5 (to) = 2(1 — Ak(to)). Por tanto:

1. Si XA < 1/k(tp), entonces existe & > 0 tal que a(tg — d,tg + d) esta fuera del disco
abierto de centro ¢(\) y radio |A|.

2. Si A > 1/k(to), entonces existe § > 0 tal que a(ty — J,tp + J) estd contenida en el
disco cerrado de centro ¢(\) y radio .

El valor A = 1/k(tg) es especial en el sentido de la discusién anterior, en el sentido que
determina la mejor aproximacién de v por una circunferencia que pasa por «(tg) tangente
a la recta tangente a « en ese punto: se llama a A = 1/k(ty) el radio de curvatura de o
en tg. Al punto «a(ty) + (1/k(tg))Jd/(tg) se le conoce como el centro de curvatura de o
en to y a la correspondiente circunferencia la llamaremos circunferencia osculatriz de o en
Oé(to).

Vamos a introducir una nomenclatura que también serd ttil para curvas espaciales.
Sea o : I C R — R? una curva plana y p.p.a. Representaremos por

T(t)=d(t), N(t)=Jd(t)
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Figura 1.6: Diedro de Frenet.

al vector tangente a a y una eleccién (de las dos posibles) de normal unitario, ver Figu-
ra 1.6.

Es facil comprobar que {T'(t), N(t)} es una base ortonormal positivamente orientada
de R? para cada t € I (llamaremos a esta base el diedro de Frenet), y que cumple las
ecuaciones de Frenet:

T' = kN, N' = —kT,

donde x es la curvatura de «. Una forma de medir como « se curva es observar céomo
el diedro de Frenet cambia conforme variamos el pardmetro. Esto puede comprobarse
escribiendo T = ¢ donde § = 6(t) es cierta funcién derivable; derivando, o = T =
i0'e" = 0'N luego k = (o, Ja') = (¢’ N,N) = @', es decir, 0 es una primitiva de x y ésta
nos informa de la velocidad a la que el diedro de Frenet cambia. También notemos que

k= {a",Jd) = det(d/, "),
luego el signo de & tiene el siguiente significado:

1. Si k(tp) = 0, entonces o/(tg) (velocidad) y o”(to) (aceleracién) llevan la misma
direccién.

2. Si k(tp) > 0 (resp. < 0), entonces la velocidad de « y su aceleracién forman una base
positiva (resp. negativa) en .

Teorema 1.2.1 (Teorema fundamental de las curvas planas) Sea k: I C R — R
una funcion derivable definida en un intervalo abierto I. Entonces, existe una curva plana
y p.p.a. a: I — R? cuya funcidn curvatura es k. Ademas o es tnica salvo movimientos
rigidos directos.

Demostracion. Empecemos con la unicidad. Supongamos que o, 3: I — R? son curvas
planas p.p.a., con kq = kg = K. Sean {T, No }, {13, Ng} los diedros de Frenet respectivos.
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Consideremos la funcién derivable x: I — R dada por
X(t) = I Ta(t) = T + [ Na(t) — Na(®)]1*.

Usando las ecuaciones de Frenet para .y [ se tiene Y’ = 0 en I, luego x es constante.
Salvo un movimiento rigido directo, podemos suponer que a(ty) = S(to), Tw(to) = Ts(to)
y Na(to) = Np(to). Asi, x(to) = 0 luego x se anula idénticamente. En particular, o/ =
en I. Como a(tg) = B(to), tenemos o = S en 1.

Veamos ahora la existencia. Por la discusién previa a este teorema tiene sentido em-
pezar definiendo, dada x: I — R una funcién derivable, la funcién (derivable) 6: I — R
dada por .

o(t) / (s) ds,
to
donde ty € I es cualquier punto. Elijamos una base ortonormal positiva {7y, No} y un
punto py € R?. Definimos

t t
a(t) =po + / cosf(s)ds - Ty + / sinf(s) ds - Ny,
to to
que es una curva plana y diferenciable. Claramente, o/(t) = cos@(t) - Ty + sin6(¢) - Np.
De aqui deducimos que « estd p.p.a., que N(t) := —sinf(t) - Top + cos6(t) - Ny es un
campo normal unitario a a, y que {a/(t), N(t)} es una base ortonormal positiva de R?
(luego éste es el diedro de Frenet de a). Por lo tanto, la curvatura de a viene dada por
(o', N) = 0/ = k. Nétese que a(ty) = po, &' (to) = To y N(tg) = No, luego en realidad
hemos probado un enunciado (sélo aparentemente) més fuerte: Dada k como funcion
curvatura prescrita, podemos encontrar una curva plana p.p.a. que la tiene por funcién
curvatura, prescribiendo ademds un punto de R? por el que pase en un instante dado con
una direccion tangente unitaria. O

Nota 1.2.1 El apartado 2 de la Proposicion 1.2.2 es ahora consecuencia inmediata del
Teorema 1.2.1.

1.2.1. Material adicional sobre curvas planas.

Supongamos que a: I C R — R? es una curva plana y p.p.a. Si x(t) > 0 para todo
t € I, a la curva formada por todos los centros de curvatura, e(t) = a(t) + (1/k(t))J/ (1),
se le llama la evoluta de . Notemos que €/ = o + (%),Jo/ + %Jo/’ = (%)/Jo/, luego
lle'l| = |(1/k)'| = |x'|/K?. Esto nos dice que

1. Si k es no decreciente en [a,b] C I, entonces

L(e)g:/::;dt:—/at (i)ldt:@—ﬁa), vt € [a, b].
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1 1
2. Si K es no creciente en [a,b] C I, entonces L(e)l = —— — ——

k()  k(a)

Proposicién 1.2.3 Sea o : I € R — R? una curva plana y p.p.a., con curvatura k
positiva y no decreciente. Dado a € I, se tiene

1
la(t) —e(a)|| < — para cada t € 1N [a,00),

r(a)

donde e es la evoluta de . Por tanto, a(INla,00)) estd contenida en el disco osculatriz
de a en a.

Demostracién. Dado t € I N [a,0),

la(t) — efa)] = H (e<t> - R(lt)m'(t)) (@] < 1) - el + 19O
= |le(t) — e(a L e, L1
- ” (t) ( )H+Kl(t) SL( )a+ I’i(t) Kl(a)' O

1.3. Curvas en el espacio: curvatura, torsion y triedro de
Frenet.

Sea a: I C R — R3 una curva p.p.a. Denotaremos por T'(t) = o/(t) al vector tangente
(unitario) a «. En el plano tenfamos s6lo dos opciones para elegir el vector normal a « en
cada t € I, lo que producia una nocién de curvatura con signo. En este caso de curvas en
R3 tenemos toda una circunferencia unidad de posibles elecciones para el vector normal
N(t), por lo que no es légico definir la curvatura usando N (t). Se define la curvatura de o
en ¢ como

k(t) = |IT" ()], tel.

Luego a diferencia con la situacién para curvas planas, la curvatura de curvas espaciales
siempre es no negativa.

Por ejemplo, si a(t) = p + tv es una recta afin (p,v € R3, ||v|| = 1) entonces T'(t) = v
y k(t) = 0 para todo t € R. Reciprocamente, si a: I C R — R? es una curva p.p.a. con
curvatura idénticamente nula, entonces el vector tangente T' = o’ es constante, luego la
traza de o es un segmento de recta afin.

Supongamos ahora que x(t) > 0 para cada t € I; en tal caso la funcién k es derivable
y tiene sentido definir
() T'(t)

N =0T = W)

tel,
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que es un vector unitario y ortogonal a T, llamado el vector normal a « en t. De esta
forma, la ecuacion

(1.9) T'(t) = k(t)N(t)

se cumple trivialmente (comparar con la situacién para curvas planas). Al plano generado
por {T'(t), N(t)} se le llama plano osculador.

Nota 1.3.1 ;Qué relacién hay entre la curvatura de curvas planas y espaciales? ;Y entre
sus campos normales (supuesto que £ > 0)? Si a: I — R3 es una curva p.p.a. y plana, es
decir, con traza contenida en un plano II de R3, entonces tiene sentido la curvatura & y
el campo normal N de a como curva plana, independientemente de si k tiene ceros o no.
Usando las ecuaciones de Frenet para curvas planas, se tiene

(1.10) w(t) = |IT' @)l = [RON @) = [RD)],

Para preguntarse por la relacién de N y N, el taltimo tiene que existir, luego necesitamos
suponer  sea estrictamente positiva. Tomemos un vector a € II' — {0}. Derivando en
(T,a) = 0 tenemos (T”,a) = 0, luego (1.9) implica que (N, a) = 0. Como « no tiene ceros,
deducimos que N toma valores en la variedad de direccién de II. Como N, N son campos
unitarios y ortogonales a T' contenidos en el mismo plano, deducimos que N = +N.

Volvamos al caso general: a: I — R3 no es necesariamente plana, pero si p.p.a. y con
k(t) > 0 para todo t € I. En este caso, definiendo B(t) = T'(t) x N(t) tenemos que

{T(t),N(t), B(t)}

es una base ortonormal positivamente orientada de R3. A B(t) se le llama el vector binormal
a aenty ala anterior base, el triedro de Frenet de « en t, ver Figura 1.7.

Queremos medir ahora lo que la curva o “dista” de ser plana, asignando una funcién
real 7 = 7(t) que se anule idénticamente en el caso de que «a sea plana. Dar B(t) equivale
a dar el plano osculador a « en ¢, luego B’(t) nos informa de cémo este plano osculador
cambia. Pero B = (T X N) =T' X N+T x N =xkN xN+T x N =T x N', luego B’

es ortogonal a T'. También B’ es ortogonal a B, por ser B unitario. Esto nos dice que
B'(t)=7(t)N(t), tel,

para cierta funcién diferenciable 7 = (B’,N) en I. A 7 se le llama la torsidn de a.
Claramente, una curva con curvatura estrictamente positiva tiene torsion idénticamente
nula si y sélo si su plano osculador es constante By € R? (|| By|| = 1), y es facil probar que
esto ocurre si y sélo si la curva estd contenida en un plano ortogonal a By, es decir, si y
sélo si la curva es plana.
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Figura 1.7: Triedro de Frenet.

Ahora calculamos N'(t), t € I. Como el triedro de Frenet es una base ortonormal,
tenemos

N = (N’,T>T+ (N’,N)N + (N’,B>B = —<N,T/>T — (N, B’>B = —xkT — 7B.
En resumen:

Proposicién 1.3.1 (Ecuaciones de Frenet) Sea a: I C R — R3 una curva p.p.a. con
curvatura k(t) > 0 para todo t € I y torsion 7: I — R. Entonces:

T = kN
N = —kT—-71B
B = 7TN.
L fura de una hélice circular a(t) < ! in— " bt >
a curvatura de una nelice circular « = | aCOS ———,as8in s 5
Va2 + b2 Va2 + b2 Va2 + 1

t €R,esk(t) = 253 (a > 0) ysutorsién es 7(t) = —ﬁ (Ejercicio 28). Reciprocamente,

si una curva tiene curvatura y torsidon constantes, entonces ha de ser una hélice circular
(esto se deducira del teorema fundamental de curvas espaciales de la préxima seccién).

Notemos que hemos definido curvatura y torsién para curvas p.p.a. (con curvatura
estrictamente positiva). Podemos relajar la condicién ||o/|| = 1 pidiendo que a: I — R3
sea una curva regular. Entonces, la curvatura y la torsién de « en ¢t € I se definen como
la curvatura y la torsién de una reparametrizacién por el arco directa® 5(s) = a(h(s)) en
el punto s = h~1(t), . Al final de este capitulo veremos expresiones para la curvatura y la
torsién de curvas regulares, sin pasar por una reparametrizacién por el arco.

Teorema 1.3.1 (Teorema fundamental de las curvas alabeadas)
Sean k,7: I CR — R dos funciones derivables definidas en un intervalo abierto I, tales

2Es decir, con b’ > 0.
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que k(t) > 0 para todo t € 1. Entonces, eriste una curva p.p.a. o: I — R® cuyas funciones
curvatura y torsion son respectivamente k y 7. Ademds « es iunica salvo movimientos
rigidos directos.

Demostracion. Siya tuviésemos nuestra solucién «, entonces su triedro de Frenet {T', N, B}
cumplirfa las ecuaciones de Frenet. Escribiendo T' = (T1,7%,73), N = (N1,Na,N3) y
B = (By, B, B3), se tendria

(1.11) N! = —xT;—7B;

para i = 1,2, 3. Esto puede verse como un sistema de 9 ecuaciones diferenciales ordinarias
(EDO) con 9 incégnitas. Como dicho sistema es lineal (con coeficientes no necesariamente
constantes), la teoria general de EDO nos asegura la existencia de una unica solucién para
cada elecciéon de condiciones iniciales.

Ahora empezamos la demostracion de existencia. Elijamos una base ortonormal positi-
va {Tp, No, By} de R3 y un instante ¢y € I. Entonces, existen tinicas funciones vectoriales
diferenciables T, B, N: I — R?® que cumplen el sistema (1.11) (no debemos llamarlo aiin
las ecuaciones de Frenet porque no tenemos curva) con condiciones iniciales

(1.12) T'(to) =To, N(to) =No, B(to) = Bo.

Veamos que para cada t € I, {T(t), N(t), B(t)} forma una base ortonormal positiva de
R3:

(T = 2(T",T) = 2x(N,T)
(T,N)" = (T',N) +(T,N') = s||N|]*> - &||T||* - 7(T, B)
(T,B) =

1.13
(149) IV
(
(1
(1.13) puede verse como un sistema de 6 EDO en las incégnitas ||T||?, (T, N), (T, B),

|N||?, (N, B) y ||B||?, definido en el intervalo I. Ese sistema tendra solucién tinica para
cada eleccion de condiciones iniciales. Si elegimos la condicién inicial

{ (||TH2>(t0) =1, <T7 N>(t0) =0, <Ta B>(t0) =0,
(INI*)(to) =1, (N, B)(to) =0, (||B[*)(to) = 1,

' = 2(N',N)= —2x(T,N) — 27(B,N)
! (N',B) 4+ (N, B') = —s(T, B) — 7|| B||> + 7| N |]?
2Y = 2(B',B) =27(N,B)

)
)
) (T', B) + (T, By = (N, B) + (T, N)
)
)
)

(1.14)

entonces sabemos que la tnica solucién del problema de valores iniciales (1.13)4(1.14) es
la 6-upla de funciones escalares correspondiente a las funciones vectoriales T, N, B que



1.3. CURVAS EN EL ESPACIO: CURVATURA, TORSION Y TRIEDRO DE FRENET.19

aparecieron antes. Pero las funciones

{ (1T =1, (T,N)=0, (T,B)=0,
(NP =1, (N,B)=0, (|BI*)=1,

forman una solucién de (1.13)4(1.14), y por tanto coincide con la anterior, es decir,
{T(t),N(t), B(t)} es una base ortonormal de R? para cada ¢t € I. En particular, t €

1% det(T'(t), N(t), B(t)) es continua y valuada en {£1}. Como {7y, Ny, By} es una base
positiva, es d(tp) = 1 luego concluimos que {T'(t), N(t), B(t)} es una base positiva para
cada t € I. En particular, B=T x N en I.

Ya podemos definir la curva a: I — R3: elegimos py € R? y definimos

(1.15) a(t) = po + /tt T(s)ds.

Asi, o = T luego a esté p.p.a. Calculamos la curvatura k. de o usando la primera ecuacién
de (1.11):
ko = |[T']| = [[6N|| = |x] = &.

Por tanto, el normal unitario N, a « viene dado por

7 7

N, N

Y

donde hemos usado de nuevo la primera ecuacién de (1.11). Como B =T x N, concluimos
que B es el binormal a a. Usando la tercera ecuacién de (1.11) tendremos que la torsién
de « es

Ta = (B',N) =,

lo que termina de probar la existencia. En cuanto a la unicidad, supongamos que 3: I — R3
es otra curva p.p.a. con curvatura kg = k y torsién 73 = 7. Consideremos el triedro de
Frenet {1, Ng, Bg} asociado a . Como {7y, No, Bo} vy {T(t0), Ng(to), Bg(to)} son dos
bases ortonormales positivas de R?, existe una dnica matriz A € SO(3) tal que ATjs(tg) =
Tov, ANg(to) = Ny ,ABgs(ty) = By. Consideremos el movimiento rigido directo ¢: R? - R3
dado por ¢(p) = Ap + b, donde b € R? se calcula imponiendo que ¢(B(tg)) = po = a(to).
Entonces, ¢ o 8 es una curva p.p.a. con la misma curvatura « y la misma torsion 7 que 8
(Ejercicio 36). De las ecuaciones de Frenet para ¢ o 8 deducimos que el triedro de Frenet
{T4os, Npos, Bgop} de ¢ o f cumple el mismo problema de valores iniciales (1.11)4(1.12)
que cumple el triedro de Frenet {T', N, B} de «. En particular, (¢ o ) = o en I luego
¢ o By « se diferencian en una constante. Esta constante es cero por cémo hemos elegido
la parte en traslacién de ¢, lo que termina de probar la unicidad. O
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Corolario 1.3.1 Sea a: I — R? curva p.p.a. con curvatura k = ko > 0 y torsion T =
70 € R. Entonces:

1. Si 1y =0, entonces o es un arco de circunferencia.

2. Si o #0, entonces « estd contenida en una hélice circular.

Una hélice circular definida en el Ejemplo 3 de la Seccién 1.1 tiene la propiedad de
que sus rectas normales son perpendiculares al vector (0,0,1). En general, se define una
hélice como una curva p.p.a. espacial con curvatura estrictamente positiva, cuyas rectas
normales son perpendiculares a una direccién dada de R3.

Teorema 1.3.2 (Lancret) Sea a: I — R3 una curva p.p.a. con curvatura s estrictamen-
te positiva y torsion 7. Sea {T, N, B} el triedro de Frenet de . Entonces, son equivalentes:

1. o es una hélice.
2. Jv € R? — {0} tal que (N,v) = 0.
3. Jv e R? — {0} tal que (T,v), (B,v) con constantes.

4. T/K es constante.

Demostracion. 1,2 son equivalentes por definicion de hélice. Si suponemos 2, entonces por
las ecuaciones de Frenet se tiene (T, v)’ = (T",v) = K(NN,v) = 0 luego (T, v) es constante.
Anélogamente, (B,v) = (B',v) = 7(N,v) = 0 luego (B,v) también es constante, y se
tiene 3.

Ahora veamos que 3 implica 4. 0 = ((T,v)) = (T",v) = k(N,v) de donde (N,v) = 0.
Derivando, 0 = (N,v) = (N',v) = —k(T,v) — 7(B,v) luego 7/k es también constante.

Finalmente, probaremos 2 a partir de 4; supongamos que 7/k es constante. Asi, B’ =
TN = %T’ luego B — =T es un vector constante de R3, al que llamamos v. Claramente,
v#0y (N,v) =0 en I luego se tiene 2. O

Una hélice generalizada es una curva diferenciable a: I — R3 tal que (o, v) es cons-
tante para algin v € R — {0}. Esto no equivale, ni siquiera en el caso de que « sea p.p.a.
con k > 0, a que « sea una hélice.

1.3.1. Curvatura, torsién y triedro de Frenet para curvas no p.p.a.

Para finalizar este capitulo, veremos expresiones para curvatura, torsién y triedro de
Frenet de una curva o: I — R3 regular, no necesariamente p.p.a. Si 8 = aoh: J — R3 es
una reparametrizacion por el arco directa de a (es decir, A’ > 0 en J), entonces se define
la curvatura de v como

Ka(t) = kg(h~1(t)), Vt € I.
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Y si kq > 0 en I, entonces se define la torsion de a y su triedro de Frenet como

Ta(t) = ( (t))
Ta(t) = (A7 (1)), No(t) = Ng(h™}(t)) Ve,
Ba(t) = Bs(h™'(1))

donde los subindices hacen referencia a la curva. A veces, no es posible calcular explici-
tamente el cambio de pardametro que pasa de « a 3, por lo que seria deseable contar con
expresiones de la curvatura, torsion y del triedro de Frenet de « sin tener que pasar por
su reparametrizaciéon por el arco 5.

Proposicién 1.3.2 Sea o: I — R3 una curva regular. Entonces, su curvatura viene dada
por

la” x o]

(1.16) Ko =
¢ lo|[?

Y si ko >0 en I, entonces

d t / 1 "
1. La torsion de o es T, = —W
o X o

2. El triedro de Frenet de o viene dado por

o o x o
=l P e o Mo = Bex e

Ademds, N, también puede calcularse como el normalizado de ||/ ||>a” — (o/, o).

Demostracion. Sea 3 = o h: J — R3 una reparametrizacién por el arco directa de .

1 = ||B|| = hl|e/|| (hemos usado que la parametrizacién es directa), luego i = 1/|o/||.
Llamando ¢ = h™!, entonces ¢’ = ||o/|| y @ = 3 0 ¢. Derivando esta tltima ecuacién:

o = (Bog) )
(1.17) o = ¢"(Bogd)+(¢)(Bo¢)

o = ¢"(Bod)+3¢'¢"(Bod)+(¢)(B o)
Por tanto,
o x o’ =(¢)3(Bog) x (Bod)=||*(Ts x Tg) o= |o/||*(Ts x ksNs) 0 ¢
= [/ P (kg 0 §)(Bg o ¢) = ||o/[|*ka(Bg o ¢).

Tomando normas se tiene directamente (1.16). En cuanto al apartado 1, de (1.17) tenemos

det(a’,a”,0") = det (¢/ (B 0 9), (¢/)2(B 0 0), (¢))*(H 0 )
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—_—
= ||| [det <T57K5N57ﬁ5N5> ¢

= [|o]|°s5 [det (T, N, —73B3) 0 ¢] = —|lo/[|*s5 7

= ||/ |det (T, N3, N ) 0 0]

Sustituyendo (1.16) en la dltima expresién tendremos probado el apartado 1 de la propo-
sicion. En cuanto al apartado 2, la formula T, = Hg—,” es trivial. Veamos ahora que N, es

el normalizado de [|/||?a” — (o/, a")a/. Por definicién,

Na:Ngqu: <1dﬂ3>o¢:1<d(ﬂ"o¢l)o¢> :1<d¢10¢> dTo

kg ds Ko, ds o\ as —
1 d (o 1 e
~ rallo[ dt <||O/|>  Kalle/|| ('[P’ = (o', a")a')

lo que implica que N, es el normalizado de |o/||?a” — (o/, a”")a/. Veamos ahora que B, =
%: Primero notemos que o’ x N, no tiene ceros, luego o/ x (||o/||?a” — (o, ")) =
l/||?a’ x o tampoco tiene ceros. De aqui deducimos que o’ x o tampoco los tiene, luego
la férmula que queremos probar tiene sentido. Observemos que o x o’ es ortogonal a T,.
También o/ x o es ortogonal a N,, ya que este tiltimo es paralelo a ||o/||?a” — (a/, ")/
y (o x o, [|d/||?a” — (o/,a")a’) = 0. Esto nos dice que {o/, ||&/|?a” — (o/, o)/, x o'}
es una base de R3. Veamos que es positiva y tendremos la férmula que queremos para By:

det(a’, o/ [Pa” — (@, 0"}’ ' x ") = o/ det (', ", o’ x o) = []|[*]}” x o"|[* > 0,

con lo que la féormula para B, estd probada. Por iltimo, N, = B, X T, se deduce de que
{Tw, Ny, Bo} es una base ortonormal positiva de R3. O

1.3.2. Material adicional sobre curvas en el espacio.

Como la curvatura y la torsiéon determinan a las curvas p.p.a. espaciales salvo movi-
mientos rigidos directos, es razonable pensar que si una curva estd sometida a una ligadura
(como por ejemplo tener su traza contenida en una esfera) entonces su curvatura y torsiéon
deberan estar relacionadas. En esta linea tenemos los Ejercicios 40 y 41. Veamos otro
resultado para cuando la ligadura es una esfera:

Proposicién 1.3.3 Sea a: I — R3 una curva p.p.a. con curvatura s estrictamente posi-
tiva y torsion T, cumpliendo k' # 0 y 7 # 0 en I. Entonces, la traza de « estd contenida
en una esfera de radio r > 0 si y solo si

(1.18) =+
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Demostracion. Supongamos que « estd contenida en una esfera de radio r. Como (1.18) es
invariante frente a traslaciones de la curva, podemos suponer que la esfera esta centrada
en el origen, es decir ||a|? = 72 en I. Derivando tres veces y usando las ecuaciones de

Frenet:
(o, T) =0,
1+ ’{<O‘7 N> =0,
k' (a,N) + k{o, —kT — 7B) = '{o, N) — k7(cv, B) = 0,

donde, como siempre, {T', N, B} es el triedro de Frenet de a. Asi,

KT K K2T

1 & (o, Y\ 1 —k"\?
= ol = (. T+ (0 N2+ a3 =04 o (D) L (2

que es (1.18). Reciprocamente, supongamos que (1.18) se cumple. Derivando y simplifi-
cando 275 (aqui usamos que ' no tiene ceros):

11w
Kk T\TK
que puede reescribirse

1/1\7
(1.19) Iy [ <> ] ~0.
K T\ K
Ahora definimos una curva diferenciable 8: I — R? mediante 8 = a + %N — % (l)/B.
Derivando,

ﬁ'—T+<1>/N+1(—/<;T—TB)— [1 <1>I} B—1<1>/TN_O,
K K T\ Kk T\ Kk

donde hemos usado (1.19) en la tltima igualdad. Asf, 3 es cierta constante py € R3 y

1 171\ P 1 1/1\1°
ot -3 L] -
K K T K

T\ K
y la traza de « estd contenida en una esfera centrada en py de radio r. O
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1.4.

1.

CAPITULO 1. CURVAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

Ejercicios.

Parametrizar una curva plana cuya traza sea:

a) Una circunferencia centrada en el punto (0,1) de radio 1, recorrida en el sentido
horario y tal que «(0) = (0,0).
Una parabola de ecuacién y = x2 + 3.
Una rama de la hipérbola 22 — 32 = 1.
Una rama de la hipérbola xy = 1.
Una elipse centrada en el origen cuyos ejes sean los ejes coordenados, con semiejes
a,b > 0y recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj.

Calcular una parametrizacién de una circunferencia que tenga aceleracién tangencial.

Calcular la longitud de la curva a(t) = (2a(1 + cost),2a(1 + sent), a\/5t) entre los
valores del parametrot =0y t = 2.

. La espiral logaritmica es la curva plana «a(t) = e!(cos(t),sin(t)), t € R. Representar

graficamente la traza de a. ;Es o parametrizada regular? Calcular la longitud L(a)?,
donde [a,b] C R. Deducir que aunque la traza de « se enrolla infinitas veces alrededor
del origen cuando a — —oo, la longitud L(a)? . = lim, , o L(a)? es finita. Calcular
el pardmetro arco y la curvatura de la espiral logaritmica. Probar que en una espiral
logaritmica, el vector de posicidon forma dngulo constante con el vector tangente. j Cudl
es la familia de curvas planas con esta dltima propiedad?

. La lemniscata de Bernouilli es el conjunto de puntos (x,y) € R? tales que el producto

de sus distancias a dos puntos llamados focos es el cuadrado de la semidistancia entre
los focos. Demostrar que si los focos son (+a,0) con a > 0, entonces la lemniscata
puede parametrizarse por

a(t): (aﬂcost a\@sentcost)’ tER.

14+sen?t’ 1+sen?t

La cicloide es la trayectoria que describe un punto sobre una circunferencia que rueda
a lo largo de una recta. Encontrar una parametrizacidn de la cicloide; para ello, suponer
que la recta es el eje OX, que la circunferencia que gira siempre tangente al eje OX tiene
radio 1, que en instante ¢ = 0 la circunferencia esta centrada en (0, 1) y que el punto que
describe la cicloide es (en t = 0) el origen (solucién: ¢(t) = (t —sint, 1 —cost)). Calcular
la longitud de la cicloide correspondiente a una rotaciéon completa de la circunferencia
que rueda sobre el eje OX.
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7.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

La catenaria es la curva plana a: R — R? dada por a(t) = (t,cosht).

a) Probar que « es regular, y que la longitud de « desde /() hasta a(t2) es sinh to —
sinh ¢1 (tl < tg).
b) Calcular la curvatura de la catenaria y reparametrizarla por el arco.
La tractriz es la curva plana a: (0, 7) — R? dada por a(t) = (sint, cost + log tan %).
a) Probar que « es regular excepto para t = 7/2, y que para t € (0,7) — {4}, ¢ mide
el angulo que forma o/(t) con la direccién positiva del eje OY.

b) Calcular la curvatura de o y demostrar que la longitud del segmento de la tractriz
entre el punto de tangencia y el eje OY es constante 1.

Sean a: I — R?, B: J — R? dos curvas planas p.p.a. con trazas disjuntas. Supongamos
que la distancia entre las trazas de a y [ se alcanza en «(tg) y B(so), donde ¢ty € I'y
so € J. Probar que las rectas tangentes a o en tg y a B en s son paralelas.

Sea J(z,y) = (—y,x) y A € O(2). Probar que Jo A= (det A).(Ao J).

Probar que si todas las rectas afines tangentes a una curva plana p.p.a. pasan por un
punto de R?, entonces la curva es segmento de recta.

Probar que si todas las rectas afines normales a una curva plana p.p.a. pasan por un
punto pg € R?, entonces la curva es un arco de circunferencia centrada en py.

Probar que una curva plana regular es un segmento de recta si y sélo si todas sus rectas
tangentes afines son paralelas.

Demostrar que una curva plana p.p.a. es un segmento de recta o un arco de circunferencia
si y sélo si todas sus rectas tangentes equidistan de un punto fijo py € R2.

Determina las curvas regulares planas cuyas rectas afines normales equidistan de un punto
.. o . 2 1
fijo (solucién: son aquellas cuya curvatura no tiene ceros y es de la forma (t)” = 7
siendo a,b € R).

Sea a(6) = r(6)(cos 6, sin §) una curva plana en coordenadas polares, donde 7: [ — R™
es una funcién diferenciable definida en un intervalo abierto I C R. Probar que la
curvatura de « es

Q(T/)2 _ 7“7“// + 7,,2

2+ ()22

COMPARACION DE CURVAS.

Sean a: I — R?, B:J — R? dos curvas p.p.a. con diedros de Frenet respectivos
{Tw, No}, {T3, Ng}. Supongamos que existen tg € I, sg € J tales que a(tg) = B(so) =
(0,0), Ta(to) = Ts(s0) = (1,0), No = Ng(so) = (0,1). Probar que
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

CAPITULO 1. CURVAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

a) Si ka(to) > Kg(so), entonces o estd estrictamente por encima de /3 en un entorno
de (0,0), es decir, a, 8 pueden reparametrizarse como grafos aq(z) = (z, f(x)),
B1(xz) = (x, h(x)) de funciones derivables alrededor de x = 0 con f(0) = h(0) = 0,
y f(x) > h(x) para cada = # 0 en un entorno de cero.

b) Si « estd por encima de 3 en un entorno de (0,0), entonces kq(to) > ka(s0)-

(Indicacién: una vez reparametrizadas «, 3 como grafos a1, 31, considerar la funcién
g(z) = f(x) — h(z), que cumple g(0) = ¢’(0) = 0, ¢"(0) = Ka(to) — K3(s0)). Nbtese
que este principio de comparacién generaliza las comparaciones con la recta tangente y
con la circunferencia osculatriz contenidas en la teoria.

Usar el principio de comparacién de curvas para probar que si o: I — R? es una curva
p.p.a. que alcanza su distancia maxima al origen en tg € I, entonces su curvatura s
cumple

1
|k (to)| =
[l

(o) I

Sean o, 3: I — R? dos curvas p.p.a. de forma que sus respectivas curvaturas cumplen
Ka = —fp en I. Probar que existe un movimiento rigido inverso ¢: R? — R? tal que

B=doa.

Sea a: I — R? una curva p.p.a. con 0 € I, simétrica respecto a a(0). Relacionar la
curvatura de a con la de la curva 8: I — R? dada por 3(t) = a(—t).

Supongamos que «: (—&,e) — R? es una curva p.p.a. cuya funcién curvatura es par.
Demostrar que la traza de « es simétrica respecto a la recta afin normal a « en t = 0.

Supongamos que a: (—¢,e) — R? es una curva p.p.a. cuya funcién curvatura es impar.
Demostrar que la traza de « es simétrica respecto al punto «/(0).

Sea a: I — R? una curva p.p.a. y ty € I tal que k(tg) # 0. Demostrar que existe un
e > 0 tal que para todo t € (tg — &,ty + €), la recta afin normal a « en el instante ¢
corta a la recta afin normal a « en ty, y que dicho punto de interseccién converge a
e(to) = a(ty) + ﬁ.]o/(to), el correspondiente punto en la evoluta de a.

Sea F': O — R una funcién diferenciable definida en un abierto O C R?, yseaa € R un
valor regular de F'. Probar que {(z,y) € O | F(z,y) = a} puede parametrizarse como
una curva regular alrededor de cualquiera de sus puntos, y calcular el normal unitario y
la curvatura de dicha curva en términos de las derivadas parciales de F'.

Sea f: I — R una funcién derivable definida en un intervalo abierto I C R. Calcular el
parametro arco y la curvatura del grafo de f.
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26. Sea a: R — R? una curva p.p.a., cerrada y L-periédica (L > 0). Probar que si el
valor absoluto de la curvatura de « es estrictamente menor que una constante C > 0,
entonces a(R) no puede estar contenida en un disco de radio 1/C.

27. La inwvoluta de una curva p.p.a. a: I — R? es la curva 8: I — R? dada por S(t) =
a(t) + (to — t)d/(t), donde ty € I es un instante fijo. Probar que /3 no es regular en
to ni en los puntos donde la curvatura k., de a se anule. Calcular la curvatura de la
involuta (donde [ sea regular). Demostrar que en un subintervalo donde k,, sea positiva,
la evoluta de B es a. En este sentido, la evoluta y la involuta son transformaciones
reciprocas.

t _ t bt
,asin ,
Va? + 2 Va2 + b2 Va? + b

— a 1A —
Demostrar que la curvatura de a es £(t) = %5 y la torsién es (1) =

28. Sea a(t) = (acos ) t € R, una hélice circular.

__b
a?+b2-
29. Se considera la curva parametrizada a: R — R3 dada por a(t) = (1+4-cos(t), sen(t), cosh(t)).
Demostrar que « es regular. Calcular el triedro de Frenet, la curvatura y la torsién de «.

30. Sea a: I — R3 una curva regular. Probar que si o/(t) y o'(t) son linealmente depen-
dientes para todo ¢, entonces la traza de « estd contenida en una recta.

31. Se considera la curva a(t) = (cost, cos(2t),sent) con t € R. jEs « regular? Calcular las
rectas tangente y normal, el triedro de Frenet, la curvatura y la torsién de a en a(m/4).

32. Se considera la curva «(t) = (% cost,1 —sent, —% cost), con t € R. Calcular su triedro

de Frenet, su curvatura y su torsién. jEs « una circunferencia? En caso afirmativo,
calcular su centro y su radio.

33. Probar que si todas las rectas afines normales a una curva (espacial) p.p.a. con curvatura
estrictamente positiva pasan por un punto py € R3, entonces la curva es un arco de
circunferencia centrada en pyg.

34. Probar que no existe ninguna curva p.p.a. con curvatura estrictamente positiva tal que
todas las rectas afines binormales (es decir, con la direccién del vector binormal en cada
punto) pasan por un punto py € R3.

35. Sea a: I — R? una curva p.p.a. y pg € R3 — a(I). Probar que la traza de « estd
contenida en una esfera centrada en pg si y sélo si para cada t € T, el vector tangente
o/ (t) es ortogonal al vector de posicién «(t) — pg respecto del origen py.

36. Sea a: I — R3 una curva p.p.a. ¢: R — R3 un movimiento rigido y 5 = ¢ o a.
Demostrar que las curvaturas K, K3 coinciden y que si éstas son estrictamente positivas,
entonces la torsiones se relacionan por 73 = £7,, donde — se da si y sélo si ¢ es inverso.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

CAPITULO 1. CURVAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

Reciprocamente, si «,3: I — R? son curvas p.p.a. con curvaturas Kk, = kg > 0y
torsiones 7, = —Tg, probar que existe un movimiento rigido inverso ¢: R3 — R3 tal que
f=¢oa (el caso 7, = 73 estd cubierto por el Corolario 1.3.1).

Sea a: I — R? una curva regular. Para cada A € R — {0}, se define la curva 8: I — R3
dada por (t) = Aa(t). Relacionar las curvaturas, las torsiones y los triedros de Frenet

de ay S.

Relacionar la longitud, curvatura y torsién de una curva cuando le aplicamos una homote-
cia de razén A > 0 (dado pg € R3, la homotecia de razén \ y centro pg es H : R3 — R3,

H(p) =po+ A(p — po)).

Sean «,3: I — R3 dos curvas p.p.a. y con curvaturas positivas. Demostrar que si
a(s) = —f(—s) para cada s € R, entonces kq(s) = kg(—5) y Ta(s) = —75(—s) para
cada s € 1.

Sea a: I — R3 una curva p.p.a. con curvatura positiva. Demostrar que o es un arco
de circunferencia si y sélo si tiene curvatura constante y su traza estd contenida en una
esfera.

Sea a: I — R3 una curva p.p.a. con curvatura s positiva. Probar que si la torsién de
« es constante 79 € R y la traza de « estd contenida en una esfera, entonces existen

a,b € R tales que
1
t) = , Vtel.
~(t) a cos(Tot) + bsin(7ot)

Sea a: I — R? una curva p.p.a. con curvatura estrictamente positiva. Probar que existe
una curva diferenciable w: I — R? tal que las ecuaciones de Frenet de « se escriben

T'=wxT, N =wxN, B =wxB,

donde {T', N, B} es el triedro de Frenet de a. A la curva w se le llama la velocidad
angular de . Demostrar que « tiene velocidad angular constante si y sélo si es un arco
de circunferencia o de hélice circular.

OTRA INTERPRETACION DE LA CIRCUNFERENCIA OSCULATRIZ.

a) Sea v: I — R? una aplicacién diferenciable, definida en un intervalo abierto I que
contiene al origen, con v(0) = (0,0). Demostrar que en un entorno de (0,0) se
tiene

det(v(s), v(t)) = ““2_3)

donde R(s,t) € R tiende a cero cuando (s,t) — (0,0).

[det(v'(0),v"(0)) + R(s,t)]
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44.

45.

46.

47.

48.

b) Sea a: I — R? una curva plana y p.p.a. Supongamos que en la curvatura k de
a no se anula en un instante ty € I. Usar el apartado a) para probar que existe
e > 0 tal que para cualesquiera s,t € (to —&,to+¢) — {to} con s # t, los puntos
a(s),a(t), a(ty) no estan alineados.

c) Por el apartado b), para cada s,t € (tg —e,tp +¢) — {to} con s # t existe
una unica circunferencia C(s,t) que pasa por «(s), a(t), a(tg). A partir de ahora,
normalizaremos la situacién fijando a(0) = (0,0) y &/(0) = (1,0) (siempre puede
conseguirse esto tras un movimiento rigido directo). Probar que el centro p(s,t) =
(a(s,t),b(s,t)) de C(s,t) esta dado por

det(V(1),V(s)) _det(W (1), W(s))
D = 2det(al) 0’ " T 2det(a(t), as)

donde V(t) = ([la(t)[?,y(t)), W(t) = (a(t), [la(®)|*) y o(t) = (x(t),y(t)).
d) Usar el apartado a) para probar que cuando s,t € —(g,e) — {0} tienden a cero
entonces C(s,t) converge a la circunferencia osculatriz de o en «(0).

Dos curvas planas regulares a: I — R?, 3: J — R? se dicen curvas de Bertrand si
existe una funcién diferenciable r: I — J tal que la recta afin normal a « en cada
t € I coincide con la recta afin normal a 3 en r(t). Demostrar que si a, 3 son curvas de
Bertrand, entonces la distancia entre ambas rectas afines normales es constante.

Se considera la curva a: R = R3, au(t) = (33, 2¢,¢2).
a) iEs « una curva regular? Obtener la longitud del arco de o comprendido entre los
puntos P = (1/3,2,1) y Q@ = (9,6,9). Calcular el triedro de Frenet de o en P.
b) Obtener la curvatura y la torsién de a en un punto cualquiera.
¢) iEs « una hélice? En caso afirmativo, calcular su eje y el angulo que forman las

rectas tangentes a « con el eje.

Obtener una parametrizacién a de una curva contenida en el cilindro de ecuacién 2% +
y? = 1y tal que sus rectas tangentes formen un dngulo constante con el eje del cilindro.
Calcular la curvatura y torsién de «. jSe puede decir algo de o desde un punto de vista
geométrico?

Calcular el diedro de Frenet de la espiral logaritmica « definida en el problema 4. Calcular
también la evoluta de . jHay alguna relaciéon geométrica entre ' y su evoluta?

Sean I C R un intervalo abierto y a: I — R3 una curva p.p.a., valuada en la esfera
unidad S?(1), con curvatura k > 0 y torsién 7.
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49.

50.

51.

52.

53.

CAPITULO 1. CURVAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

(A) Probar que k*r = —det(c/, @”,a™) y que llamando J = det(a, o, o), entonces
J/
o = —at+Jaxd, " =-1+J)d+Jaxd, k=+1+J2, 1= e

(B) Deducir que « es una circunferencia dentro de S?(1) si y sélo si J es constante, y
que « es un circulo maximo si'y sélo si J = 0.

Dada una curva o: I — R? p.p.a., demostrar que si todas sus rectas normales afines

equidistan de un punto, entonces existen a,b € R tales que x(t) = i\/alTrb' Vtel.

Sea a: I — R? una curva p.p.a. con curvatura x(t) > 0 y torsién 7(t), Vt € I. Probar
que si todos los planos osculadores afines de o equidistan de un punto pg € R3, entonces

existen a,b € R tales que % =at+b Vtel.

-
K
Sea a: I — R? una curva p.p.a. con curvatura positiva. Demostrar que si todos los
planos afines osculadores a « pasan por un mismo punto, entonces « es una curva
plana.

Sea B: I — S?(1) C R3 el vector binormal de una curva a: I — R? p.p.a. con torsién
T>0.

a) Determina la curva a, su curvatura, su triedro y su torsién en términos de B y sus
derivadas.

b) Halla la expresién general de una curva a: R — R3 p.p.a. y con torsién positiva
sabiendo que su vector binormal viene dado por
2 2 -1

B(s) = (\/g sen s, ﬁcoss, \/5> s eR.

Calcula su curvatura y su torsién.

Sea a: I — R? una curva p.p.a. con curvatura positiva. Dado sg € I, sea f: I — R
la funcién distancia con signo respecto al plano afin osculador en sg , es decir, f(s) =
{a(s) — a(so), B(so)), donde B(sp) es el binormal de « en sg. Calcular f(sg), f'(so0),
1" (s0) y f"(s0). Deducir que si la torsién 7(sg) # 0, entonces hay un intervalo abierto
J con sg € J C I tal que «(J) contiene puntos a ambos lados del plano afin osculador
en Sgp.

54. Sea a: R — R? la curva parametrizada por a(t) = (cos(2t), sen(2t), 2 cost).

a) Calcular la curvatura y la torsién de a.
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55.

56.

57.

b) Demostrar que la traza de « coincide con la interseccidn del cilindro de ecuacién
22 4+ y? = 1 con la esfera de ecuacién (z — 1) +y? + 22 = 4.

Describir explicitamente todas las curvas diferenciables o en R? que cumplen o/ = o/ xa,
siendo a € R3 — {(0,0,0)}. ;Qué son geométricamente estas curvas?

Sea a: I — R? una curva p.p.a. definida en un intervalo abierto I € R con 0 € I.
Probar que existe ¢ > 0 tal que « se desarrolla en términos de su triedro de Frenet en
t =0 como

#(0)? k(0)

a(t) = a(0)+ [t - Gtﬂ T(o)+[ S 24 K'(0)

6

2t3 N(0)+Wt33(0)+R(t),

donde lim,o B¢ = 0.

Sea a: I — R? una curva plana p.p.a. con curvatura positiva kq(t) y sea B: I — R? su
evoluta, que suponemos regular.

(A) Demostrar que la curvatura kg de § cumple:

Ka(t)
rp(t) =
(=)

(B) Usar lo anterior para probar que si todas las rectas afines normales a « equidistan de
un punto, entonces la traza de « o la de 3 estan contenidas en una circunferencia.
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Capitulo 2

Superficies en el espacio

2.1. Definicion de superficie. El plano tangente.

Intuitivamente, una superficie es un subconjunto de R? donde cada punto tiene un
entorno similar a un trozo de plano que ha sido suavemente curvado. Ejemplos triviales de
superficies son un plano, una esfera y cilindro, un toro de revolucién... (Figura 2.1). Pero
antes de definir rigurosamente qué es una superficie regular, quizas convenga comentar qué
no es una superficie, es decir, qué patologias no admitiremos (la razén principal de estas
exclusiones serd que queremos aplicar el Anélisis para estudiar superficies, lo que exige
ciertos minimos de diferenciabilidad, esto no dice que nuestra definiciéon de superficie sea
la tnica posible).

Por ejemplo, no admitiremos que una superficie tenga picos, como le ocurre en un
poliedro, en un cono o en el conjunto {(z,y, z) € R?| 3% = 23} representado en la Figura 2.2
derecha. Tampoco admitiremos como superficies aquellas que tengan autointersecciones,

Figura 2.1: Algunas superficies sencillas.

33
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Figura 2.2: Algunos conjuntos que no admitiremos como superficies.

Figura 2.3: La figura de la izquierda no se admitird como superficie regular, pero las otras
dos si.

como la de la izquierda en la Figura 2.3. Si seran admisibles figuras de topologia complicada
(Figura 2.3 derecha) o no compactas (Figura 2.3 centro, nétese que sélo se representa una
parte de la superficie).

Definicién 2.1.1 Una superficie (regular) es un subconjunto S C R? tal que cada p € S
tiene asociado un abierto U C R?, un entorno abierto V de p en R? y una aplicacién
diferenciable X : U — R? que cumple

1. X(U)=VnSs.
2. X: U — VNS es un homeomorfismo.

3. La diferencial de X en cualquier punto ¢ € U, dXj: R? — R3, es un monomorfismo.

A X se le llama parametrizacion de S alrededor de p. Decir que X = X (u,v) = (z(u,v),
y(u,v), z(u,v)) es diferenciable equivale a que las funciones z,y, z sean de clase C*°. Ya
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Figura 2.4: Parametrizacién de una superficie.

que X: U — R3 es diferenciable, en particular es continua luego X: U — V N S es
continua. Es decir, la condicién 2 anterior sélo exige que X: U — V N S sea biyectiva y

que X~ ': VNS — U sea continua. La condicién 3 equivale a exigir que los vectores %—f(q),

%—f(q) sean linealmente independientes para todo ¢ € U. A las variables u,v de X se les
llama coordenadas locales de S, y a las curvas espaciales u +— X(u,vp), v — X(ug,v),
curvas coordenadas de la parametrizacién, ver Figura 2.4. Una forma intuitiva de ver las
parametrizaciones es como asignaciones de coordenadas bidimensionales en un trozo de
superficie, como hacen los mapas con una extension de terreno.

Uno podria decir que las superficies son el andlogo bidimensional de las curvas espa-
ciales; sin embargo, hay notables diferencias entre la forma de tratar cada caso: las curvas
eran aplicaciones mientras que las superficies son subconjuntos de R3, las primeras podian
tener picos o autointersecciones, pero las segundas no.

Como primer ejemplo de superficie, consideremos la aplicacién X : R? — R3, X (u,v) =
(u,v,0). Entonces, X es una parametrizacién y su imagen, el plano {z = 0}, es una
superficie. Es facil probar que si S C R? es una superficie y O C S es un abierto suyo,
entonces O es también una superficie. También es facil demostrar que si ¢: O; — O es
un difeomorfismo entre dos abiertos de R3 y S es una superficie contenida en O, entonces
#(S) es también una superficie de R®. En particular, cualquier plano afin de R?® es una
superficie.

Un ejemplo algo mas elaborado es el helicoide. Consideremos una hélice circular o(u) =
(cosu,sinu,au), a > 0. Por cada punto a(u) de la hélice trazamos la recta horizontal que
une ese punto con el eje OZ, {(vcosu,vsinu,au) | v € R}. El conjunto de puntos formado
de esta manera se llama un helicoide:

(2.1) S ={(vcosu,vsinu,au) | u,v € R}.
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La aplicacién X : R? — R3 dada por X (u,v) = (v cosu, vsinu, au) es una parametrizacién
de todos los puntos del helicoide, por lo que éste es una superficie.

Lema 2.1.1 Sea X: U C R?2 — R? wuna aplicacion diferenciable, donde U es un abierto
de R?. Supongamos que qo € U cumple que dXg,: R? — R? es inyectiva. Entonces, existe
un entorno abierto W de gy con W C U y una proyeccion ortogonal w: R3 — R? sobre
alguno de los planos {x = 0}, {y =0} ¢ {z = 0} tales que

1. (m o X)(W) es un abierto de R?> y ¢ := mo X: W — W' := (70 X)(W) es un
difeomorfismo.

2. 8= X (W) es una superficie de R® y X|w es una parametrizacion (global) de S.

Demostracion. Por hipdtesis, la matriz Jacobiana

2u(q0) v(q0)
dXe = | vulq0) yolqo)
zu(QO) ZU(QO)

tiene rango 2. Asi, uno de sus menores de orden tendrd determinante distinto de cero.
Supongamos que

zu(g0) v(qo) 2

Yulqo)  v(q0)
(los otros casos son andlogos). Consideremos la proyeccién m: R® — {z = 0} = R%
m(x,y,2) = (z,y), y la aplicacién diferenciable mo X : U — R?, (moX)(u,v) = (z(u,v), y(u,v)).
Entonces, la diferencial de mo X en ¢g es regular luego el teorema de la funcién inversa ase-
gura que existen abiertos W C U conteniendo a gy y W’ C R? conteniendo a (7 o X)(qo)
tales que (m o X)(W) = W'y mo X: W — W’ es un difeomorfismo, lo que prueba el
apartado 1.

Para probar el apartado 2, basta ver que X: W — X (W) = S es una parametrizacién

de S. Esto se tendra si probamos que

» X: W — X(W) es un homeomorfismo, y

» La diferencial dX, es inyectiva en cada punto ¢ € W.

Consideremos el difeomorfismo ¢ = 7o X: W — W’. Entonces, Y := X o ¢~ 1: W/ — R?
es diferenciable y se escribe

Y(a,b) = (a,b, f(a,b)), V(a,b) € W'

para cierta funcién (diferenciable) f: W' — R. Como X e Y se diferencian en un difeo-
morfismo, los dos puntos anteriores se tendran para X si y solo si se tienen para Y, y que
Y los cumple es trivial. O

Cambiando X por Y en el tltimo lema, tenemos el siguiente resultado:
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Corolario 2.1.1 Dado cualquier punto en una superficie S, existe una parametrizacion
de S alrededor de p como grafo de una funcion diferenciable:

X (u,v) = (u,v, f(u,v)) ¢ bien X(u,v) = (u, f(u,v),v) 6 bien X (u,v) = (f(u,v),u,v).

Como el origen en una de las hojas del cono {z? = 2% + 2, z > 0}, no admite una
parametrizacion diferenciable de tipo grafo, concluimos que tampoco una de las hojas del
cono es una superficie alrededor del origen.

A continuacién veremos algunos ejemplos de superficies.

Grafos. Sea O un abierto de R? y f: O — R una funcién diferenciable. Consideremos
el grafo de f,

G(f) = A{(u,v, f(u,v)) | (u,v) € O}.

Se define ahora X: U = O — R? mediante X (u,v) = (u,v, f(u,v)). Es facil comprobar
que X es una parametrizaciéon de G(f) alrededor de cualquier punto p € G(f). Por tanto,
G(f) es una superficie. Por ejemplo, un paraboloide eliptico S = {(z,y,2) | z = 2% + y*}

y un paraboloide hiperbolico S = {(z,v, z) | z = 2> — y?} son superficies.

Superficies en forma implicita. Otro método general de construir superficies es
de forma implicita: Si O es un abierto de R?, F: O — R una funcién diferenciable y
a € R, ;Cuéndo S = F~1({a}) es una superficie? Desde luego, habr4 que imponer alguna
condicién adicional ya que el cono estd dado por la ecuacién implicita 2 +y? — 22 =0y
no es una superficie. En este caso particular lo que falla es la condicién 3 de superficie, y
este fallo procede de que la diferencial de f en (0,0,0) se anula. En esta linea, tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 2.1.1 Sea O un abierto de R® y F: O — R una funcién diferenciable.
Si a € R es un valor regular de F, es decir, para todo p € F~'({a}) la diferencial
dF,: R?* = R es no nula y F~1({a}) # @, entonces S = F~({a}) es una superficie.

Demostracion. Sea pg = (xo, Yo, z0) € S. Como la diferencial de F' en py no es nula, alguna
de las derivadas parciales de F' no se anula. Sin pérdida de generalidad, supondremos
%—f(po) # 0. Consideremos la aplicacién diferenciable H: O — R3 dada por

H(‘/I:7 y’ Z) = (‘/'U’ y’ F(‘/E7 y7 Z))'

Entonces, la matriz jacobiana de H en pg es una matriz regular:
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donde como siempre F, = %—I;, etc. Por el teorema de la funcién inversa, existe un entorno
abierto Oy de py contenido en O y un entorno abierto Oy de (z9, yo, a) tal que H: O1 — Oo
es un difeomorfismo. Su inversa es del tipo

H Y (u,v,w) = (u,v, f(u,v,w)), (u,v,w) € Oy,

para cierta funcién diferenciable f: Oy — R. Esto nos dice que H transforma O1NF~!({a})
en Oy N {(u,v,a) | (u,v) € R?}. Como Oz N {(u,v,a) | (u,v) € R?} es una superficie de
R? y H es un difeomorfismo, concluimos que O; N F~1({a}) también es una superficie, lo
que termina la demostracion. O

Todo grafo {z = f(x,y)} puede escribirse de forma implicita, sin mas que escribir
F(x,y,z) = f(z,y) — 2z, que tiene a 0 como valor regular. Veamos algunos ejemplos més
interesantes de superficies que pueden escribirse como imagen inversa de un valor regular:

1. LA ESFERA. Dados pp € R® y 7 > 0, la esfera S%(pg,7) = {p € R® | ||p — pol| =
r} puede escribirse como F~1({r?}) para F: R3 — R, F(p) = |[p — pol?, y 72 es
valor regular de F, luego S?(pg,r) es una superficie. También es posible recubrir
S?(po,r) por imagenes de parametrizaciones: dos proyecciones estereograficas desde
puntos antipodas, o bien seis proyecciones ortogonales de hemisferios en los discos
coordenados.

2. EL ELIPSOIDE. Dados a,b,c > 0, S = {(z,y,2) | g—; + z—j + i—; =1} = F1({1})
2
donde F: R® = R, F(z,y,z2) = i—; + ¥ + i—j y 1 es valor regular de F.

3. BL CILINDRO. S = {(x,y,2) | 22 +4*> = 1} = F~1({1}) donde F: R?® — R,
F(z,y,2) = 22 +y? y 1 es valor regular de F.

4. EL PARABOLOIDE ELfPTICO. S = {(7,9,2) | 22 + v* = 2z} = F~1({0}) donde
F:R? - R, F(r,y,2) = 22 + 4% — 2 y 0 es valor regular de F.

5. EL PARABOLOIDE HIPERBOLICO. S = {(z,9,2) | 22 — y? = 2} = F~1({0}) donde
F:R® -5 R, F(x,y,2) = 22 — 3% — 2 y 0 es valor regular de F.

6. EL HIPERBOLOIDE REGLADO (O DE UNA HOJA). S = {(z,y,2) | 22 +1 =22 +y?} =
F~1({1}) donde F: R® = R, F(x,y,z) = 2? + y*> — 2% y 1 es valor regular de F.

7. EL HIPERBOLOIDE ELfPTICO (O DE DOS HOJAS). S = {(z,y,2) | 22 —1 =22 +¢?} =
F71({-1}) donde F: R3 - R, F(x,y,2) = 2? + y?> — 2? y —1 es valor regular de F.

8. EL CONO MENOS EL ORIGEN. S = {(z,y,2) € R® — {(0,0,0)} | 22 = 2% + 3%} =
F~1({0}) donde F: R® — {(0,0,0)} — R, F(z,y,2) = 2?> +y?> — 22 y 0 es valor
regular de F' (podemos extender diferenciablemente F' al origen con F'(0,0,0) = 0,
pero entonces 0 € R deja de ser valor regular de la extension).
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Figura 2.5: Toro de revolucion.

9. EL TORO DE REVOLUCION. Sean 0 <r < ay S = {(z,9,2) € R* | (V22 + 9?2 —a)*+
22 =72} = F71({r?}) donde F: R®*—{ eje z} = R, F(z,y,2) = (\/22 + y2—a)?+22
y r2 es valor regular de F' (ver Figura 2.5).

10. EL HELICOIDE. Sea a > 0. Llamando x = vcosu, y = vsinu, z = au a las compo-
nentes de un punto cualquiera del helicoide (2.1), tenemos z sin(z/a) = ycos(z/a).
Definimos F': R? — R mediante F(z,y,2) = zsin(z/a) — ycos(z/a). Entonces, 0 es
un valor regular de F'y F~1({0}) es el helicoide.

11. Sabemos que el cubo no es una superficie (no es diferenciable a lo largo de sus
aristas), pero puede aproximarse por superficies compactas: Dado n > 1, sea S,, =
{(z,y,2) | 2% + y** + 22" = 1}. Entonces, S, = F;1({1}) para F(z,y,z) = 2" +
y?™ + 22" y 1 es valor regular de F),. Puede probarse que cuando n — oo, S, tiende
al cubo [—1,1]3 (ver Figura 2.6).

Superficies de revolucién. Uno de los ejemplos anteriores es el toro de revolucion,
obtenido al girar alrededor del eje OZ la circunferencia en el plano {z = 0} centrada
en (0,a,0) de radio r. Este ejemplo sugiere que también podremos construir superficies
rotando alrededor del eje OZ ciertas curvas en el plano {z = 0}. Pero debemos imponer
ciertas condiciones sobre las curvas generatrices para que al rotarlas se obtengan superficies
de R3.

Tomemos una curva plana regular a: I — {z = 0} C R3, que vendrd dada por
a(t) = (0, f(t),g(t)), t € I. Supongamos que f(t) > 0 para todo t € I y que una de las
dos condiciones siguientes se cumple:

1. « es un embebimiento topoldgico.

2. I =R, « es periddica de periodo minimo 7' > 0 y « es inyectiva en [0, 7).
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Figura 2.6: La superficie compacta S, para n = 4 estd préxima al cubo unidad.

El conjunto obtenido al rotar « alrededor del eje OZ es

S={(f(t)cosh, f(t)sinb,g(t)) | t € I,6 € R}.

Para comprobar que S es una superficie, definimos parametrizaciones. Sea X: I x R —
R3 la aplicacién diferenciable dada por X (u,v) = (f(u)coswv, f(u)sinv, g(u)). Entonces,
Xlrx027) Y Xlrx(—nx) son dos parametrizaciones de S (Ejercicio 1). Como las imagenes
de X|rx(0,2r) ¥ X|rx(—rx) recubren a S, deducimos que S es una superficie, llamada de
revolucion.

Como ejemplos podemos citar:

1.

2.

3.

a(t) = (0,cost,sint), t € R, produce la esfera unidad.
a(t) = (0,1,t), t € R, produce el cilindro vertical de radio 1 centrado en el eje OZ.
a(t) = (0,cosht,sinht), t € R, produce el hiperboloide reglado.

a(t) = (0,sinh ¢, £ cosht), t € (0,00), producen las dos hojas del hiperboloide elipti-
co, cada una menos el punto de corte con el eje OZ.

a(t) = (0,t,£t), t € (0,00), producen las dos componentes del cono menos el origen.

a(t) = (0,a + rcost,rsint), t € R, produce el toro de revolucién de pardmetros
0<r<a.

aft) = (0,cosht,t), t € R, produce la catenoide S = {(z,y, z) | 2> + 3? = cosh? 2}
(a la generatriz « se la llama catenaria).
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Figura 2.7: Cambio de parametros.

En el material adicional de este capitulo (Seccién2.4) podras encontrar informacion
sobre otra familia destacada de superficies, las superficies regladas.

Terminaremos esta seccién con un enlace a una web con gran cantidad de ejemplos de
superficies: http://commons.wikimedia.org/wiki/Category:Surfaces

2.1.1. Funciones y aplicaciones diferenciables.

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el concepto de diferenciabilidad para funciones
definidas en superficies, para poder extender el cdlculo diferencial a objetos mas generales
que abiertos de un plano. Para ello, necesitamos probar que el cambio de pardmetros en
una superficie es un difeomorfismo.

Teorema 2.1.1 (Los cambios de pardmetros son difeomorfismos)

Sean X;: U; C R? — R3, i = 1,2, dos parametrizaciones de una superficie S tal que
O = X1(U1) N X2(Uy) # O. Entonces, el cambio de pardmetros X2_1 oXi: Xl_l(O) —
X5 H(O) es un difeomorfismo entre abiertos de R? (Figura 2.7).

Demostracién. Por definicién de parametrizacion, ¢ := X,y ' o X1: X7 H(0) — X51(0) es
un homeomorfismo entre abiertos de R?. Por tanto, basta probar que ¢ es diferenciable
alrededor de cada punto pg € X ! (O) (y luego aplicaremos el mismo argumento cambiando
los subindices). Por el Lema 2.1.1 aplicado a la parametrizacion Xs| x5 l0) Xo 10) - R?

alrededor de ¢(py), existe un entorno abierto W de ¢(po) con W C X, *(0) y una proyeccién
ortogonal 7: R3 — R? sobre alguno de los planos {z = 0}, {y = 0} 6 {z = 0} (supondremos
que es este 1ltimo) tales que (7o X3)(W) es un abierto de R? y mo Xo: W — (10 X3)(W)
es un difeomorfismo. Como ¢ es un homeomorfismo, ¢~!(WW) es un entorno abierto de po
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en X;(0) y en este entorno podemos escribir
p=X;'o0X; = (moXy) tomoX.

Luego ¢| ¢—1(w) es composicion de tres aplicaciones diferenciables, y es por tanto diferen-
ciable. O

Ya podemos pasar la nocién de diferenciabilidad del Anaélisis a la Geometria Diferencial
de superficies.

Definiciéon 2.1.2 Sea f: S — R una funcién definida sobre una superficie S. Dado p € S,
diremos que f es diferenciable en p si para toda parametrizacién X: U C R? — R3 de S
alrededor de p, funcién foX: U — R? es diferenciable en el punto ¢ € U tal que X (q) = p.
Diremos que f es diferenciable en S cuando sea diferenciable en todos los puntos de S.

En la definicién anterior, podemos cambiar “para toda parametrizacién” por “existe una
parametrizacion”, gracias al Teorema 2.1.1. A continuacién usaremos la definicién anterior
para extender el concepto de funcién diferenciable a un contexto mas general.

Definicion 2.1.3 Sea S una superficie.

1. Diremos que una aplicaciéon F = (f1,..., fn): S — R™ es diferenciable si f;: S — R
es diferenciable para todo 7 =1,...,n.

2. Sea O un abierto de R™ y F': O — S una aplicacion. F se dice diferenciable si
ioF: O — R3 es diferenciable, donde i: S — R3 es la inclusién.

3. Sea S otra superficie. Una aplicacién F': S — S se dird diferenciable siioF: S — R3
es diferenciable (ahora i es la inclusién de S en R3).

Veamos algunas propiedades practicas de la diferenciabilidad.
Proposicién 2.1.2 1. Toda aplicacion diferenciable es continua.

2. Sea O un abierto de R? y f: O — R una funcion. Entonces, f es diferenciable en el
sentido de la Definicion 2.1.83 si y solo si lo es en el sentido del Andlisis.

3. La restriccion de cualquier aplicacion diferenciable definida en una superficie a un
abierto suyo es diferenciable.

4. Sea S una superficie, F,G: S — R" aplicaciones diferenciables y A € R. Entonces,
las aplicaciones F + G, A\F: S — R" y (F,G): S — R son diferenciables. Sin =1
y G(p) # 0 para cada p € S, entonces F/G: S — R es diferenciable. Si n = 3,
entonces F x G: S — R3 es diferenciable.
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5. Sea O un abierto de R® y S una superficie con S C O. Si F: O — R" es una
aplicacion diferenciable, entonces Flg: S — R™ es diferenciable. En particular, la
inclusion i: S — R3, la identidad 15: S — S y las aplicaciones constantes definidas
en S son diferenciables.

6. Si X: U C R? = R3 es una parametrizacion de una superficie S, entonces las
aplicaciones X: U — S y X1 X(U) — U son diferenciables.

7. 81 F: 5 — Sy y G: So — Ss aplicaciones diferenciables donde S1, So y S3 son
superficies o abiertos de un espacio Euclideo, entonces Go F' : S§1 — S3 es diferen-
ciable.

Demostracion. Ejercicio. O

Hay algunas funciones diferenciables especialmente importantes desde el punto geométrico,
como la funcién altura o la funcién distancia (al cuadrado) para una superficie S C R3.

1. Dado IT un plano afin con vector normal a € R® — {0} y po € II, la funcién altura
respecto a II es la aplicacién h: S — R dada por h(p) = (p — po,a), p € S. Cuando
|la]| = 1, entonces h mide la altura (con signo) de los puntos de S relativa al plano II.

2. Dado pg € R?, la funcidén distancia al cuadrado respecto a pg es la aplicacién f: S —
R dada por f(p) = ||p — po||?, p € S. Cuando py ¢ S, la raiz positiva d = /f es
diferenciable,y se llama la funcidn distancia a pg.

Definicion 2.1.4 Un difeomorfismo entre dos superficies S; y So es una aplicacién di-
ferenciable y biyectiva F': S; — Sy tal que F~!: S5 — S; también es diferenciable. La
identidad es un difeomorfismo, la inversa de un difeomorfismo vuelve a ser difeomorfismo,
lo mismo que la composicién. Diremos que dos superficies S; y Sa son difeomorfas cuando
exista un difeomorfismo ¢: S; — Sz (ésta es una relacién de equivalencia). Un resultado de
Topologia Diferencial, que excede los contenidos de este curso, asegura que dos superficies
homeomorfas son siempre difeomorfas.

Proposicién 2.1.3

1. 8i X: U C R? = R? es una parametrizacion de una superficie S, entonces X: U —
X(U) es un difeomorfismo.

2. 8i S es una superficie contenida en un abierto O de R3yo: 0 — O es un difeomor-
fismo de O en otro abierto O de R3, entonces ¢|s: S — ¢(S) es un difeomorfismo.

Demostracion. Ejercicio. O

A continuacién veremos el concepto de vector tangente a una superficie en un punto.
Esto nos permitirda hablar de la diferencial de una aplicacién diferenciable y de poder
estudiar la geometria de una superficie por medio del calculo diferencial.
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Definicién 2.1.5 Sea p un punto en una una superficie S C R3. Un vector v € R? se dice
tangente a S en p si existe una curva diferenciable a: (—¢,e) = S C R3 con a(0) =p y
o/ (0) = v.

Es decir, los vectores tangentes a una superficie son los vectores tangentes a curvas espa-
ciales cuyas trazas estan contenidas en la superficie. El que el dominio de « en la definicién
anterior sea (—&,¢) no es relevante, podria ser cualquier intervalo abierto.

A continuacion definimos el mejor objeto lineal que aproxima una superficie en un
punto suyo (algo similar se hizo con curvas y sus rectas tangentes). Se define el plano
tangente a S en p € S como

TpS = {v € R | v es un vector tangente a S en p}.

Lema 2.1.2 Sea S una superficie, p € S y X: U C R2 — R? una parametrizacion de S
alrededor de p = X(q), ¢ € U. Entonces,

T,S = dX,(R?).

En particular, T,S es un subespacio vectorial de R? con dimension 2, y {X.(q), Xu(q)} es
una base de T),S.

Demostracion. Sea w € R?. Consideremos el segmento 3: (—¢,e) — U, B(t) = q + tw.
Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, la traza de (8 esta contenida en U luego o = X o 8
es una curva diferenciable con traza contenida en S, y w = (0) tiene como imagen por
dX, a o/(0) € T,,S. Por tanto, dX,(R?) C T,S.

Reciprocamente, sea v = o/(0) € T,,5, donde a: (—e,e) — S es una curva diferenciable.
Por continuidad de a, podemos tomar € > 0 suficientemente pequeno de forma que a(—¢,€)
estd contenida en X (U). Ahora definimos 8 = X! o a, que es una curva diferenciable
plana con 3(0) = qy v =a/(0) = (X o B)'(0) = dX,4(8'(0)), asf que 7,5 C dX,(R?). O

Con la notacién anterior, si un vector w € R? tiene coordenadas (a,b) en la base usual,
entonces las coordenadas de v = dX,(w) € TS respecto a {X,(¢), Xy, (v)} son las mismas:

v =dXy(w) = dX,(ady, + b0y) = a-dXq(dy) + b dX4(0y) = aXyu(q) + bX,(q).
Veamos algunos casos particulares de superficies y sus planos tangentes.

1. Si S es una superficie, p € S y S1 C S es un abierto de S conteniendo a p, entonces
1,51 =1T,S.

2. Si S es una superficie y ¢: O; — Oy es un difeomorfismo entre abiertos de R3 con
S C Oy, entonces Ty, #(S) = dop(T),S), para todo p € S.
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3. Si una superficie S se escribe como imagen inversa S = F~!({a}) de un valor regular
a € R para una funcién diferenciable F': O — R (aqui O es un abierto de R?),
entonces dado p € S es

TS = ker(dF,) = (VF),) ",

ya que la inclusién 7),S C ker(dF}) es evidente y luego sélo hay que razonar por
dimensiones.

4. El plano tangente a un plano afin I1 = {p € R3 | (p — po,a) = 0} (aqui a € R3 — {0}
es un vector normal a II) en un punto p € II es el plano vectorial paralelo a II,
T,II = {v € R® | (v,a) = 0} (usar que II = F~1({0}) para F(p) = (p — po,a) vy el
apartado anterior).

5. El plano tangente a una esfera S?(pg,7) en un punto p € S?(po,r) es T,S*(po,7) =
{veR? | (v,p—po) = 0} (usar que §*(po,r) = F~(r?) para F(p) = [p — po[* y el
apartado 3).

Dada una superficie S y un punto p € S, se define la primera forma fundamental de S
en p como la métrica euclidea

I,: T, x TS = R, I,(v,w) = (v,w).

2.2. La diferencial de una aplicacién diferenciable.

Sea S una superficie y f: S — R" una aplicacién diferenciable. Dado un punto p € S,
define la diferencial de f en p como la aplicacién df,: 1,5 — R"™ dada por

d

dyo) = (Foa)(©) = | (Foa)()

donde a: (—¢,e) = S es una curva diferenciable con «(0) = p, o/(0) = v.

Asi, en el caso de que S sea un abierto del plano, la diferencial coincide con la del
Anélisis.
Proposicién 2.2.1 En la situacion anterior:

1. dfp(v) estd bien definida, i.e. no depende de la curva o que representa al vector v.

2. Sea X: U C R? = R3 una parametrizacion de S alrededor de p = X(q), ¢ € U. Si
(a,b) son las coordenadas de v € T),S respecto a la base {X,(q), Xv(q)}, entonces

(2.2) dfp(v) = d(f o X)4(a,b).
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3. dfy: T,S — R" es lineal.

Demostracion. Tomemos una parametrizacién X como en el apartado 2. Dado v € T),5,
tomemos una curva diferenciable a: (—e,e) — S con a(0) = p, o/(0) = v. Tomando
e > 0 suficientemente pequetio, podemos suponer que a(—¢,e) C X(U). Llamemos § =
X~1loa: (—e,e) — U, diferenciable. Entonces,
*)
(f0a)'(0) =[(f o X) 0 BT(0) = d(f o X)q(8(0)),

donde en (x) hemos usado la regla de la cadena para aplicaciones diferenciables entre
abiertos de espacios Euclideos. Segin vimos tras la demostracién del Lema 2.1.2, las coor-

denadas del vector 3'(0) € R? respecto a la base usual de R? son las mismas que las
coordenadas (a,b) de v respecto a la base {X,(q), Xy(¢)} de T,,S. Es decir,

(f o O‘)/(O) = d(f © X)Q(a7 b):

con lo que (f oa)’(0) no depende de la curva « (ni de la parametrizacién X), sino sélo de
f y de v. Esto prueba los apartados 1 y 2. El apartado 3 se deduce de (2.2) y de que la
diferencial del Anélisis y la aplicacién que a cada v € T),S le asigna sus coordenadas (a, b)
respecto a la base {X,(q), X,(q)} son lineales. O

Veamos algunos casos particulares de funciones y sus diferenciales.

1. Si S es una superficie, p € S y S; C S es un abierto de .S que contiene a p, entonces
d(fls,)p = dfp (recordemos que 7,51 = T},5).

2. Si S es una superficie, O C R? un abierto conteniendo a Sy F': O — R™ es una apli-
cacién diferenciable, entonces la diferencial de F|g: S — R" es d(F|s), = (dF})|T,s,
para todo p € S.

3. Si f: S — R™ es constante, entonces df, = 0 para todo p € S. Reciprocamente, si
dfp = 0 para todo p € S y S es conexa, entonces f es constante.

4. Sii: S — R3 es lainclusién y p € S, entonces diy, es la inclusién de 7,5 en RR3.

5. FUNCION ALTURA. Si py € R® y a € R?® — {0}, la diferencial de la funcién altura
h:S — R, h’(p) = <p_p07a> €s

dhp(v) = (v,a), Vp €S, veT,S.

6. FUNCION DISTANCIA AL CUADRADO. Si py € R3, la diferencial de la funcién distancia
al cuadrado f: S — R, f(p) = |lp — pol|? es

dfpy(v) =2(v,p—po), VpeS, veTl,s.
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7. FUNCION DISTANCIA. Si pg € R?— 8, la diferencial de la funcién distancia f: S — R,
h(p) = llp — pol| es

dh(v) = Lp=p) g e T,S.

lp = pol|

A continuacién estudiamos la diferencial de aplicaciones que llegan a superficies, pri-
mero partiendo de un abierto de un espacio Euclideo y luego partiendo de una superficie,
y con ello completaremos las posibilidades.

Sea F': O ¢ R" — S una aplicaciéon diferenciable de un abierto O de R™ en una
superficie S. Tras componer F con la inclusién i: S — R3, obtenemos una aplicacién
diferenciable F': O — R3. Su diferencial dF,: R™ — R3 est4 entonces bien definida en el
sentido del Anélisis para cada p € O, es lineal y cumple

(2.3) aF, () = 2| (Foa)®),

dt|,
donde p es cualquier punto en O, v € R® y a: (—¢,6) — O es una curva diferenciable
con a(0) = p, &/(0) = v. Dados tales p, v, a, se tiene que t € (—e,e) — (F o «)(t) es una
curva diferenciable valuada en S, y por tanto (F o a)'(0) € Tr,)S. Como v es arbitrario,
deducimos que dF,(R") C Tr,)S. Asi, podemos considerar la restriccién (lineal)

de: R™ — TF(p)S,

que serd la definicién de diferencial de F': O — S en p € O.

Ahora supongamos que F': S§7 — Sy es una aplicacién diferenciable entre superficies.
Componemos F con la inclusién de Sy en R?, obteniendo una aplicacién diferenciable
F: S — R3, que por tanto tiene una diferencial aFy,: T,51 — R3 bien definida, lineal y
que cumple (2.3) para cada p € Sy, v € 1,51 y a: (—e,e) — Sp curva diferenciable con
a(0) = p, &/(0) = v. Razonando como arriba llegamos a que la imagen de dF,: T,S; — R3
estd contenida en el plano T'r(,)S2. Por tanto, dado un punto p € 51 se define la diferencial
de F': S — S5 en p como la restriccién dFy,: 1,51 — Tr(p) So, que es lineal y viene dada
por

dFy(v) = dF,(a/(0)) = (F 0 a)'(0) € Tr(y)S2, Vv € T,S).

Sabemos que la composicién de aplicaciones diferenciables vuelve a ser diferenciable
(apartado 7 de la Proposicién 2.1.2). Una vez definida la diferencial de una aplicacién
diferenciable en los tres casos posibles, extenderemos la regla de la cadena del Andlisis a
esta nueva situacion.

Teorema 2.2.1 (Regla de la cadena) Sean F': S; — So, G: So — S3 dos aplicaciones
diferenciables, donde S1, 59, S3 son superficies o abiertos de espacios Fuclideos. Dado p €
S1, se tiene

d(G o F)y = dGpy) o dFy: TpS1 = T(gor)(p)S3-

(»
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Demostracion. Ejercicio. O

Si¢: 51 — Sy es un difeomorfismo entre superficies, entonces la regla de la cadena
aplicada a gopp~! y a ¢~ 1o¢ implica que para cada punto p € S, la diferencial d,: 1,51 —
T'g(p)S2 es un isomorfismo de espacios vectoriales y que

(do™ ") gy = (dpp) .

El reciproco local es cierto, y es la versién para superficies del Teorema de la funcién
inversa del Analisis.

Teorema 2.2.2 (Teorema de la Funcién Inversa) Sea F: S} — Sy una aplicacion
diferenciable entre superficies y sea p € S1. Si dFy: TpS1 — Tr()Se es un isomorfismo de
espacios vectoriales, entonces existen entornos abiertos Vi de p en Sy y Vo de F(p) en So
tales que F(V1) =V, y Fly,: Vi — Vi es un difeomorfismo.

Demostracion. Sean X;: U; — R3, i = 1,2, parametrizaciones de S; alrededor de p y de
Sy alrededor de F(p), de forma que F(X1(Uy)) C X2(Us). Sean q; € U;, i = 1,2, tales que
Xi(q1) = p, Xa(g2) = F(p). La aplicaciéon X;' o F o X;: Uy — Uz es diferenciable, y su
diferencial en ¢; es un isomorfismo de espacios vectoriales ya que

d(X5' o FoXy)g = (dXa),! odF,o (dX1)g,

y cada una de las tres diferenciales del miembro de la derecha es un isomorfismo. Aplicando
el Teorema de la funcién inversa del Anélisis encontramos abiertos W; C U; con ¢; € W;
(i = 1,2) de forma que (X5 o Fo X1)(Wy) =Way (X' 0 FoXi)lw,: Wi — Wa es un
difeomorfismo. Ahora basta definir V; = X;(W;), i = 1,2, para tener el enunciado. O

A partir del teorema anterior es razonable decir que una aplicacién diferenciable
F': 51 — S5 entre superficies es un difeomorfismo local si para todo p € Sy existen entornos
abiertos V de p en S; y W de F(p) en Sy tales que F(V) =W y Fly: V — W es un
difeomorfismo.

En el siguiente resultado se estudian algunas propiedades de los difeomorfismos locales.

Proposicion 2.2.2 Seq F': S1 — Sy una aplicacion diferenciable entre superficies.

1. F es un difeomorfismo local si y sélo si dFy,: TpS1 — Tp(,)S2 es un isomorfismo de
espacios vectoriales para todo p € S1.

2. Si F es un difeomorfismo local, entonces F' es una aplicacion abierta.

Demostracion. Ejercicio. O
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Figura 2.8: Campos normales en un plano y una esfera.

Corolario 2.2.1 Si S1,59 son dos superficies y S1 C Seo, entonces S1 es un abierto de
So.

Demostracion. Consideremos la inclusién i: S; — Ss, diferenciable. Dado p € Sy, la
diferencial de i en p es la inclusién de T),51 en T),S2 = 1,51, y por tanto es la identidad.
Por el teorema de la funcién inversa, existen entornos abiertos V de pen S; y W de p en
Sy tales que i(V) =W (luego V. =W) yily = 1y: V — V es un difeomorfismo. Esto nos
dice que V es abierto en Se y por tanto, p es interior a S3. Como p € Sy es arbitrario,
deducimos que S; es un abierto de Ss. O

Definicion 2.2.1 Sea f: S — R una aplicacién diferenciable definida en una superficie
S. Un punto p € S se dice punto critico de f si df, = 0.

2.3. Orientabilidad. Aplicaciéon de Gauss.

Sea S C R3 una superficie. Un campo de vectores (diferenciable) en S es una aplicacién
diferenciable V: S — R3. Si Vp == V(p) € T,S para todo p € S, diremos que V' es un
campo tangente a S. Si 'V, L T),S para todo p € S, diremos que V' es un campo normal a
S. Un campo unitario es aquel que cumple ||V, || = 1 para todo p € S, ver Figura 2.8).

Definicién 2.3.1 La recta normal a una superficie S C R? en un punto p € S es la recta
afin que pasa por p y es ortogonal a T},S.

Dado p € S, existen exactamente dos vectores unitarios perpendiculares a 7,S. Pero
Jhasta dénde podemos variar esta eleccién de forma suave? Si X: U C R? — R? es una
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parametrizacion de S, entonces existe un campo normal unitario definido sobre el abierto
X(U), a saber:

(2.4) NX = Kux X

= TunV o xL X(U)— Sz(l).
[ Xu x Xo|

Si S es conexa y admite un campo normal unitario N: S — S2(1), entonces —N es otro
campo normal unitario global. Ademads, estos son los Unicos campos normales unitarios
posibles: si N1: S — S?(1) es otro campo normal unitario, entonces consideramos el con-
junto A = {p € S| (N1)p, = N,}. No es dificil ver que A es abierto y cerrado, luego
A=06A=.S5, porser S conexa. En el primer caso, Ny = N mientras que en el segundo,
Ni=—N.

Definicién 2.3.2 Una superficie S C R? se dice orientable si admite un campo normal
unitario global N: S — S?(1). A este campo N se le llama aplicacion de Gauss. Es claro
que una superficie orientable conexa admite exactamente dos aplicaciones de Gauss, que
también suelen llamarse orientaciones de la superficie. Si elegimos una orientacién en una
superficie orientable, diremos que la superficie esta orientada.

Si S estd orientada por una aplicacién de Gauss N: S — S%(1) y p € S, entonces
una base {vi,v2} de T),S se dice positivamente orientada si det(vi,ve, Np) > 0. En caso
contrario diremos que la base esta negativamente orientada.

Toda superficie es localmente orientable, y es orientable si admite una parametrizacion
global. Por ejemplo, los planos afines y los grafos de funciones diferenciables son orienta-
bles. Si una superficie S = f~!({a}) es imagen inversa de un valor regular a € R por una
aplicacién diferenciable F: O — R (aqui O es un abierto de R?), entonces S es orientable:
basta considerar la aplicaciéon de Gauss

VF

N=——:5—-8%01),
il @)

donde Vf = (fz, fy, f-) es el gradiente euclideo de f. Por ejemplo, las esferas, cilindros, y
todas las cuadricas son orientables.

Como ejemplo de superficie no orientable podemos citar a la cinta de Mobius definida
en la Seccion 2.4: Si prolongamos una eleccién cualquiera de normal unitario de forma
continua sobre la cinta, el recorrerla una vez por su curva central llegaremos al opuesto del
vector unitario originalmente elegido. Una demostracion rigurosa de la no orientabilidad
de la cinta de Mobius puede verse en las paginas 71-75 del libro de Montiel y Ros, CURVES
AND SURFACES, Graduate texts in Mathematics 69, AMS-RSME 2005.

Aunque no lo demostraremos, toda superficie compacta de R3 es orientable; incluso
puede debilitarse la hipdtesis de compacidad exigiendo sdlo que la superficie sea un cerrado
de R3.
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2.4. Material adicional.

Definicién 2.4.1 Una superficie S C R? se dice reglada si por cada punto de S pasa una
linea recta contenida en S. Mds concretamente, una superficie reglada es aquella en la que
cada punto admite una parametrizacién del tipo

(2.5) (t,v) € I x R X (t,v) = at) + ve(t)

donde I es un intervalo abierto, a: I — R3 es una curva diferenciable con traza contenida
en la superficie, y e: I — R? es una curva diferenciable regular con traza contenida en la
esfera unidad. Asi, {«(t) + ve(t) | v € R} parametriza la recta afin que pasa por «(t) con
velocidad e(t).

Los ejemplos mas simples de superficies regladas son el plano, el cilindro y el cono. Un
poco mas elaborados son el hiperboloide reglado o el helicoide.

Supongamos que la aplicacién X definida en (2.5) es una parametrizacién. Entonces,
evaluando en (t,0) las igualdades X; = o +ve’ y X, = e deducimos que /(t),e(t) son
linealmente independientes en cada t € I. Veamos que

(%) Para cada t € I, {c/(t),e(t), €' (t)} es una base de R3.

En efecto, si en un instante to € I los vectores o/ (tg), e(to), €/ (to) son linealmente depen-
dientes, entonces €’(tg) = Ao/ (to) + pe(ty) para ciertos A, u € R. Omitiendo el punto (¢g, v)
en lo que sigue, tenemos:

0# Xy x Xy = [ +v(Ad + pe)] x e = (1+ )d x e,

luego 1+ Av # 0 para todo v € R, y asi, A = 0. Esto implica €'(tg) = pe(ty), lo cual es
imposible por ser €'(tg) # 0 ortogonal al vector unitario e(tg).

Reciprocamente, supongamos que «,e: I — R3 son curvas diferenciables tales que
lle(t)]] = 1 y la condicién (%) se cumple. Fijemos (tg,v9) € I x R. Como X(to,vo) =
o/ (to) + vo€ (to) y Xu(to,vo) = e(to) son linealmente independientes por la condicién (x),
entonces la diferencial d.X;, ., es inyectiva. Por el Lema 2.1.1, existira un entorno abierto
W de (to,v0) en I x R tal que S = X (W) es una superficie de R3 y X: W — R? es una
parametrizacion de S. Por supuesto, S es entonces una superficie reglada. En conclusién,
(%) caracteriza localmente a las superficies regladas.

Veamos algunos ejemplos de superficies regladas.

1. a(t) = (¢,0,0), e(t) = (0,1,0) produce el plano {z = 0}.
2. a(t) = (cost,sint,0), e(t) = (0,0, 1) produce el cilindro {22 + y? = 1}.

3. a(t) = (0,0,0), e(t) = %(cost,sint, 1) produce el cono {x? + y> = 2%} (hay que
quitarle el origen para que sea una superficie).
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Figura 2.9: Cinta de Mobius reglada.

. a(t) = (t,0,t), e(t) = ————(1,41, 2t) son dos familias de rectas distintas pasan-

\2(1+12)
do por cada punto del paraboloide hiperbdlico.

1

. at) = (cost,sint,0), e(t) = ﬁ(_ sint, cost, £1) son dos familias de rectas distintas

pasando por cada punto del hiperboloide de una hoja.

. ot) = (cos(2t),sin(2t),0), e(t) = (cost cos(2t), costsin(2t),sint) produce la cinta de

Mébius (Figura 2.9).

Una superficie se dice doblemente reglada si a través de cada punto pasan dos rectas

distintas contenidas en la superficie. Por ejemplo, el paraboloide hiperbdlico y el hiperbo-
loide de una hoja son superficies doblemente regladas. El plano es la tnica superficie que
contiene tres rectas distintas a través de cada uno de sus puntos.

Las propiedades de ser reglada o doblemente reglada se conservan por un tipo especial

de transformaciones de R?, llamadas transformaciones proyectivas. Por ello, las superficies
regladas son importantes en Geometria Algebraica.
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2.5.

1.

Ejercicios.

Probar que las restricciones X|;,(0,27) ¥ X|1x(—nx) de la aplicacién (u,v) € I x R
X (u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)) definida en la Seccién 2.1 son parametrizaciones
de la superficie de revolucién obtenida al rotar la curva t € I — a(t) = (0, f(¢),g(t))
alrededor del eje OZ (se supone que o cumple las hipdtesis que aparecen en la Sec-
cién 2.1).

En los siguientes casos, ; puede ser la aplicacién X : R2 — R? una parametrizacién local
de una superficie alrededor de (u,v) = (0,0)?

(A) X(u,v) = (u?,u*,v).
(B) X(u,v) = (u,u?,v+v3).

iEs el conjunto S = {(z,y,2) € R® | zyz = 0} una superficie?
CUADRICAS.

(A) Dada una matriz simétrica A de orden 4, se define

SA—{peR3 : (1,pt)A(]1)>—O}.

Supongamos que S4 # @ y que para cada p € R3, (1,p')A # 0. Probar que
S 4 es una superficie. Esto unifica los ejemplos de esferas, elipsoides, hiperboloides,
paraboloides y cilindros.
(B) Sea B € Mj3(R) una matriz simétrica real, b € R® y ¢ € R. Consideremos el
conjunto
S(B,b,¢) = {p € R* | (Bp,p) +2(b,p) + ¢ = 0}.
Relacionar S4 con S(B,b,c). jPara qué matrices B, vectores b y nimeros reales ¢

es S(B, b, c) una superficie? Cuando S(B, b, ¢) sea una superficie, calcular el plano
tangente en un punto arbitrario p € S(B, b, ¢).

. Probar que dado un punto p en una superficie S, existe un abierto O C R3 con p € O

y una funcién diferenciable f: O — R tal que SN O = f~({0}), siendo 0 un valor
regular de f (Indicacién: usar una parametrizacién como grafo).

Demostrar la Proposicién 2.1.2.
Demostrar la Proposicién 2.1.3.

Probar que las siguientes parejas de superficies son difeomorfas: Un plano y un parabo-
loide eliptico; un hiperboloide de una hoja y un cilindro; un cilindro y una catenoide; un
plano y un helicoide.
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10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
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Sea C = {p € R | ||p||*> — (p,a)? = r?} el cilindro de radio » > 0 y eje la recta vectorial
de direccién a € R3, ||a|| = 1. Probar que dado p € C,

1
7,0 = {v € R* | (p,v) — (p,a)(a,v) = 0} = (p — (p,a)a)" .
Concluir que todas las rectas normales a C cortan el eje del cilindro perpendicularmente.

Calcular el plano tangente en cualquier punto al helicoide H = {(v cos u, v sin u, au) | u,v €
R}, donde a > 0.

Probar el Teorema 2.2.1.

Probar la Proposicién 2.2.2.

Demostrar que cualquier esfera es difeomorfa a cualquier elipsoide.

Demostrar que S?(1) — {(0,0,+1)} es difeomorfa al cilindro {(x,y,2) | 2% +y? = 1}.

Sea S una superficie que no pasa por el origen. Consideremos la aplicacién F': S — S?(1)
dada por

p
Fip)=-L pes.
@) =1

Probar que F' es diferenciable, calcular su diferencial y demostrar que dado p € S, dF),
tiene nucleo no trivial si y sélo si la recta vectorial que pasa por p es tangente a S en p.

Sea S = {(,y,2) | 22 + y? = 1} el cilindro vertical de radio 1 y eje OZ. Probar que
la aplicacién F': R? — S dada por F(z,y) = (cos x,sinx,y) es un difeomorfismo local.
iSon R? y S difeomorfos?

Sea A € M3(R) una matriz simétrica. Consideremos la aplicacién f: S?(1) — R,
f(p) = (p, Ap).

(A) Probar que f es diferenciable y calcular su diferencial.
(B) Demostrar que p € S?(1) es punto critico de f si y sélo si p es vector propio de A.

(C) Probar que si A1, A2 € R son dos valores propios distintos de A y p1,ps € S?(1)
son vectores propios de A asociados a A1, Ao respectivamente, entonces p; y po
son ortogonales. En este caso, sea p3 € S?(1) ortogonal a p; y a pa. Probar que p3
también es un valor propio de A.

(D) Concluir que A admite una base ortonormal de R? formada por vectores propios.
Sea a € R? — {0}. Probar que un punto p en una superficie S C R? es critico para la

funcién altura h: S — R dada por h(p) = (p,a) si y sélo si a es normal a S en p (es
decir, T),S es ortogonal a a).
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

Sea pg € R3. Probar que un punto p en una superficie S C R? es critico para la funcién
distancia al cuadrado f: S — R dada por f(p) = ||p — po||? si y s6lo si p = pg 6 bien
p —po es normal a S en p. Si po € R? — S, demostrar que los puntos criticos de la
funcién distancia a pg coinciden con los de la funcién distancia al cuadrado a py.

Sea S una superficie compacta, que admite una funcién diferenciable con a lo mas tres
puntos criticos. Demostrar que S es conexa.

Sea S una superficie en R3.

(A) Demostrar que si S en compacta, entonces dado a € R? — {0} existen al menos
dos puntos en S tales que a es normal a S en esos dos puntos, y que desde cada
punto de R? puede trazarse al menos una recta normal a S.

(B) Demostrar que si S es conexa y todas las rectas normales a S son paralelas, entonces
S esta contenida en un plano.

(C) Probar que si S es conexa y todas las rectas normales a S pasan por un mismo
punto pg € R3, entonces S estd contenida en una esfera centrada en pg.

Sea S una superficie compacta y conexa. Admitiendo que todo homeomorfismo local
F: S — S%(1) es un homeomorfismo!, probar que si existe un punto py € R? — S desde
el cual no puede trazarse ninguna recta tangente a S, entonces S es difeomorfa a una
esfera (Indicacién: considerar la aplicacién F': S — S?(1) dada por F(p) = ﬁ).

Dado a > 3, se define S, = {(z,y,2) € R® | ¢*" + ¢’ + ¢* = a}. Demostrar que S,
es una superficie conexa y encontrar un difeomorfismo entre S, y S2.

Sea S = {(z,y.2) €R? | (2® +y*)* + 2* = 1}.
(A) Cortando S por planos {z = cte}, haz un esbozo grafico de S y prueba que S es

una superficie compacta y orientable.

(B) Determina los puntos p € S para los que 7,5 L p. Prueba que no existe ningtin
punto p € S tal que p € T,,S.

(C) iEs S una superficie de revolucién? En caso afirmativo determina su eje, la curva
generatriz y parametriza una abierto denso de S.

(D) Prueba que f: S — S?(1) dada por f(p) = ”%‘ es un difeomorfismo.

Sea S una superficie, pg € S'y Il = pg+1},S el plano afin tangente a S en pg. Tomemos
un vector a € S%(1) perpendicular a S en py.

1 ’ . .
Esto se deduce de teoria de recubridores, que no abordaremos en esta asignatura.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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(A) Probar que la proyeccién ortogonal sobre I1, f: S — R3, f(p) =p — (p — po,a)a,
cumple f(S) C II. Tiene pues, sentido considerar la restriccién f: S — II.

(B) Demostrar que la diferencial de f: S — II en pg es la identidad.
(C) Concluir que existen entornos U de pg en IT'y V de pgy en S tales que V' es el grafo
de una funcién diferenciable h: U — R.

Sea ¢: R — R una funcién diferenciable y positiva. Se considera el subconjunto de
R? dado por S = {(z,9,2) € R? | 22 + y? = ¢(2)?} y el cilindro S" = {(z,y,2) €
R3 | 22 4+ y? = 1}. Demostrar que S es una superficie y que la aplicacién f: S — S’

dada por
€z Y
fan) = (55w

es un difeomorfismo.

Sea S una superficie compacta con 0 ¢ S. Probar que existen niimeros positivos a < b
tales que S C {p € R? | a < |p| < b} y S corta tangencialmente a S?(0,a) y S?(0, b).

Probar que si una superficie S es unién de dos abiertos suyos orientables y con intersec-
cidn conexa, entonces S es orientable.

Sea F': S1 — S un difeomorfismo local entre dos superficies. Probar que si Sy es
orientable, entonces S; también lo es (en particular, la orientabilidad de superficies es
invariante frente a difeomorfismos).

Sea S C R3 una superficie compacta. Probar que existe una recta afin que corta per-
pendicularmente a S en al menos dos puntos.

Sea S C R? una superficie cerrada (no necesariamente compacta). Dado py € R3, probar
que la funcién distancia al punto pgy alcanza su minimo en algin punto de S.

Supongamos que una superficie S C R? estd completamente a un lado de un plano
afin I1. Probar que S y II son tangentes en cada punto p € SNIL

Probar que si dos superficies compactas son disjuntas, entonces existe una linea recta
que corta perpendicularmente a ambas superficies.

Considera la aplicacién X : R? — R3 definida como
X(u,v) = ((2+4 senv) cosu, (2 4 senv) senu,v) .

(A) Prueba que S = X (R?) es una superficie regular de R3 y calcula el plano tangente
a S en el punto pg = (v/2,v/2,0).
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(B) iEs S una superficie orientable? Prueba que S es difeomorfa al cilindro C =
{(z,y,2) €R? | 2? +y* =1},
(C) Clasifica los puntos de S en funcién de sus curvaturas.
35. Considera las superficies S; = {(z,y,2) ER3 | z =2y} y S2 = {(z,9,2) e R? | y =
x?}.
(A) Prueba que S; N Sy puede parametrizarse como una curva regular a.

(B) Comprueba que p = (0,0,0) € S1 NSy y calcula el plano osculador de « en dicho
punto. j Coincide este plano con alguno de los planos tangentes 7},51 o 1},527

(C) Calcula la curvatura y la torsién de « en cada punto.
36. Sea S una superficie compacta y f: R? — R? una funcién diferenciable cuyo gradiente

no se anula nunca. Probar que existen a,b € R con a < b tales que S C f~1([a,b]) y S
corta de forma tangencial a las superficies f~1(a)y f~1(b).

37. Sea S el conjunto de las rectas afines normales a la hélice dada por «(t) = (cost,sent,t),
tec R
(A) Probar que un punto (z,y,z) € R3 estd en S si y sélo si xsen z = ycos z.

(B) Demostrar que S es una superficie. Calcular una base del plano tangente a S en
cada punto. Obtener una orientacién de S.

(C) Encontrar una parametrizacién global de S. Probar que S es difeomorfa a R?.

(D) Sea 7: S — R? la proyeccién 7(x,y,z) = (x,y). Calcular la diferencial de 7 en
cada punto. jPara qué puntos de S se cumple que 7 es un difeomorfismo local
alrededor de esos puntos?
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Capitulo 3

Curvaturas en una superficie.

3.1. Operador de Weingarten, segunda forma fundamental
y curvaturas principales.

Sea S una superficie orientable y N: S — S? su aplicacién de Gauss. Siguiendo la mis-
ma idea que se us6 para la definicion de curvatura de una curva plana, podriamos estudiar
cémo se curva la superficie mirando la variacién del plano tangente, o equivalentemente,
la variacién de la aplicaciéon de Gauss. Por ello consideramos su diferencial en un punto
peSs,

dN,: TpS — Ty S® = (N(p)) = = T,5,
que es un endomorfismo de espacios vectoriales. Recordemos que en T,S tenfamos una
estructura de espacio vectorial métrico euclideo, dada por la primera forma fundamental
Iy(v,w) = (v,w), Yv,w € T),S. Veamos que dN,, tiene un buen comportamiento frente a
la primera forma fundamental.

Lema 3.1.1 En la situacion anterior, dN, es un endomorfismo autoadjunto de (1,5, I,).

Demostracion. Sea X = X (u,v): U C R? — R? una parametrizacién de S alrededor de p.
Entonces,

(NoX)y,Xu)=(NoX,Xy)), —(NoX, Xy) =—(NoX, Xy

=—(NoX,Xpu) =(NoX,Xy)), — (NoX, Xpu) = ((INoX)y, Xy).

Usando la regla de la cadena, deducimos que (dNx(X,), Xy) = (dNx(Xy), X,). Por bili-
nealidad, ahora es trivial probar que (dNp(v1),v2) = (dNp(v2),v1), Yvi,v2 € T},S. O

Dos invariantes asociados a un endomorfismo de espacios vectoriales son la traza y
el determinante. Ademds, en el caso de endomorfismos diagonalizables (en particular, los

99
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autoadjuntos) en dimensién 2, caracterizan al endomorfismo. Estos dos invariantes tiene
un nombre especial en el caso de que el endomorfismo sea dN,, y como es natural, gobiernan
la forma local de una superficie. Dedicaremos el resto de la asignatura a estudiar en qué
forma lo hacen.

Definicion 3.1.1 En la situacion anterior, se define el endomorfismo de Weingarten de
S en p asociado a la aplicacion de Gauss N como Ap = —dN,,.

En un espacio vectorial métrico euclideo (V, (-, -)), hay una biyeccién ®: A — B entre el
conjunto 4 de endomorfismos autoadjuntos y el conjunto B de formas bilineales simétricas:
Dado f € A, se define ®(f) = g5 € B mediante

gf(x,y):(f(w),y), Ve,y €V,

y dada g € B, se define f; = ®7!(g) € A como el tnico endomorfismo de V que a cada
x €V le asigna el vector fy(x) de V dado por

g(x,y):(fg(x),y), Ver.

Volvamos a nuestra superficie S orientada por una aplicacién de Gauss N: S — S
Aplicando lo anterior a (7,5, I,), el endomorfismo de Weingarten A, = —dN,, tiene una
forma bilineal simétrica asociada, que se llama la sequnda forma fundamental de S en p:

op(v,w) = [P(A4,)](v,w) = —(dNy(v),w), VYv,w e T,S.

Como A,, es un endomorfismo autoadjunto ha de ser ortogonalmente diagonalizable. A los
valores propios ki(p), k2(p) de A, se les llama curvaturas principales de S en p respecto
a la aplicacién de Gauss N. Cuando ki(p) # ka2(p), entonces A, tiene dos subespacios
propios, cada uno con dimensién 1. En este caso, a las direcciones propias de A, se les
llama direcciones principales de S en p. Si {ej, e2} es una base de direcciones principales,
entonces

Apei = —de(ei) = ki(p)ei, 1= 1, 2.

3.2. Curvatura de Gauss y curvatura media.

Definicion 3.2.1 En la situacién anterior, se definen la curvatura de Gaussy la curvatura
media de S en p como

K(p) = det(dN,), H(p) = —%Traza(de).
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Claramente, la curvatura de Gauss no depende de la eleccién de la aplicacién de Gauss
N, por lo que tiene sentido definirla para superficies no orientables. Por el contrario, la
curvatura media H depende de la eleccién de la aplicacién de Gauss, pero H? puede
definirse sobre superficies no orientables. Asi,

1
K = k’lkg, H = E(kl + k2)7
y la ecuacién caracteristica queda
(3.1) k? —2HE; + K =0,

para i = 1,2. Como la anterior ecuacién de segundo grado tiene solucién, su discriminante
ha de ser mayor o igual a cero:

K < H?,

con igualdad en p € S siy solo si k1(p) = ka(p). En este caso, p se dice un punto umbilical
(en este caso dN,, es un multiplo de la identidad y la segunda forma fundamental o, en p
es un multiplo de la primera I,).

Un punto p € S se dice eliptico (resp. hiperbdlico, llano) si K(p) > 0 (resp. K(p) < 0,
K(p) = 0). Dentro de los puntos llanos, se distinguen entre parabdlicos (cuando o, # 0) y
planos (cuando o), = 0).

Veamos algunos ejemplos.

1. En un plano affn II C R? la aplicacién de Gauss es constante, luego dN, = 0
Vp € 1. Esto nos dice que k1 = ko = K = H = 0 en II. Como todos los puntos son
umbilicales, decimos que un plano afin es totalmente umbilical. Por tanto, todos los
puntos de II son de tipo plano.

2. En una esfera S?(pg, r) de centro py € R3 y radio r > 0 tenemos dos normales unita-

rios: N: S?(pg,r) — S?, N, = —E=L0 y su opuesto. Con esta eleccién de aplicacion
de Gauss, el endomorfismo de Weingarten es A,v = —dNp(v) = %v, Vv € T,S?(po, 1)
luego k1 = ko = % =Hy K= %2 Por tanto, S?(pg,r) también es una superficie

totalmente umbilical y todos sus puntos son elipticos.

3. En un cilindro C = {p = (z,y,2) € R? | 22 + 3% = r?}, los normales unita-
rios son N: C — S?, N, = —%(m,y,O) y su opuesto. Tomando esta aplicacion de
Gauss, el endomorfismo de Weingarten es Ayv = —dN,(v) = %(Ul,UQ,O) para cual-
quier (v1,v2,0) € T,C. Notemos que {(0,0,1),(—y,z,0)} es base de T,C' y que
Ap(0,0,1) =0, Ap(—y,z,0) = %(fy,z,()), con lo que k1 = 0, ky = %, H = % y
K = 0. Todos los puntos de C' son de tipo parabdlico.
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Las superficies con K = 0 se llaman [lanas, y las que tienen H = 0 se dicen minimas. Por
ejemplo, el plano y el cilindro son superficies llanas, mientas que el plano y la catenoide
(Ejercicio 1) son minimas. En una superficie minima no puede haber puntos de tipo eliptico,
y sus puntos umbilicales coinciden con los puntos de tipo plano mientras que el resto son
puntos hiperbdlicos.

Las tnicas superficies llanas y minimas a la vez son abiertos de planos afines (si H =
K = 0 entonces k1 = k3 = 0 luego dN, = 0 para todo p, suponiendo la superficie conexa,
esto nos lleva a que N es constante a € S?, lo que implica facilmente que la superficie esta
contenida en un plano afin ortogonal a a). Nétese que también hemos probado que si una
superficie tiene segunda forma fundamental idénticamente nula, entonces es un abierto de
un plano afin.

3.3. Superficies totalmente umbilicales.

Teorema 3.3.1 Las unicas superficies conexas, orientables y totalmente umbilicales son
abiertos de planos afines y de esferas.

Demostracion. Sea o la segunda forma fundamental de una superficie conexa, orientable
y totalmente umbilical S C R? con respecto a una eleccién de su aplicaciéon de Gauss
N: S — S? Como S es totalmente umbilical, ¢ = A(,) para cierta funcién A: S — R.

Veamos que A\ es diferenciable: Tomemos un punto p € S y una parametrizacion
X:U C R? = R3 de S alrededor de p. Asf,

()‘OX)HXMH2 = ox(Xu, Xu) = —(dNx(Xy), Xu) = —((N 0 X)u, Xu).

Como ||X,||? no tiene ceros en U y || Xy ||?, —((IN o0 X),, X,,) son funciones diferenciables en
U, deducimos que A es diferenciable en X (U). Por ser p arbitrario en S, A serd diferenciable
en S.

Veamos ahora que X es constante en S: Como o = X-(,) en S, entonces dN, = —Al7,g
para todo p € S. Volviendo a usar la parametrizacién anterior,

(NoX)y=dNx(Xy) = —(Ao X)Xy, (NoX)y=dNx(X,)=—(AoX)X,

en U. Derivando la primera ecuacién respecto a v y restando la derivada de la segunda
respecto a u nos queda
0=—-AoX), Xy, + (Ao X),X,.

Como {X,, Xy} son linealmente independientes, deducimos que (Ao X), = (Ao X), =0
en U. Tomando U conexo, A serd constante en U. Ahora un argumento sencillo de conexién
de S nos lleva a que A es constante en S.
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Una vez que sabemos que A es constante en S separamos dos casos: Si A = 0, entonces
o0 = 0 en S y habiamos visto antes de este teorema que S es un abierto de un plano. Y
si A € R — {0}, definimos F': S — R3 por F(p) = p + %Np, diferenciable. Dado p € S'y
vel,sS,

1
dFy(v) =v+ Xde(v) =v—0v=0.

Como p € S, v € T),S son arbitrarios y S es conexa, F' es serd una constante py € R3. Esto
nos dice que S estd contenida en una esfera centrada en py de radio 1/|\|. O

3.4. Geometria local en un punto eliptico o hiperbdlico.

A continuacién estudiaremos el comportamiento local de una superficie alrededor de
un punto eliptico o hiperbdlico. Para ello nos basaremos en la nociéon de hessiano de una
funcién diferenciable definida sobre una superficie, en un punto critico. Este concepto es
una extension a superficies del correspondiente para funciones diferenciables en el plano,
y nos permitira estudiar los extremos locales de dicha funcién.

Definiciéon 3.4.1 Sea f: S — R una funcién diferenciable definida sobre una superficie
S C R3. Sipy € S es un punto critico de f, se define el hessiano de f en py como la
aplicacién (V2f)p,: TpoS — R dada por

d2
o dt?,_,

(V2 f)po (v) (f o a)(),

donde a: (—¢,e) — S es cualquier curva diferenciable con a(0) =p y /(0) = v.

Para que la definiciéon anterior tenga sentido debemos probar que no depende de la curva
a elegida para representar al vector v. Supongamos que X: U C R? — R? es una para-
metrizacién de S alrededor de X (0,0) = p. Como {X,(0,0), X,(0,0)} es base, tendremos
v = aX, + bX, para a = v/(0), b = v'(0) € R (omitimos el punto (0,0) en lo que sigue).
Ademas, la curva « anterior se escribird a(t) = X (u(t),v(t)) donde t — (u(t),v(t)) es una
curva diferenciable valuada en U. Entonces,

1 foa)ty = L] (Fox)uer o) = L] ((Fo X)) + (Fo X)o- (1))
dt* |, T ar t=0 SO t=0 v ’

[(f 0 X)uu - u'(0) + (f 0 X)uw - U/(O)] W' (0) + (f 0 X)u - u”(0)
+ [(f 0 X)wu - ' (0) 4+ (f © X)) - ¥'(0)] ¥'(0) + (f 0 X), - v"(0).
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En cada una de las dos 1dltimas lineas, el ultimo sumando vale cero porque p es punto
critico de f, luego queda

d2

de? (foa)t)=(foX)uu- u/(O)Q +2(f o X)uw - ul(o) ) U,<O) + (f o X)uw - Ul(0)2

t=0

=0 (G2 o ) (3) = Bemootrexlon

donde Hess (g )(f o X) es el hessiano del Analisis de la aplicacién diferenciable f o X en

% foa)(t) no depende de o y [Hess(o,o)(f o X)] (a,b)

el punto (0,0). En particular,

(
t=0
no depende de X.

El desarrollo anterior también prueba que (V2f),, es una forma cuadratica sobre Tp, S,
y podemos trasladar directamente propiedades sobre extremos locales de funciones.

Lema 3.4.1 Sea f: S — R una funcion diferenciable definida sobre una superficie S C
R3, y po € S un punto critico de f.

1. Sipy es un mdzimo (resp. minimo) local de f, entonces la forma cuadrdtica (V2 f)p,
es semidefinida negativa (resp. positiva).

2. Si (V2f)p, es definida negativa (resp. positiva), entonces py es un mdzimo (resp.
minimo) local de f.

Ahora estudiaremos el hessiano de dos funciones definidas sobre cualquier superficie, que
contienen importante informacién geométrica de la misma. En primer lugar, consideramos
un punto pg de una superficie S C R? y el plano tangente afin en pg, cuya ecuacién es
(p — po, N(po)) = 0, donde N una aplicacién de Gauss de S. Consideramos la funcién
altura h: S — R respecto a dicho plano afin,

h(p) = (p —po, N(po)), pe€S.

Entonces, se cumple h(pg) = 0, pg es un punto critico de h (porque dhy,(v) = (v, N(po)) =
0, Vv € T),,S) y dado v € T}, S,

(Vh) = S| {alt) =N = | (@), N )
32) — (o (0), N () = {0/ 0), dNy(e/(0))) = 7300 0),

donde a: (—¢,e) — S es una curva diferenciable tal que «(0) = pg, o/(0) = v.



3.4. GEOMETRIA LOCAL EN UN PUNTO ELIPTICO O HIPERBOLICO. 65

Figura 3.1: Izquierda: punto eliptico. Derecha: punto hiperbdlico.

A continuacién consideramos la funcién cuadrado de la distancia a un punto gy € R3,
f: S — R dada por

f@)=1lp—awl? »es.

Siun punto py € S es critico para f, entonces 0 = dfy,, (v) = 2(v, po—qo) para todo v € T},
luego pp — qo es perpendicular a T},,S, es decir pg — go = AN, para cierto A € Ry en este
€aso,

d2

7| (@/(0),a(t) = @)

d
lat) = qoll* =2 —

(v2f)p0 (U) = dt o

=2 ({a"(0), a(0) — qo) + &’ (0)[*) = 2 (" (0), ANpy) + [[0]]?)

(3-3) =2 (=Ma/(0), dNpy (/' (0))) + [[0]|*) = 2 ([0l|* + A 7pg (v, )

Ahora podemos particularizar el Lema 3.4.1 a las dos funciones anteriores. La infor-
macién geométrica obtenida es la siguiente:

Proposicién 3.4.1 Sea py un punto de una superficie S C R3.

1. Si po es eliptico, entonces existe una esfera S*(qo, R) tangente a S en po tal que
B(qo, R) NS es un entorno de pyg en S. En particular, existe un entorno de py en
S que estd contenido en uno de los dos semiespacios cerrados en los que el plano
po + 1, S divide a R3, y el tnico punto de contacto entre ese entorno y py + TpyS

€es pg-

2. Sipgy es hiperbolico, entonces en cualquier entorno de pg en S hay puntos en ambos
semiespacios, ver Figura 3.1.
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Demostracion. 1. Tomemos una aplicacién de Gauss N para S en un entorno de pg. Como
po es eliptico, podemos elegir N de forma que las curvaturas principales ki, ko en pg son
ambas positivas. Sea {e1, ea} una base ortonormal de direcciones principales en py (en rigor,
para hablar de direcciones principales necesitamos que py no sea un punto umbilical; si
po es umbilical, entonces k; = ko también pueden tomarse positivas y elegimos cualquier
base ortonormal de T),,S). Sea pr € R — {0} a determinar y qo := pog + pNp,. Entonces, la
funcién distancia al cuadrado a qq, f(p) = ||p — qol|?, tiene un punto critico en py y (3.3)
nos dice que la forma bilineal simétrica asociada a (V2f),, es

(V2o (v,w0) = 2 ({0, w) — - oy (v,0)), - v, w0 € T, S,

cuya matriz respecto a la base ortonormal {e1,es} es

1—,&]{1 0
(3.4) 2( 0 1—uk2>'

Asi, tomando i > 0 suficientemente grande como para que 1 —pk; < 0,7 = 1,2, tendremos
que (V2f),, es definido negativo luego f tiene un mdximo local estricto en pg. A partir
de aqui, la primera frase del apartado I se obtiene tomando R = pu. La segunda frase del
apartado 1 se deduce inmediatamente de la primera.

2. Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que en cierto entorno de py, la
superficie S' se queda a un lado del plano tangente afin en pg. Tomemos un sistema de
referencia en R? con origen pg, de forma que el plano tangente afin a S en pg = 0 es {z=0}
y nuestra superficie S se queda localmente entorno al origen en el semiespacio {z > 0}. Sea
a=(0,0,1) y h: S — R la funcién altura respecto a a, h(p) = (p, a). Asi, pp es un minimo
local (no necesariamente estricto) para h luego el hessiano (V2h),, es semidefinido positivo
sobre Tp,S = {z = 0}}. Elegimos una aplicacién de Gauss N para S en un entorno de
po, de forma que Ny, = a. Asi, (3.2) nos dice que o, (v,v) = (VZh)p, (v) > 0 Vo € Tp, S,
de donde la curvatura the Gauss en py es no negativa, contradiccion con que el punto sea
hiperbdlico. O

En el apartado I de la dltima demostraciéon vimos que si un punto py € S es eliptico,
entonces existe un punto gop € R® — {pg} tal que la funcién distancia al cuadrado a qq tiene
un maximo local en pg. Veamos que el reciproco es también cierto:

Supongamos que pg € S es un méximo local de f: S — R, f(p) = |lp — qo/|?, para
algtin ¢o € R3 — {pg}. Por ser py punto critico de f, tenemos que pg — qo lleva la direccién
normal a S en py o equivalentemente, podemos elegir una aplicaciéon de Gauss N para S
alrededor de py de forma que pg —go = AN, para cierto A € R—{0}. Como py es maximo
local de f, el hessiano (V2f),, es semidefinido negativo. Razonando como en el apartado
1 de la tltima demostracién, la matriz de la forma bilineal simétrica asociada a (V2f)y,
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respecto a una base ortonormal de direcciones principales! viene dada por

9 1+ Ay 0
0 14+ Aky ) -
Por tanto, 1 + Mk; < 0, i = 1,2, luego 1 < (=Ak1)(—Mk2) = A\2K(pg) donde K es la
curvatura de Gauss de S. Esto nos dice que pg es un punto eliptico.

Dos consecuencias inmediatas de esta caracterizacién de los puntos elipticos como los
maximos locales de funciones distancia al cuadrado son:

Corolario 3.4.1 Toda superficie compacta de R? tiene un punto eliptico.

Demostracion. Sea gy € R3—Sy f: S — R la funcién distancia al cuadrado a py. Como S
es compacta, f debe tener un maximo pg € S. Por el desarrollo anterior al este corolario,
po es un punto eliptico. O

Corolario 3.4.2 No hay superficies minimas compactas en R3.

Demostracién. Si S C R? es compacta, entonces existe un punto eliptico p € S. Como S
es minima, las curvaturas principales en p son opuestas luego K(p) < 0, contradiccién. O

3.5. Aplicaciéon de Gauss y curvaturas en coordenadas loca-
les.

En esta seccién obtendremos unas formulas ttiles para calcular la aplicacion de Gauss,
la primera y segunda formas fundamentales y las curvaturas de Gauss y media de cualquier
superficie S C R3, en términos de una parametrizacién X: U C R? — R3 de la misma.
Sabemos por (2.4) que
X X X,

3.5 NoX=—_—
(3:5) X x X

es una aplicacién de Gauss definida en X (U). Llamemos

(ra) (57)

a las matrices de la primera y segunda formas fundamentales respecto a la base { Xy, X, },
es decir:

(3.6) E=|X,? F=(X,X,),G0=|X>

'De nuevo tenemos que observar que si el punto po es umbilical para S, este paso puede darse.
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(3.7)
=0(Xy, Xy) = —((NoX)y, Xy) = (NoX, Xyu), f=(NoX, Xu), g=(NoX,Xy).

Proposicién 3.5.1 En la situacion anterior, la curvatura de Gauss K y media H de S
vienen dadas por

eg — f? Eg—-2Ff+ Ge
3.8 KoX = HoX =
(38) T EG-F T° 2EG — F2)
Demostracion. Sean v,w € TS, donde p € X(U). Sean vp,wp € R? las coordenadas de
v,w respecto a la base B = {X,, X,}. La igualdad o,(v,w) = —(v,dN,(w)) se escribe
matricialmente

vp - Mp(op) - wh = —vp - Mp(Ip) - M(dNy, B) - wj,

E F
F G
forma fundamental respecto a B, y M(dN,, B) es la matriz de la diferencial de N en p
respecto a B. Como lo anterior es cierto para cualesquiera vg, wp € R?, obtenemos

donde Mp(Ip,) = < >, Mp(o) = ( ; ?; > son las matrices de la primera y segunda

(3.9) Mp(op) = =Mp(Ip) - M(dNy, B).

(58)-( )
(Fe) (i)

_ 1 [ Ge-Ff Gf-Fg\ _ Eg-2Ff+Ge
- 2(EG-F2%) \ Ef—Fe Eg—Ff 2(EG — F?)

Por tanto,

eg — f?

K = det(dN,) = det =BG _ 2

1 1
H= —itraza(de) = §traza

|

Como las funciones E, F, G, e, f,g son diferenciables, de la Proposicién 3.5.1 obtenemos
que K y H son también funciones diferenciables. Como las curvaturas principales vienen
dadas por

ki=H++VH? - K

(esto se deduce de resolver la ecuacién de segundo grado (3.1), deducimos que ky y k2 son
funciones continuas en S, y diferenciables en S — {puntos umbilicales}.
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N(p),

Figura 3.2: 11, es el plano de vertical en la figura.

3.6. Curvaturas normales y féormula de Euler.

Sea p un punto de una superficie S C R3 y v € T,S un vector unitario. Tomemos una
aplicacién de Gauss N para S (hacemos esto localmente alrededor de p, lo cual permite
tener siempre una aplicacién de Gauss aunque no sea global). Consideremos el plano afin
IT, que pasa por p cuya variedad de direccién esta generada por vy Np, ver Figura 3.2):

M, = {g €R?| (g —p,v x N}y = 0}.
Asi, {IL, | v € T),S, ||v|| = 1} es el haz de planos afines con base la recta normal a S en p.

Lema 3.6.1 En la situacion anterior, existe un abierto V de S conteniendo a p y una
curva diferenciable o, : (—e,€) — S con a,(0) = p y o), (0) = v, tal que VNI, = traza(ay).

Demostracion. Por el Corolario 2.1.1, S localmente alrededor de p como imagen inversa
de un valor regular (que podemos suponer que es cero) por una funcién diferenciable
F: O — R, donde O es un abierto de R? que contiene a p. Definimos f: II, NO — R como
f = F|mn,no, que es diferenciable sobre el trozo de plano II, N O. Ademas p € I, N O y
f(p) = F(p) =0y df, = (dF}p)|1,11,- Si p fuera un punto critico de f, entonces tendriamos
TpIl, C ker(dF,) = T,S, lo cual es imposible porque S y II, se cortan transversalmente.
Terminaremos la demostracién probando que existe una curva diferenciable a: (—¢,¢) —

R? con valores en F~1({0}), con a(0) = p y tal que o parametriza F~1({0}) N 1L, =
f~1({0}) localmente alrededor de p. Para ello, tras aplicar un movimiento rigido en R3
podemos suponer que p = 0 € R? y que I, = {(x,v, 2) | z = 0}, al que identificaremos con
R?. Nuestra funcién diferenciable f es ahora del tipo f: O; — R, donde O; = ON{z = 0}
es un abierto de R2, y cumple f(0,0) = 0, df0,0) # 0. Ademds, el conjunto de ceros de
f corresponde con los puntos del plano I, = R? que estdn sobre la superficie S. Como
df(0,0) # 0, podemos suponer f,(0,0) # 0 luego por el teorema de la funcién implicita del
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Anilisis existe un abierto Oy de R? con (0,0) € Oz C O tal que el conjunto de ceros de
f en Oy se parametriza de la forma

“H({0}) N 02 = {(z,9(2)) | = € (~¢,e)},

donde g: (—¢,e) — R es una funcién diferenciable. Reparametrizando la curva a(z) =
(x,g(z)) por el arco tendremos la curva que estdbamos buscando. O

Volviendo a la situacién que tenfamos antes del Lema 3.6.1, podemos parametrizar por
el arco la curva ay: (—e,¢) — S dada por el Lema 3.4.1 (eso no destruye la condicién
ol (0) = v porque |[v]| = 1). Sea Kk, € R la curvatura de «, como curva plana, donde para
definirla debemos elegir una orientacién en el plano II,; tomamos aquella que hace que la
base {v, N} sea positiva. Entonces, k, = (c,(0), Np). Derivando la igualdad (o, Noa,) =

0 en t = 0 se tiene
0 = {(a;(0), Np) + () (0), dNp(er, (0)) = Ky + (v, dN(v)) = Ky — (v, v),

de donde o, (v,v) = Kk, nos da una interpretacién geométrica de la segunda forma funda-
mental (a esta igualdad se la conoce con el nombre de Teorema de Meusnier). A op(v,v)
se le llama curvatura normal de S en la direccién de v.

A continuacién vamos a obtener la formula de Fuler, que relaciona las curvaturas
principales con las curvaturas normales. Tomamos una base ortonormal {ej, ez} de T),S
con dN,(e;) = —k;i(p)e;, entonces

2

Ky = op(v,v) =0y i (v, €;) el,i (v,ej5)e Z(U,€i>2ﬂp(€i,€z’)
i=1 =1 i=1
= (e (o) + (0o ().
que es la férmula de Euler?. De esta formula se deduce que si k1 (p) < ka(p), entonces
ki(p) < ko < ka(p), Vv € TS, [lv] =1,

es decir, las curvaturas principales son el mdximo y el minimo de las curvaturas de las
secciones normales a S en p. En el caso de que p sea un punto umbilical, deducimos
que todas las curvaturas normales coinciden. Esto nos dice que en un punto umbilical, la
superficie se curva de idéntica forma en cada direcciéon tangente.

2Esta es una reformulacién en lenguaje moderno del Teorema de Fuler, generalizado mas tarde por
Meusnier: las curvaturas de las infinitas secciones normales de una superficie en un punto dado no son
un conjunto arbitrario de numeros, sino que toman los valores de un polinomio de sequndo grado en dos
variables.
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3.6.1. Lineas de curvatura y direcciones asintéticas.

Sea S C R? una superficie.
Definicion 3.6.1 Una curva C' C S se dice una linea de curvatura si C puede parame-

trizarse por una curva regular a: I C R — S de forma que &/(¢) define una direccién
principal en «(t), para todo t € I.

Lema 3.6.2 (Teorema de Olinde Rodrigues) Sea S C R? una superficie. Una curva
reqular a: I C R — S es una linea de curvatura si y sélo si

(Noa)'(t)=At)d/(t), VeI

donde A\: I — R es una funcion diferenciable. En este caso, —\(t) es una curvatura
principal en el punto o(t).

Demostracion. Ejercicio. O

Definicion 3.6.2 Una direccion asintética de S en un punto p € S es una direccién en
T,S para la que la curvatura normal es cero. Una linea asintdtica es una curva regular
a: I C R — S tal que o/ (t) define una direccién asintética en «a(t) para cada t € 1.

Lema 3.6.3 Sea S C R? una superficie. Entonces:
1. Sip € S es un punto eliptico, entonces no hay direcciones asintoticas en p.

2. Sip es un punto parabdlico, entonces existe una Unica direccion asintdtica en p, y
coincide con una de las direcciones principales en p.

3. Sip es un punto de tipo plano, entonces todas las direcciones de T,,S son asintdticas.

4. Sip esun punto hiperbdlico, entonces existen exactamente dos direcciones asintoticas
en p, cuyas bisectrices en T),S son las direcciones principales.

5. §i S es una superficie minima, entonces las direcciones asintoticas en cualquier punto
no llano son ortogonales.

Demostracion. Ejercicio. O



72 CAPITULO 3. CURVATURAS EN UNA SUPERFICIE.

3.7. Teoremas de Hilbert, Jellet y Liebmann.

Los tres teoremas que siguen son de tipo global, y dependen de la continuidad de las
curvaturas principales de una superficie.

Teorema 3.7.1 (Hilbert) Sea S una superficie orientada y k1 < ko: S — R las corres-
pondientes curvaturas principales. Supongamos que en un punto py € S se cumplen las
siguientes propiedades:

1. k1 tiene un minimo local en pg.
2. ko tiene un mdximo local en py.
3. po es un punto eliptico.

Entonces, py es un punto umbilical.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que pg no es umbilical, y por tanto
k1(po) < ka(po). Asi, tienen sentido las direcciones principales en pg. Tras un movimiento
rigido, podemos suponer que py = 0 es el origen de R3, el plano tangente en pg es {z =0},
las direcciones principales son e; = (1,0,0), ea = (0, 1,0) y el normal en pg es (0,0, 1). Por
el Corolario 2.1.1, existe una parametrizacién X: U C R? — R3 de S alrededor de py de
la forma X (u,v) = (u,v,h(u,v)), donde h: U — R es cierta funcién diferenciable y U es
un abierto de R? que contiene a (0,0). Por tanto,

h(0,0) = hy(0,0) = hy(0,0) = 0.
Calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental de S:

huu huv h’uv

V1+h2+h2 /= V1+h2+h2 7= V1+hZ+h2

Como X,(0,0), X,(0,0) son direcciones principales de S, (3.10) implica

(3.10) e=

(3.11)  hyu(0,0) = €(0,0) = op,(e1,e1) = k1(po),  Puw(0,0) =0,  hyy(0,0) = ka(po).

Consideremos las curvas a(u) = X (u,0), B(v) = X(0,v), y las curvas espaciales (valuadas
en la esfera unidad)

1 1

Eyi(v) = m){u(o,v), Ea(u) = X @ o)

Xy(u,0).
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Ast, B1(v) € Tg)S v Ea(u) € Ty(y)S. Ahora definimos las funciones

huu
1 (6) = o) (B10) Bo0)) = s e (O0)
() = o (uy (Ea(u), Ba(u)) = e (u,0).

(L4 h)V/T+ R +h3
Usando la hipétesis 2 tenemos
ha(0) = oy, (€2, €2) = k2(po) = k2(a(w)) = oqw)(E2(u), Ea(u)) = ha(u).
De forma andloga, usando la hipétesis 1 deducimos
h1(0) = apy(e1,e1) = k1(po) < k1(B(v)) < o) (E1(v), E1(v)) = h1(v).

Por tanto, h; tiene un minimo local en v = 0 y ho un méaximo local en u = 0. De aqui se
deduce que

(3.12) hi(0) <0 < hf(0).

Ahora derivamos en u en la definicién de ho, para obtener

/ ( ) — huvv 2hvhuvhvv hvv(huhuu + hvhuv)

R TR i ey A RN N ey A (R I (R R )
Derivando de nuevo, evaluando en u = 0 y usando que h,(0,0) = h,(0,0) = 0:
75(0) = hu (0,0) = b (0,0) [3huv (0,0)* + huw (0, 0)°]
Si ahora simplificamos usando (3.11) tendremos
(3.13) h3(0) = o (0, 0) — ka(po) k1 (po)?*.
Razonando andlogamente con h; se obtiene
(3.14) 7(0) = v (0, 0) = 1 (po)k2(po)*
Ahora (3.12), (3.13) y (3.14) implican
0 > h5(0) — RY(0) = —ka(po)k1(po)* + k1 (po)ka2(po)* = K (po)[ka2(po) — k1 (po)],

donde K (po) es la curvatura de Gauss de S en pg, que es positiva por ser pg un punto
eliptico. Asi, ka(po) < k1(po), contradiccion. O
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Nota 3.7.1 En la situacion del teorema de Hilbert, se puede deducir algo més fuerte:

En las condiciones del Teorema de Hilbert, existe un entorno abierto de py en
S que estd contenido en una esfera.

En efecto, por hipétesis k; tiene un minimo (para ¢ = 1) o un maximo (para i = 2) local
en pp, luego existe un entorno abierto U de py en S (podemos tomar U conexo) tal que
k1(po) < k1(p) v ka(p) < ka(po), para cada p € U. Por tanto, dado p € U se tiene

k1(po) < k1(p) < k2(p) < ka2(po) = k1(po),

donde hemos usado que pg es umbilical por el Teorema de Hilbert. Lo anterior implica que
k1 y ko son constantes iguales a ki(pp) en U. Finalmente, aplicando la caracterizacién de
las superficies totalmente umbilicales en la superficie conexa U, deducimos que U es un
abierto de una esfera (no puede ser un abierto de un plano porque K (pg) > 0).

Teorema 3.7.2 (Jellet-Liebmann) Sea S C R? una superficie compacta y conezxa con
curvatura media constante y curvatura de Gauss positiva. Entonces, S es una esfera.

Demostracion. S es orientable por ser una superficie compacta en R? (estamos usando el
teorema de separacién de Jordan-Brouwer). Consideremos una aplicacién de Gauss para
S,y sean k1 < ko: S — R las curvaturas principales de S respecto a ésta. Como ki es
continua y S es compacta, existe pg € S donde kq alcanza su minimo. Como ko = 2H — kq
y la curvatura media H de S es constante, deducimos que ko alcanza un maximo en pg.
Como K (pg) > 0, podemos aplicar el Teorema de Hilbert para concluir que py es umbilical.
Usando la Nota 3.7.1 con U = S (notemos que el minimo de k; y el maximo de k2 en py
son globales y que S se supone conexa), deducimos que S estd contenida en una esfera.
Como S es compacta, S es una esfera. m|

Teorema 3.7.3 (Hilbert-Liebmann) Sea S C R® una superficie compacta y conexa
con curvatura de Gauss constante. Entonces, S es una esfera.

Demostracion. Sea K € R la curvatura de Gauss de S. Por ser S compacta admite un
punto eliptico (luego K > 0) y S es orientable. Consideremos una aplicacién de Gauss
para S, y sean k1 < ko: S — R las curvaturas principales de S respecto a ésta. Como k;
es continua y S es compacta, existe pg € S donde ki alcanza su minimo. Como K = k1ks
es una constante positiva, deducimos que ko alcanza un méximo en pg. Ahora se termina
igual que en la demostracion del Teorema de Jellet-Liebmann. O
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3.8. Ejercicios.

1. Probar que la curvatura de Gauss, la curvatura media y las curvaturas principales de la
catenoide {(z,y,2) € R® | 22 + y? = cosh? z} son

1 1
HZO, kl(xayaz) :_kQ(l'ayaZ):

K(x,y,2z) = .
(z,9.2) cosh? z

cosh?z’
2. Probar que la curvatura de Gauss y la curvatura media del paraboloide eliptico {(z,y, z) €
R3 | 22 + y? = 22} vienen dadas por

1
K(x,y,z) = m» HQ(fUayaZ) =

(1+2)?
(14 22)3"

Concluir que todos sus puntos son de tipo eliptico.

3. Sea A€ O(3), be R? y ¢: R® = R? el movimiento rigido ¢(p) = Ap+b. Si S C R?
es una superficie S = ¢(S), probar que las curvaturas de Gauss y media de Sy S estdn
relacionadas por Ko¢p =K, Ho¢ = H.

4. Sea S = S(B,b,c) = {p € R® | (Bp,p) + 2(b,p) + ¢ = 0} la cuddrica definida en el
Ejercicio 4 del tema anterior, donde B € M3(R) es una matriz simétrica no nula, b € R?

y ¢ € R. Demostrar que
Bp+b

— 77 p E S?
P |Bp+ b

es una aplicacién de Gauss en S, y que la segunda forma fundamental asociada es

1

———(Bv,v), pes, vel,S.
ZET ’

UP(”? U) =

Concluir que un elipsoide tiene curvatura de Gauss positiva en todos sus puntos.

5. Sea a > 0. Consideremos la parametrizacién global (u,v) € R? — X (u,v) = (v cosu,
vsinu, au) del helicoide S = {(x,y, z) | xsin(z/a) = ycos(z/a)}. Probar que S es una
superficie minima, y que la curvatura de Gauss de S viene dada por

a2

KoX=-——% |
° (a? 4+ v?2)?

En particular, el helicoide no tiene puntos umbilicales y su aplicacién de Gauss N es un
difeomorfismo local. jEs IV un difeomorfismo?
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Sea S = {(z,y, f(z,y)) | (z,y) € U} el grafo de una funcién diferenciable f: U C R,
donde U es un abierto de R2. Probar que

NZA——JF——%—ﬁcJ@U

1+ 2+ f2

es una aplicacién de Gauss para S, que su curvatura de Gauss es
2
fxzfyy —Jaxy
2 2)27
(L+ 2+ 1)
y que la curvatura media respecto a IV es

(L4 f) faw = 2fufyfay + (L4 f2) fuy
201+ 2+ )2 '

H:

Probar que la curvatura de Gauss del paraboloide hiperbdlico S = {(z,y, 2) | z = 2% —y?}

es
—4

(14 422 4+ 4y2)2°

Concluir que todos los puntos de S son hiperbdlicos.

K:

Calcular la curvatura de Gauss de un toro de revolucién. Estudiar qué puntos del toro
son elipticos, hiperbdlicos y llanos.

Clasificar segun su curvatura de Gauss y media el punto p = (0,0,0) del grafo dado por
z=a" +y" (siendo n > 2). ;Cudl es la posicién local entre Sy el plano afin tangente
en el punto p?

Consideremos una curva regular a: I — {(z,9,2) | * = 0}, a(u) = (0,y(u), z(u)),
donde y(u) > 0 para todo u € I. Sea X: I x (0,27) — R? la parametrizacién de la
superficie de revolucién S obtenida al girar « alrededor del eje OZ. Demostrar que las
curvaturas de Gauss y media de .S viene dadas por

() ()" () — " () (W) () Fau)
K(X(u,v)) () (s (w)? + 2/ (w)2)2 y(u) o (w)]|
(X — Y00 = @2 w) + Wi () + 2 (0))
’ 29 (u) (4 (w)? + 2/ (w)2)/2
_ Z(u) 1 Ko (1)
29() /(@] T 2

donde k,, es la curvatura de o como curva plana. Concluir que las superficies de revolu-
cién llanas, esto es, con K = 0, son abiertos de planos, cilindros o conos. Probar también
que las superficies de revolucién minimas son abiertos de planos o de catenoides.
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11.

12.

13.

Sea ¢: R3 — R3, ¢(p) = Ap, la homotecia de razén A > 0. Demostrar que ¢ es un
difeomorfismo de R? en si mismo, que su inversa es la homotecia de razén 1/\ y que
la diferencial d¢,, conserva los dngulos entre vectores. Probar que si S es una superficie
de R3, entonces S = ¢(S) es una superficie difeomorfa a S y que sus curvaturas estdn

relacionadas por
~ 1 ~ 1
KOQS:pK, HO¢:XH

(H, H son las curvaturas medias de S,§ respecto a los normales respectivos N,]V =
Nog™h.

Sea ¢: R®—{0} — R3—{0}, ¢p(p) = W, la inversién centrada en el origen. Demostrar

que 1 es un difeomorfismo de R3 — {0} en si mismo, que su inversa es la propia 1 y que
la diferencial di),, viene dada por

v (pa U> 3
dv,(v) = -2 p, Yv e R
)= E

Deducir que conserva dz),, conserva los angulos entre vectores. Probar que si S es una

superficie contenida en R3 — {0}, entonces S = ¥ (S) es una superficie difeomorfa a S.
Supongamos que S es orientable y que N es una una aplicacién de Gauss de S. Probar
que

~ va
Nw(p):Np—27< L >p, peS,

Ipll?

es una aplicacion de Gauss de S, y que las curvaturas de Gauss y media de S, S (respecto
a N, N) estan relacionadas por

K((p)) = [pI"K (p) + 4]p1*(Np, p)H(p) + 4(Ny, p)°,
H(4(p)) = [[pI*H (p) + 2(Np, p).
Deducir que las inversiones conservan puntos umbilicales.

Sea S una superficie conexa y orientable y N: S — S? una aplicacién de Gauss. Dado
po € R3, se define la funcién soporte de S con base pg como

f:S_>]R7 f(p):<Npap_p0>

(A) Probar que en una esfera, la funcién soporte con base en su centro es constante.

(B) Supongamos que existe py € R tal que la funcién soporte de S con base py es
constante, y que la superficie S no es llana. Probar que S es un abierto de una
esfera centrada en pyg.
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14

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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. Sea S C IR3 una superficie compacta y conexa que admite una funcién soporte constante.
Probar que S es una esfera.

Sea S una superficie compacta y orientada. Probar que la aplicacién de Gauss de S es
un difeomorfismo local si y sélo si la curvatura de Gauss de S es positiva.

Sea IT un plano vectorial de R3 y a: I — II una curva regular que es un homeomorfismo
sobre su imagen. Dado un vector unitario a € R? que sea normal a II, definimos X : I x
R — R3 por

X(t,s) =a(t)+sa, tel, seR.
A la superficie S = X (I x R) se le llama cilindro recto con directriz a(I). Probar que
S es una superficie llana y calcular la curvatura media de S.

Sea S C R? una superficie compacta, contenida en una bola de radio r > 0. Probar que
existe un punto p € S tal que K(p) > %2 y |H(p)| > %

Supongamos que una superficie S y un plano afin II son tangentes a lo largo de una
curva regular. Probar que todos los puntos de la traza de esta curva son llanos.

Probar que si una superficie S C R? contiene un segmento de linea recta r, entonces en
cada punto p € r se tiene que la direccién de r es una direccién asintética de S en p la
curvatura de Gauss de S cumple K(p) < 0.

Sea p un punto en una superficie S C R3. Probar que la suma de las curvaturas normales
en cualquier par de direcciones tangentes en p ortogonales es constante.

Prueba el Teorema de Olinde Rodrigues (Lemma 3.6.2).
Demuestra el Lema 3.6.3.

INDICATRIZ DE DUPIN. Sea S C R? una superficie. Dado p € S, se define la indicatriz
de Dupin en p como

D(p) ={v € T,S | op(v,v) = £1}.
Probar que

a) Sip € S es un punto de tipo plano, entonces D(p) = @.

b) Si p es un punto umbilical no llano, entonces D(p) es una circunferencia centrada
en el origen de T},S.

¢) Supongamos que p € S no es un punto umbilical. Sea B = {ej,e2} una base
ortonormal de direcciones principales en p, con curvaturas principales asociadas
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ki,ky € R. Dado v € T},S, sean (a,b)p € R? las coordenadas de v respecto a B,
es decir v = ae1 + bey. Probar que

D(p) = {(a,b)B € R? | kia® + kob? = +1},

que es una cénica en el plano (a,b). Esta cénica puede ser de tres tipos:

e Si p es un punto eliptico, entonces D(p) es una elipse con semiejes 1/+/|k1],
1/+/|k2| apuntando en las direcciones principales en p.

e Si p es un punto parabdlico, entonces D(p) es un par de rectas paralelas a una
de las direcciones principales en p, a distancia del origen 1//|k|, donde k es
la curvatura principal no nula en p.

e Si p es un punto hiperbdlico, entonces D(p) es una pareja de hipérbolas que cor-
tan a los ejes dados por las direcciones principales en los puntos +(1/v/k2,0) g,
+(0,—1/v/—k1)p (hemos ordenado las curvaturas principales en p de forma
que k1 < 0 < kg), de forma que esta hipérbolas son asintéticas a las direcciones
asintéticas de 7,5 (de aqui el nombre de direcciones asintéticas, recordemos
que en este caso las direcciones asintéticas forman angulos cuyas bisectrices
son los ejes e; = OX, ea = OY dados por las direcciones principales).

24. DIRECCIONES CONJUGADAS.

25.

Sea S C R3 una superficies. Dado p € S, dos vectores v,w € T,W — {0} se definen
direcciones conjugadas si o,(v,w) = 0 (claramente, esto no depende de los vectores
v, w sino sélo de sus direcciones). Probar que

) En un punto de tipo plano, todo par de direcciones son conjugadas.

) En un punto umbilical no llano, todo par de direcciones ortogonales son conjugadas.
¢) Las direcciones principales en p son direcciones conjugadas.

) Las direcciones asintéticas son conjugadas de si mismas.

VARIACION PARALELA. Sea S una superficie orientable y N: S — S? una aplicacién
de Gauss. Dado r > 0, consideramos la aplicacién F,.: S — R3 dada por

F.(p) =p+rNy, peS.

Supongamos que F,.(S) es una superficie (llamada superficie paralela) y que para cada
r € (0,¢e), F.: S — S, es un difeomorfismo, para cierto € > 0. Fijemos r € (0, ¢).

(A) Seap e Sy ey, es €T),S vectores unitarios y ortogonales con dNy(e;) = —k;(p)e;,
i =1,2 (es decir, k1(p), k2(p) son las curvaturas principales en p). Demostrar que
(dEy)p(ei) = (1 —rki(p))ei, 1 —rki(p) >0y 1 —2rH(p) + r2K(p) > 0.
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26.

27.

28.
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(B) Probar que el plano tangente a S en p € S coincide con el plano tangente a F.(.5)
en F,.(p), y que existe una aplicacién de Gauss N’ para F.(S) tal que N'oF,. = N.

(C) Probar que la recta normal afin a .S en p € S coincide con la recta normal afin a
F,.(S) en F.(p).
(D) Probar que las curvaturas principales de S en p € Sy de F,.(S) en F,.(p) estdn
relacionados por
ki(p)

k;(Fr(p» = m;

y que las direcciones principales coinciden.

i=1,2,

Demostrar que las curvaturas de Gauss y media de S’y F,.(S) se relacionan mediante

K H—-rK

K'oF, — H oF, = .
T I T H + 2K ° 1—2rH + 2K

(E) Supongamos que S tiene curvatura media constante H = % Demostrar que K no

tiene ceros en Sy que F.(S) tiene curvatura de Gauss constante K’ = %2

COMPARACION DE SUPERFICIES EN UN PUNTO.

Sean S1, .59 dos superficies orientables tangentes en un punto comdn p. Tomemos apli-
caciones de Gauss N; en S;, i = 1,2, tales que (N1), = (N2),. Asi, podemos ex-
presar S1, Sy localmente como grafos de funciones diferenciables fi, fo definidas en un
abierto de 7,51 = T,5> que contiene al origen. Ademads, salvo un giro y una trasla-
cién'supondremos que p = 0 € R3, T,8; = {z = 0} y (M), = (N2), = (0,0,1).
Decimos que 5] estd por encima de So alrededor de p si existe un entorno del origen
en 71,51 tal que f; > fo en dicho entorno.

(A) Probar que si S estd por encima de Sy alrededor de p, entonces las segundas formas
fundamentales de Sy, S respecto a N1, Na cumplen (01),(v,v) > (02)p(v, v) para
todo v € T,,S;. En particular, las curvaturas medias cumplen Hi(p) > Ha(p).

(B) Demostrar que si (01),(v,v) > (02)p(v,v) para todo v € T),S; — {0}, entonces Sy
estd por encima de S» alrededor de p.

Sea S un grafo sobre un disco de radio 7 > 0 en R2. Probar que si la curvatura media
H de S cumple H > a para un a > 0, entonces ar < 1.

. . . ., 2 2 2
Consideremos el elipsoide S C R? de ecuacién o+ %2 +% =1donde0<a<b<e

(A) Sean

F:R?® - R, F(xjy,z)zz—;—f—g—j—l—i—j?
0: S%Rga 9(%%2) = (z%’b%’c% )

h=|VF|/2: S >R

(VF es el gradiente de F'). Probar que N = % es una aplicacién de Gauss para S.
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29.

30.

31.

32.

33.

(B) Sea p € S. Demostrar que p es umbilical si y sélo si det(df,(v),0(p),v) = 0 para
todo v € (A(p))+.

(C) Consideremos la forma bilineal simétrica @: R? x R?® — R dada por Q(v,w) =
vt - A-w, donde
0 (a® =%z (*—a?)y
A= | (a®> -0z 0 (b — Az
(2 —a®y (b —cA)z 0
Demostrar que p es umbilical si y sélo si Q(v,v) = 0, para todo v € (6(p))*.

(D) Probar que si p € S es umbilical, entonces det(A) = 0 y por tanto una de las
coordenadas de p es cero.

(E) Deducir que los puntos umbilicales del elipsoide S se reducen a los siguientes cuatro:
b2 a2 2_p2
(:l:a Do 0,40/ 52_(12).

Sea S una superficie orientable, conexa y con curvaturas principales constantes. Probar
que si S tiene un punto eliptico, entonces S es un abierto de una esfera.

Sea S C IR? una superficie compacta y conexa, con curvatura de Gauss positiva. Si H/K
es constante, probar que S es una esfera.

Sea S C R3 una superficie compacta y conexa, con curvatura de Gauss positiva. Si una
curvatura principal de S es constante, probar que S es una esfera.

BANDA DE MOBIUS. Se considera la superficie no orientable S = X(R?), siendo
X : R? — IR3 la aplicacién dada por

X (u,v) = ((2+ vsin(u/2)) sinu, (2 + vsin(u/2)) cosu, v cos(u/2)), (u,v) € R?.

Comprobar que la curvatura de Gauss de S viene dada por:
1

(4 + 2+ vsin(u/2))?

K(X(u,v)) =— 5

Se dice que una aplicacién diferenciable entre superficies f: S — S’ es conforme si para
cada p € Sy cualesquiera u,v € T),S se cumple que

((df)p(w), (df)p(v)) = A(p)(u, v),

donde A: S — R es diferenciable y positiva. Consideremos el cilindro circular recto S =
{(z,y,2) € R® | 22 +y? = 1}, la catenoide S" = {(z,y,2) € R? | 22 4 y?> = cosh?(2)},
y la aplicacién f: S — S’ definida por f(z,y,2) = (xcoshz,ycoshz, z). Demostrar
que f es un difeomorfismo conforme.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
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Sea S una superficie orientable y N: S — S%(1) una aplicacién de Gauss. Probar que
dadop € Sy u,v € TS, se tiene:

(dNp(u), dNp(v)) = =K (p)(u,v) — 2H (p){dNp(u), v).

Deducir que la aplicacién de Gauss de una superficie minima sin puntos umbilicales es
una aplicacién conforme.

Sobre el cilindro S = {(z,y, 2) | ¥2+y? = 1} se considera la curva o, (t) = (cost,sint, nt),
con n € N. Calcular la curvatura normal de S en la direccién del normalizado de «/,(0).

Sean S7 y Sy dos superficies tangentes a lo largo de una curva regular y conexa C.
Probar que:

(A) Si C es una linea asintdtica de S, entonces también lo es de Ss.

(B) Si S1 es un plano afin, entonces los puntos de C' son llanos de Ss.
Si C es una linea de curvatura de S, jtambién lo es de 557

Sea S una superficie orientable y P un plano afin. Supongamos que S y P se cortan a
lo largo de una curva regular o formando un angulo constante. Demostrar que « es una
linea de curvatura de S.

Sea IT = pg + (a)* un plano afin en R? (a € R3, [ja]| = 1), y ¢: R® — R? la reflexién
con respecto a II, ¢(p) = p — 2(p — po,a)a, Vp € R3. Supongamos que S C R? es
una superficie orientable simétrica respecto a II (es decir, ¢(S) C S), con S ¢ II, y
N: S — S%(1) una aplicacién de Gauss de S.

(A) Probar que dado p € S NI, se tiene N, € Ii (indicacién: demostrar que dado
p € SNII, d¢, deja invariante a L({N,}) y discutir sobre los valores posibles del
autovalor de d¢, asociado a N,).

(B) Sea v € T},S un vector unitario tal que I = L({v,N,}). Probar que dN,(v) es
paralelo a v (indicacién: parametrizar localmente S N1I alrededor de p como una
curva p.p.a. «, y derivar la ecuacién (N, a) = 0). Deducir que {v,v X N,} es una
base (ortonormal) de direcciones principales en p.

Sea S C IR3 una superficie de revolucién. Probar que en cada punto p € S, las direcciones
principales en p vienen dadas por la direccién tangente a la generatriz de S que pasa por
p y la de la circunferencia contenida en S y ortogonal a la generatriz en p.

Sea S C R? una superficie orientable y p € S. Se define la tercera forma fundamental
de S en p como:

IIT,(u,v) =< Ap(u), Ap(v) >, Vu,v € T,S,
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

donde A, es el endomorfismo de Weingarten en p. Demostrar que 111, = 2H (p)o, —
K(p)I,, donde I, es la primera forma fundamental en p y o, es la segunda forma
fundamental en p.

Demostrar que si S es una superficie compacta y conexa con curvatura de Gauss K > 0
y tal que 2H + K es una constante ¢ > 0, entonces S es una esfera.

Sea S un ovaloide. Supongamos que existe b € R de forma que H + bK = 0 en S.
Demostrar que S es una esfera.

iQué se puede decir de una superficie orientada S cuya aplicacién de Gauss N: S —
S?(1) es una isometria global?

Se considera el conjunto S = {(z,y,2) € R3 | cos(z) + cos(y) + cos(z) = 0}.

(A) Demostrar que S es una superficie orientable y calcular el plano tangente de S en
cada punto.

(B) Calcular la curvatura de Gauss, la curvatura media y una base ortonormal de direc-
ciones principales de S en el punto p = (0,7, 7/2).

Consideramos el helicoide S = X (R?), donde X : R? — R3 viene dada por X (u,v) =
(vcosu,vsenu,u).

(A) Prueba que se anula la curvatura normal de S en la direccién tangente a cada una
de las siguientes curvas:

a(u) = X(u,vg), convg € R, y B(v) = X (ugp,v), con uy € R.

(B) Usa el apartado anterior para calcular las direcciones principales de S en un punto
arbitrario.

Sea S una superficie conexa, compacta y orientada, sin puntos llanos, cuyas curvaturas
principales k1 y ko cumplen que k1 < ko y kie*2 es constante. Prueba que S es una
esfera.

Una superficie S es homogénea si dados cualesquiera p,q € S existe una isometria
f: S — S con f(p) = q. Demostrar que si S es compacta, conexa y homogénea
entonces S es una esfera.

Para cada n € N se considera el subconjunto de R? dado por:
Sp = {(z,y,2) € R | 2" 4" + 22" =1},

(A) Probar que S, es una superficie orientable y calcular una aplicacién de Gauss.
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(B) Demostrar que los puntos de S,, en los que el plano tangente es horizontal son
umbilicales. jSon puntos de tipo plano?

(C) iEn qué puntos de S,, no es un difeomorfismo local la proyeccién 7: S, — R?
dada por II(z,y, z) = (z,y)?

(D) Probar que la aplicacién f: S,, — S?(1) dada por f(p) = H%II es un difeomorfismo.

Sea S una superficie compacta y conexa con curvatura de Gauss positiva en cada punto.

Supongamos que las curvaturas principales k1 y ko de S cumplen ky = f(k1), donde
f: R — R es una funcién decreciente. Probar que S es una esfera.

Sea S una superficie orientable, cerrada y conexa de forma que H? — K es constante.
iEs S un plano o una esfera?



Capitulo 4

Isometrias y geodésicas.

Estudiaremos en este capitulo los objetos fundamentales de la geometria intrinseca:
las geodésicas, curvas en una superficie que juegan el papel de las rectas de la geometria
Euclidea. Estas geodésicas son el punto de partida del estudio de la geometria intrinseca en
abstracto, y pueden generalizarse a “superficies abstractas” (es decir, sin tener que estar
embebidas en R? e incluso a “superficies de dimensién arbitraria”, llamadas variedades,
solo requiriendo que en cada punto de las mismas tengamos una métrica euclidea definida
sobre el espacio tangente, que cambia suavemente de punto a punto. Este es el punto de
partida de la Geometria Riemanniana, que no veremos en esta asignatura.

4.1. Distancia intrinseca de una superficie.

En R"”, la curva mas corta uniendo dos puntos dado es el segmento de recta con esos
extremos. Nos planteamos ahora qué sentido tiene preguntarse cudl es la curva maés cor-
ta uniendo dos puntos en una superficie. Cuando una curva en una superficie tenga esta
propiedad de minimizacién de longitudes de curvas uniendo sus mismos extremos, se la lla-
mara geodésica minimizante. Es claro el interés de determinar las geodésicas minimizantes
sobre la Tierra, por ejemplo para trazar cartas de navegacion aéreas.

En el caso de una superficie conexa S C R3, tenemos dos posibles distancias a consi-
derar; en primer lugar, la restriccién a S de la distancia usual d,, sobre R?, es decir,

Sabemos que d.,(p, q) es la menor longitud de curvas diferenciables a trozos en R? que unen
py q (esta longitud minima es alcanzada por el segmento rectilineo que une p y ¢). La
otra nocién natural de distancia consiste en considerar el infimo de longitudes de curvas
que unan p 'y q y que estén contenidas en la superficie:

(4.1) d(p,q) = inf{L(a)} | a: [0,1] = S curva C* a trozos, a(0) = p, a(1) = ¢},

85
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donde L(a)k = Longitud(a){. Para que el infimo anterior tenga sentido, necesitamos el
siguiente

Lema 4.1.1 Dados dos puntos p,q en una superficie conexa S C R3, existe una curva
C® a trozos que empieza en p y termina en q.

Demostracion. Como S es conexa y localmente arcoconexa, S es arcoconexa'. Por tanto,
existe una curva continua 35: [0,1] — S con B(0) =py (1) = q. Sea

A={te€[0,1] | 3oy curva C* a trozos en S que empieza en p y termina en 3(t)}.

A es abierto, sin més que considerar una parametrizacién X : U C R? — R? de S alrededor
de un punto B(tg) con tg € A, de forma que U sea convexo en R? (por ejemplo, U puede
ser una bola B(0,0) C R?). A es cerrado, ya que si {tx}x C A converge a to, € [0,1],
entonces tomamos una parametrizacién X: U = B(0,6) C R? — R3 de S alrededor del
punto [(ts) € S. Por continuidad de 3, tenemos S(t;) € X(U) a partir de un natural, y
ahora no hay mdas que unir 3(tx) con [(ts) dentro de X (U) (podemos, por convexidad de
U) y usar que tj, € A para deducir que to, € A. Como A # @ y [0, 1] es conexo, deducimos
que 1 € A. O

Por tanto, d : S x .S — R estd ya bien definida. Dados dos puntos p,q de una superficie,
el segmento que los une no tiene porqué estar contenido en la superficie; aun asi, es claro
a partir de la definicién (4.1) que

(4.2) lp —qll < d(p,q).

Proposicion 4.1.1 En la situacion anterior, d es distancia. Es decir, dados p,q,x € S
se tienen

1. d(p,q) >0, y si d(p,q) = 0, entonces p = q.

2. d(p,q) = d(q,p).

3. d(p,q) <d(p,z)+ d(z,q) (desigualdad triangular).

Demostracion. La desigualdad en 1 es trivial. Y si d(p,q) = 0, entonces (4.2) implica
que ||p — ¢|| = 0, de donde p = q. 2 se deduce de que existe una biyeccién que conserva
las longitudes, del conjunto de curvas diferenciables valuadas en S que empiezan en p y
terminan en ¢ en el conjunto de curvas diferenciables valuadas en S que empiezan en ¢

'Esta es una propiedad de espacios topolégicos: si X es un espacio topolégico conexo y localmente
arcoconexo, y C' es una componente arcoconexa de X, entonces C es abierta. Como X se escribe en unién
disjunta de sus componentes arcoconexas y éstas son abiertas, entonces caso de haber méas de una se
contradiria la conexién de X.
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Figura 4.1: Variacién de una curva « en una superficie.

y terminan en p. Para & basta conectar curvas que empiezan en p y terminan en x con
curvas que comienzan en x y terminan en ¢, y luego comparar los infimos de las longitudes
de estas curvas conectadas con todas las que comienzan en p y terminan en q. O

Una vez que sabemos que d es una distancia, (S, d) se convierte en un espacio métrico.

4.2. Variaciones de una curva.

Para calcular las curvas en una superficie que minimizan la longitud entre sus extremos,
primero deben minimizar la longitud de entre curvas prdézimas con los mismos extremos.
Esto nos lleva de forma natural al concepto de wvariacion propia de una curva dada.

Definicién 4.2.1 Sea a: [a,b] — S una curva diferenciable sobre una superficie S C R3.
Una variacion de « es una aplicacién diferenciable F': [a, b] x (—¢,¢) — S tal que Fy(t) :=
F(t,0) = a(t) para cada t € [a, b], ver Figura 4.1.

Las curvas longitudinales de la variacién son Fy: [a,b] — S, Fy(t) = F(t,s), Vs €
(—e,¢). Asi, la curva central de la variacién es Fy = «. Las curvas transversales de F' son
Fy: (—e,e) = S, Fi(s) = F(t,s), Vt € [a,b]. La variacién se dice propia en a si Fs(0) = a
Vs € (—¢,¢), v se dice propia si es propia en a y en b simultdneamente (es decir, fija los
extremos de «).

El campo variacional de F es la aplicacién diferenciable V' : [a,b] — R? dada por

oF

V() = 5o(50), te b

Claramente, V (t) € Ty4)S, Vt € [a,b]. Esto es, V' es un campo tangente a S.

Si la variacién es propia, su campo variacional se anularé en los extremos. A continuacién
veremos una especie de reciproco de la construccién anterior: los campos tangentes a lo
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largo de una curva pueden ser integrados, y si se anulan en los extremos de la curva, la
variacién que lo integra puede elegirse propia. Antes de este resultado sobre variaciones
de una curva necesitaremos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 4.2.1 (Existencia de entornos tubulares) Sea py un punto en una superficie
S C R3. Entonces, existe un entorno abierto orientable V de py en S y un niimero & > 0
tal que el conjunto

T(V,0) ={p+1tN, | peV,|t| <},

(donde N:V — S? es una aplicacion de Gauss) cumple
1. T(V,5) es un abierto de R3.

2. La aplicacion E:V x (=0,6) — T(V,0) definida por E(p,t) = p+ tN, es un difeo-
morfismo.

En estas condiciones, a T(V, ) se le llama entorno tubular de V' de radio ¢.

Demostracion. Como el resultado es local, podemos suponer que S es orientable y que
N: S — S? es una aplicacién de Gauss para S. La aplicacién E: S x R — R3 dada por
E(p,t) = p+ tN, es diferenciable (en el sentido de que lo es fijando cada una de sus
variables por separado). En estas condiciones, se puede calcular la diferencial de E en
(p,t) € S xR en analogia a las derivadas parciales, actuando sobre (v,0), (0,1) € T,,5 x R,
sin méas que derivar la composicién de E con curvas que representen a esos vectores:

Bla(s).t) = 4

d
dE(p’t) (1), 0) = % (04(8) + tNa(s)) =v+ thp(’U),
s=0

s=0

d
E(p,t+s)= —

d
dE 0,1) = —
(pvt)( ’ ) s=0 ds

ds (p+ (t+8)Np) = Np.

s=0

donde a: (—¢,¢) — S es una curva diferenciable tal que a(0) = p, o/(0) = v. Asi, dE,
es un isomorfismo de espacios vectoriales. El Teorema de la Funcién Inversa (que también
es valido en esta situacién) nos da la existencia de un entorno V-de pen S y un 6 > 0
tales que Elyy(—s5): V X (=6,0) = E(V x (=0,0)) = T(V,6) es un difeomorfismo. O

Proposicién 4.2.1 Sea « : [a,b] — S una curva diferenciable sobre una superficie S C R?
y V: [a,b] = R® una aplicacion diferenciable tal que V(t) € Ty S para cada t € [a,b].
Entonces, existe ¢ > 0 y una variacion F : [a,b] x (—&,&) — S de a cuyo campo variacional
es V. Ademds, si V(a) =V (b) = 0, la variacion F puede elegirse propia.
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Demostracién. Dado t € [a,b], el Lema 4.2.1 nos permite tomar un entorno abierto orien-
table V; de a(t) en S y un nimero ¢; > 0 tal que

T(‘/taét) = {P+th | pE ‘/;57 ’t’ < 515}

es un entorno tubular de V; de radio é;. Moviendo ¢ en [a, b] y usando la compacidad de
a([a, b]) podemos encontrar una particién a = tg < t; < ... < b = ty, abiertos Vi,...,Vj
de S y un § > 0 de forma que:

v o[ti—1,ti]) C V;, para cada i.

» T(Vi,0) = {p+ sN, | p € Vi,|s| < 6} es un entorno tubular de V; de radio §. Es
decir, T(V;,§) es un abierto de R? y la aplicacién E;: V; x (—6,6) — T(V;,6) dada
por E;(p,s) = p+ sN, es un difeomorfismo.

Llamemos 7)) = 71 0 E;Y: T(V;,6) — Vi, 7 (Ei(p,s)) = p, donde 7 es la proyeccién
sobre el primer factor. Claramente, 7(9 es diferenciable.

La primera condicién anterior y la compacidad de a([t;—1,t;]) implican que dado i =
1,...,k, existe &, > 0 tal que si p € R? cumple dist(p, a([ti—1,%])) < €, entonces p €
T(V;,0). Tomemos ¢’ = min{e], ..., &%} > 0 y llamemos

6/

M = max{||V ()| : t € [a,b]}, &= axan

Dadoi=1,...,ky (t,s) € [ti—1,t:;] X (—¢,¢€), se tiene
dist(a(t) + sV (¢), a([a, b)) < dist(a(t) + sV (t), a(t)) = [|sV(t)|| <eM <& <&,
luego a(t) + sV (t) € T(V;,0). Ahora podemos definir F; : [t;—1,t;] X (—&,e) — S mediante
Fi(ts) =7 (a(t) + sV (1)),

que es claramente diferenciable. En la intersecciéon de dos entornos tubulares consecutivos
T(Vi,8) N T(Viy1,6), las correspondientes proyecciones (9, 7(+1) coinciden (llevan cada
punto en su proyeccién ortogonal sobre la superficie). También podemos suponer que los
distintos V; sélo se cortan para indices consecutivos, por compacidad de «([a,b]). De todo
esto se puede deducir que la aplicacién F' : [a, b] x (—¢,¢) — S definida por F'(t,s) = Fi(t,s)
sit € [ti—1,t;] estd bien definida y es diferenciable. Es facil ver que F' es una variacién de
a, cuyo campo variacional viene dado por

(4.3) g—i(t,O) = (dF)1,0)(0,1) = diL F(t,s) = 4

| 7 (alt) + 5V (D) = dra (VD))
0

0
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Ahora calculamos la diferencial de w. Dado (p,t) € W x (=6,60) y v € T},5,
v = (dm1)(p)(v,0) = d (70 E) () 4y (v,0) = dmpien, (dE(p,t) (v,0)) = dmpyen, (v + tdNy(v)),
luego tomando ¢t = 0 tenemos dm,(v) = v, Vp € Wy v € T,,S. Sustituyendo en (4.3),

oF

s F(t,s) =V(t),

7560 = @y (0.0 =

luego el campo variacional de F' es V. Por 1ltimo, es inmediato comprobar que cuando
V(a) =V (b) =0, la variacién F asi definida es propia. O

4.2.1. Las geodésicas como puntos criticos de la longitud.

Definicién 4.2.2 Sea F' : [a,b] X (—¢,e) — S una variacién de una curva diferenciable
a: [a,b] — S sobre una superficie S C R3. Se define la funcidn longitud de la variacién F
como Lp: (—¢,e) = R,

oF

t,s)| dt.
5 (19)

b
Lp(s) = L(Fs) = longitud(Fy) = /

Es claro que para la definicién anterior no necesitamos que la curva Fy sea regular, ya que la
longitud es invariante frente a reparametrizaciones Pero para poder derivar el integrando
anterior respecto a s necesitamos que s € (—¢,¢) — HaF t,s H sea diferenciable en s
para cada t € [a b] Como F' es diferenciable, lo anterior se tendrd por composicién si
aseguramos que at I (¢ 5) no tiene ceros en [a, b], Vs € (—¢,¢). Una forma de conseguir esto
es suponer que « es una curva regular, es decir a—F(t, 0) = o/(t) # 0 para cada t € [a,b].
Por compacidad de [a, b] y continuidad de aF 7 (t,5), podemos tomar ¢ > 0 suficientemente
pequeilo como para que W(tv s) no tenga ceros en [a,b] x (—¢,¢). En estas condiciones,
un resultado de derivacion de integrales de funciones reales de variable real dependientes
de un pardmetro nos asegura que Ly = Lp(s) es derivable en s € (—¢,¢) y su derivada se
calcula integrando la derivada del integrando anterior, es decir:

(4.4) L’F(s):/ s dt:/ <gt§;’%€>(t,s)dt.

15 I
Si suponemos que « esta p.p.a., entonces

of
ot —(t,s)

b 52
(4.5) L’F(O):/ <%,%—5>(t,0)dt.



4.2. VARIACIONES DE UNA CURVA. 91

Teorema 4.2.1 (Primera férmula de variacién de la longitud) Sea «: [a,b] — S
una curva diferenciable y p.p.a. con valores en una superficie S C R3. Sea F: [a,b] x
(—e,e) = S una variacion diferenciable de o con campo variacional V. Entonces,

b
(4.6) L (0) = —/ (V(t),a"(t)) dt + (V(b), o/ (b)) = (V(a), &/ (a)).

Demostracion. Usando (4.5) y el Teorema fundamental del Célculo,

b9 OF OF b OF 9*F
L — _ (== _ -
b0 = [ GG G0 — [ (G S0 a
OF OF OF OF b OF 9°F
= <g7a>(bao)—<gaa>(a, )—/a <gvﬁ>(tao)dt

b
= (V(b), o' (D)) — (V(a), o (a)) — / (V (), (1)) d.
O

Gracias a la primera férmula de variacién de la longitud podemos caracterizar los pun-
tos criticos de la longitud para variaciones propias. Antes introducimos algo de notacién:
Dado p € S y v € R3, podemos descomponer v de forma tinica como

v=0"+ (v, Np)Np,
donde N, es un vector unitario perpendicular a 7,5

Corolario 4.2.1 Sea ~v: [a,b] — S una curva regular en una superficie. Son equivalentes:
1. Para toda variacion propia F de vy, la funcion longitud Ly de F' cumple L'»(0) = 0.

2. La componente tangencial (v")T de la aceleracion +" de +y es colineal con ', es decir
(Y")T %+ =0 en [a,b].

Demostracion. Primero veamos que la condicién (7”)T x 4/ = 0 es invariante frente a
reparametrizaciones: si 5(s) = y(h(s)) es una reparametrizacién de -, entonces 8 = hy'(h)

y B =1y (h) + (h)*y"(h), luego (B)" = h(y' ()" + (A)* (7" ()" = h'(h) + (R)* (7" ()"
y

(B)" x 8= |h'(B) + (B> (V' (W)T] x b/ (h) = (A)*((4")T x +") (),

lo que implica que la condicién 2 es invariante frente a reparametrizaciones. También la
condicién 1 lo es, claramente. Asi, en lo que sigue supondremos que v estd p.p.a., luego
7" es ortogonal a . Esto nos dice que (/)7 x 4/ =0 si y sélo si (v”)T = 0 (de hecho, es
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inmediato probar que si vy estd parametrizada proporcionalmente al arco, esta equivalencia
se mantiene).

Supongamos primero que 7 estd p.p.a. y (¥')1 = 0 en [a,b]. Entonces, dada una
variacién propia F' de +, la primera variacion de la longitud nos dice que

b b
Lﬂm——/me%%»ﬁ——/kwmhwmﬂﬁ—o

Reciprocamente, supongamos que 1 se da. Tomemos una funcién derivable h: [a,b] — R
que se anule en a y b y que sea estrictamente positiva en (a,b). Definimos V': [a,b] — R?
mediante V (t) = h(t)[y"(t)]”. La Proposicién 4.2.1 asegura que existe una variacién propia
F de v con campo variacional V. Llamemos Lg a la funcién longitud de F'. La primera
férmula de variacién de la longitud y la hipdtesis 1 implican

b b
0=Lﬂm=/7w¢Fm®ﬁ=/hMWFww

a a

Como el integrando anterior es no negativo en (a,b) y su integral es cero, deducimos
que Al[(¥")T||?> = 0 en [a,b]. Como h > 0 en (a,b), debe ser (v")T = 0 en (a,b), y por
continuidad también en [a, b]. O

Definicién 4.2.3 Sea S C R? una superficie. Una curva diferenciable v: [a,b] — S se
dice geodésica si su aceleracion v”(t) es perpendicular a S:

’y”(t) 1 T'y(t)S7 vt € [a,b].

Toda geodésica estd parametrizada proporcionalmente al arco, ya que

d
I OIF =2("(1), 7/ (1)) = 0.
En particular:

1. Las unicas reparametrizaciones de una geodésica que siguen siendo geodésicas son
aquellas donde el cambio de pardmetro es afin, h(tf) = at + b con a # 0. Esto nos
dice que la propiedad de que una curva sea geodésica no sélo depende de su traza,
sino de cémo se recorre ésta. Desde luego, las curvas constantes son geodésicas, pero
éstas no son interesantes.

2. Si v es una geodésica de S, entonces (7”)T = 0, luego por el Corolario 4.2.1, v
es punto critico de la funcién longitud para toda variacién propia de 7 (pero no
necesariamente un minimo). Reciprocamente, si 7v: [a,b] — S es una curva regu-
lar parametrizada proporcionalmente al arco y v es un punto critico del funcional
longitud para toda variaciéon propia de -, entonces el Corolario 4.2.1 asegura que
(YT x 4/ = 0 en [a,b]. Como 7 estd parametrizada proporcionalmente al arco,
entonces (7")” = 0 en [a, ], es decir, v es una geodésica. En resumen:



4.2. VARIACIONES DE UNA CURVA. 93

Una curva parametrizada proporcionalmente al arco 7: [a,b] — S es una
geodésica si y solo si es un punto critico del funcional longitud para toda
variacion propia de 7.

Incluso antes de ver ejemplos, mostraremos que el concepto de geodésica es natural para
estudiar geometria intrinseca de superficies.

Definicion 4.2.4 Una aplicacion diferenciable F': S — S entre dos superficies se llama
isometria local si su diferencial en cada punto de S es una isometria vectorial (es decir, 2
se cumple). Si ademds F' es un difeomorfismo, diremos que F' es una isometria, y en tal

caso, S 'y S se dicen superficies isométricas®.

Como una isometria vectorial entre dos planos vectoriales es un isomorfismo, deducimos
que toda isometria local es un difeomorfismo local. La composicién de isometrias locales
es una isometria local. La inversa de una isometria es una isometria, y el conjunto de
isometrias de una superficie en si misma es un grupo con la composicién. Por el teorema
de la funcién inversa, si F': S — S es una isometria local, dado p € S existen entornos
abiertos U de pen Sy pen S tales que FU) = Uy Fly:U — U es una isometria.

Por ejemplo, Sea II = {(z,y,2) | z =0}y C = {(z,y,2) | 2> + y? = 1}. Entonces, la
aplicacién F': II — C dada por F(z,y,0) = (cos, sinz,y) es una isometria local, y si la
restringimos a la banda abierta S = {(x,y,2) € Il | 0 < x < 27} entonces F|g: S — S es
una isometria sobre el abierto C' — ({(1,0)} x R).

El siguiente resultado caracteriza a las isometrias locales e interpreta geométricamente
las mismas.

Proposicién 4.2.2 Sea F: § — S una aplicacion diferenciable entre dos superficies.
Entonces, F' es una isometria local si y sélo si F' conserva la longitud de las curvas, es
decir: Para toda curva diferenciable o: I C R — S y todo subintervalo [a,b] C I, se tiene
L(Foa)t = L(a)t

Demostracion. Sea «: I — S una curva diferenciable y [a,b] C I. Entonces,
L(Foa) / I(F o) (t)| dt.
Si F' es una isometria local, entonces ||(F o )'(t)[| = ||[dFyu (e (t))]| = [|o/(t)]| de donde

L(Foa)b = L(a)b. Reciprocamente, seap € Sy v € Tp,S. Siv =0, la igualdad ||dF,(v)|| =
|lv]| se da trivialmente. Supongamos v # 0 y tomemos una curva diferenciable a: (—¢,¢) —

24Ger isométrica a” es una relacién de equivalencia en el conjunto de las superficies de R3. Por ello,
siempre que S sea isométrica a S, también S serd isométrica a S. Esto nos permite decir simplemente que
ambas superficies son isométricas, sin explicitar el orden.
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S con a(0) = p, &/(0) = v. Por continuidad de o' podemos suponer que « es regular.
Entonces, dado t € (0,¢),

t t
/ |(F o a)(s)]| ds = L(F o a)} = L(a)}, = / o (s)]) ds,
0 0

luego derivando en t y aplicando el teorema fundamental del cdlculo, ||[(F o «)'(t)|| =
|’ (t)]]. Evaluando en ¢t = 0 obtenemos ||dF,(v)|| = ||v]|. O

Proposicién 4.2.3 Sea F': S — S una isometria local entre dos superficies y~y: a,b] — S
una curva diferenciable en S. Entonces, v es una geodésica de S si y solo si F o~y es una
geodésica de S.

Demostracion. De la definicién de geodésica se deduce que este concepto es puramente
local, y por tanto nos podemos restringir al caso de que F' sea una isometria. Entonces F'y
su inversa conservan longitudes y variaciones propias, luego conservan los puntos criticos
de las correspondientes funciones longitud. Como también conservan la propiedad de que
una curva esté parametrizada proporcionalmente al arco, la proposicién estd probada. O

Veamos algunos ejemplos de geodésicas.

1. Dados p,v € R?, la curva v: R — R? dada por ¥(t) = p + tv es una geodésica.
Ademis, v(0) = p, 7/(0) = v. Reciprocamente, en R? (o0 en cualquier plano afin) no
hay mas geodésicas que éstas.

2. Dados p € S2 =§%(1) y v € T,8? = (p)*1, v # 0, la curva y: R — S? dada por

) v
~(t) = cos([[v][t)p + sm(l!th)m

es la geodésica que pasa por p en t = 0 con velocidad v. La traza de v es un circulo
maximo de S?.

3. Dado un punto p = (z,y,2) en el cilindro C = {2? + y?> = 1}, el vector v =
(—ay,ax,b) es tangente a C en p, para cualquier (a,b) € R? — {(0,0)}. La curva
v: R — C dada por

v(t) = (z cos(at) — ysin(at), y cos(at) + x sin(at), bt + 2)

es la geodésica que pasa por p en t = 0 con velocidad v. La traza de v es una
circunferencia horizontal si b = 0, una recta vertical si a = 0 y una hélice circular si
ab # 0,ver Figura 4.2.
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Figura 4.2: Geodésicas en un cilindro.

En los dos ultimos ejemplos hemos dicho que v es la geodésica y no una geodésica que
pasa por p en t = 0 con velocidad v. Esto exige que no haya més de una con estas
condiciones iniciales, lo que serd cierto en general (Teorema 4.2.2). No obstante, no es
dificil probar directamente que éstas son las tinicas geodésicas, sin usar este resultado
general (Ejercicios 1y 2).

Teorema 4.2.2 (Existencia y unicidad de geodésicas) Sea py un punto en una su-
perficie S CR? y v € T S. Entonces, existe una unica geodésica mazimal

() =7(p0,v): Ipgw = S con 7(0) = po, 7'(0) = v,

donde I, ., es un intervalo abierto de R que contiene a cero.

Demostracion. Haremos la demostracién de dos formas; en ambos casos nos basaremos en
la existencia y unicidad de solucién maxima de un problema de valores iniciales (PVI). En
la primera forma, el PVI sera de segundo orden, definido a partir de una parametrizacién
de la superficie. En la segunda demostracion, el PVI serd de primer orden porque lo
plantearemos en el fibrado tangente de la superficie, T'S = UpesT,S; la equivalencia entre
la primera formulacién y la segunda es la misma que permite transformar un sistema de
EDOs de segundo orden en un sistema de EDOs de primer orden con el doble de ecuaciones
que el primero. La maximalidad de la que habla el Teorema 4.2.2 no es la maximalidad
que proporciona el correspondiente resultado de existencia y unicidad de soluciones de un
PVI, ya que la formulacién del mismo es siembre local (por medio de una parametrizacion,
o por medio de un entorno tubular de un entorno abierto de py en S); sin embargo, esta
ultima unicidad nos permite prolongar la solucién local del PVI de forma tnica, hasta
conseguir la geodésica maximal que aparece en el enunciado del teorema.
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PRIMERA DEMOSTRACION.
Sea X = X(u,v): U — R3 una parametrizacién local de S alrededor de pg. Toda curva
v =~(t) en S con ¥(0) = pop = X(0,0) se escribird (al menos, alrededor de t = 0) de la
forma

V() = X(B(1),  B(E) = (ut),v(t) €U,
donde f es una curva diferenciable en U con §(0) = (0,0). Por tanto,
= (X 0pB) =dXs(8) = u'Xu(B) + v'Xu(8).

Volviendo a derivar,

ry// = U”Xu(/B) + U/(Xu o /B) + U”XU(B) + UI(XU ° /B),
= W' Xu(B) + "X (8) + u quw) + ' Xy (8)] + V[
= U Xu(B) + V" Xo(B) + ()2 Xy

Por tanto,
(4.7) ('Y”)T = UHXU(B) + v//Xv(B) + (Ul)quu(ﬁ)T + 2u'v Xy (/B)T + (U/)Qva(ﬁ)T-

A continuacién escribimos Xy, (8)7, Xuo(8)T, Xuu(B8)T en combinacion lineal de X, (3), X, (3).
Esto lo hacemos en cualquier punto de U (omitimos la variable):

Xpu(B) + ' X (B)]
B) + 2u'v' X (B) + (V)2 X0 (B).

(4.8) (Xuu)T =THhX 412, X,, (Xu)T =T1,Xu+T5X,,  (Xp)! =T, X, +T%,X,,

para ciertas funciones diferenciables Ffj en U. Podemos escribir (4.8) de forma mds com-
pacta:

DUX ZP DkX Vi ] = 1 2

donde D1 X = X, D1sX = Xy, etc. Las funciones Fk pueden calcularse explicitamente a

partir de X y de la primera forma fundamental de S, aunque no usaremos las expresiones

concretas de dichas funciones. Lo importante de cara a nuestro PVI en las incognitas

u(t),v(t) es que las Ffj no dependen de 7. De (4.7) y (4.8) se tiene que (v")T = 0 (es decir,

v es geodésica) si y sélo si u(t),v(t) satisfacen el sistema de dos ecuaciones diferenciales

ordinarias de segundo orden siguiente:

(4.9)

{ ! (8) + (! (£))2T (u(t), 0(8)) + 20/ (O (DT (u(t), v(1)) + (' (D) *Thy(u(t), v(t)) = 0,
V() + (o ()%, (u(t), 0(1)) + 20/ (0" ()2 (u(t), v(1)) + (o' (8))2T3a(u(), v(2)) = 0.

Ahora la teoria clasica de EDOs nos dice que para determinar de forma tinica una solucién
u(t),v(t) de (4.9), debemos dar (u(0),v(0)) y (u/(0),v'(0)). El primer dato es (0, 0), porque
X(0,0) = po, y el segundo equivale a dar un vector tangente v € T}, S.
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SEGUNDA DEMOSTRACION.
Sean V un entorno abierto orientable de py en S y 6 > 0 tales que T(V,6) = {p +
sN, | p € V,|s| < 8} es un entorno tubular de V, siendo N: V — S? una aplicacién de
Gauss (todo ello dado por el Lema 4.2.1). Asi, T'(V, ) es un abierto de R? y la aplicacién
E:V x(=6,0) = T(V,0) dada por E(p,s) = p+ sN, es un difeomorfismo. Consideremos
la aplicacién diferenciable 7 = 71 0 E=: T(V,8) — V, n(p + sN,) = p, donde m es la
proyeccién sobre el primer factor.

Sea G: T(V,8) x R? — R3 la aplicacién diferenciable dada por

G(z,y) = =(y,d(N o m)s(y))(N o m)(x),
y G: T(V,8) x R = R3 x R3 dada por
G(x,y) = (y,G(2,9)),
también diferenciable. Ahora se considera el sistema de ODE de primer orden
(4.10) (@'(t),y/(t)) = G(x(t),y(t)) = (y(t), G(x(t), y(1)) ,
que es equivalente a
(4.11) 2"(t) = G(z(t), 2/ (t)).

Aplicando a (4.10) resultados de existencia y unicidad y de dependencia diferenciable de
soluciones de un sistema de ODE en funcién de las condiciones iniciales, concluimos que

1. Dada una condicién inicial (a,b) € T(V,§) x R3, existe ¢ = ¢(a,b) € (0,00] y existe
una aplicacién diferenciable gqp: (—¢,2) = T(V, ) x R3 tal que

(%) { gy (1) = G(gan(t)) Vt € (—2,2),
ga,b(o = (CL,b).

2. gqp es maximal, en el sentido de que no puede definirse como solucién del problema
de valores iniciales (x) en un intervalo simétrico mayor.

3. gap depende diferenciablemente de a,b, en el sentido de que el conjunto
D ={(t,a,b) e R x T(V,8) x R? | |t| < e(a,b)}
es abierto (de R7) y la aplicacién I': D — T(V, ) x R? dada por
I'(t,a,b) = gap(t)

es diferenciable.
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Volvamos a las condiciones iniciales pg € S, v € T, S del enunciado. Como (pg,v) €
T(V,8) x R3, tenemos un & = &(pg,v) > 0 y una solucién g = gpy»: (—¢,¢) — T(V, ) x R3
de (). Si denotamos por g(t) = (z(t), y(t)), entonces z: (—¢,&) — T(V J) es diferenciable
y cumple (4.11) junto con z(0) = pg, ' (0) = y(0) = v. Veamos que t — z(t) es la geodésica
buscada.

Primero veamos que t — z(t) estd valuada en S. Usando el difeomorfismo E asociado
al entorno tubular, tendremos

(4.12) 2(t) = p(t) + s(t)Npy = E(p(t), (1)),

para ciertas aplicaciones diferenciables t — p(t) € V y ¢t — s(t) € (—0,9). Entonces,
po = x(0) implica que p(0) = pg y s(0) = 0. Ademés, derivando en (4.12) obtenemos

a'(t) = p'(t) + 5" (t) Ny + s() ANy (0 (1)),
de donde

(4.13) s'(t) = (2'(t), Np(w))

en particular s'(0) = (v, Np,) = 0. Derivando en (4.13),

s'(t) = (@"(t), Nywy) + (@'(2), dNpry (0 (1))

=" (G(z(t),2'(t)), Nyr)) + <:L“(t)»dN ((t))>
—(@'(t), d(N o 1), (t)(w(t)>+<’() Ny (P (1)) = 0

para todo ¢, luego s es una funcién afin. Como s(0) = s’(0) = 0, deducimos que s(t) =0
y asi, z(t) = p(t) € S para todo t € (—¢,¢). Para ver que t — xz(t) es una geodésica,
calculamos

2" ()] = [Gx(t),2'(1))]" =0,

Luego t — z(t) es una geodésica. Reciprocamente, si () es una geodésica con v(0) = po
y 7'(0) = v, entonces por definicién 7”(¢t) es perpendicular a S en v(t), es decir

V' (8) = M) Ny o),

para cierta funcién A\ = A(¢) que viene dada por

A= (", Ny) = = (7, dNy (7))
Asi,
V" = (7, dNy(¥))Ny = — (7, d(N o 7)-('))(N o 7)(7) = G(7,7),

es decir, t — 7(t) es una solucién de (4.11). Esto nos dice que las geodésicas de S son
exactamente las soluciones de (4.11) cuyas condiciones iniciales son un punto de S y un
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vector tangente a S en ese punto. Ahora el teorema se deduce de las propiedades 1,2,3
anteriores. O

La demostracién anterior y la dependencia diferenciable de la solucién de un problema
de valores iniciales a partir de sus condiciones iniciales, permiten asegurar que si variamos
po € S'y Tp,S de forma diferenciable, entonces los niimeros a(po, v), b(po,v) y la geodésica
(-, po, v) que aparecen en el Teorema 4.2.2 también se mueven de forma diferenciable. A
la aplicacién (p,v) — v(-, p,v) se le llama el flujo geodésico de S.

Lema 4.2.2 (Lema de homogeneidad) Con la notacion del Teorema 4.2.2, se tiene
que para cada X > 0, I, \, = %Ipﬂ, Yy

'Y(t7p’ )‘U) = ’Y()‘tvpv U)’ Vt € IZL)\’U'

Demostracion. Se deduce directamente de que al reparametrizar proporcionalmente al
arco una geodésica volvemos a obtener una geodésica, y de la unicidad de las geodésicas
a partir de sus condiciones iniciales. O

4.3. Exponencial y entornos normales.

Sea p € S un punto en una superficie. Siguiendo con la notacion del Teorema 4.2.2,
consideremos el conjunto

Alp)={veT,S|1e€l,,}.

A(p) es un abierto de 7,5, por la dependencia diferenciable de la que se habla en el parrafo
anterior al Lema de Homogeneidad. El origen de T},S estd en A(p), ya que I, = R. El
Lema de homogeneidad implica que A(p) es estrellado respecto al origen: si v € A(p) y
A € (0,1], entonces I, n, = %IPW’ que contiene a 1 ya que 1 € I, y % > 1. Por tanto,
Av € A(p). De nuevo, la dependencia diferenciable de la solucién de un problema de valores
iniciales en términos de sus condiciones iniciales nos dice que la aplicacién

exp,: A(p) = S, exp(v) =(1,p,v),

estd bien definida y en diferenciable. A esta aplicacién exp,: A(p) — S la llamaremos la
ezponencial en el punto p. Notemos que dado v € T,,S y t € I, , N [0, 00), se tiene

expy,(tv) = v(1,p,tv) = (L, p,v),

es decir, exp,, lleva segmentos que parten del origen en 7,5 en geodésicas que parten de p
(geodésicas radiales en p).
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Es claro que exp,(0) = v(1,p,0) = p, y que la diferencial de exp,, en 0 € T),S estd dada
por

d

d
- % 7(1ap7tv) = -0 ’Y(tapvv) =, Vv € TpS,
t=0

(dexp,)o(v) 7

exp,(tv) = —
(hemos tomado ¢ > 0 en la linea anterior), luego d(exp,)o = 17,5. Por el Teorema de la
Funcién inversa, existe un abierto Vy C A(p) con 0 € Vj tal que

exp,: Vo — Up = exp, (V)

es un difeomorfismo. Al abierto U, C S se le llema entorno normal de p.
Con la notacién anterior, si r > 0 cumple B(0,7) C Vj, entonces a

B(p,r) := exp,(B(0,7)) C S

lo llamaremos bola geodésica de centro p y radio r (radio geodésico). Observemos que
exp,: B(0,7) = B(p,r) es un difeomorfismo. Dado r > 0, si la circunferencia S'(0,7) =
{v € T,S | [[v]| = r} esté contenida en Vp, es decir, si exp,, se restringe a S'(0,7) como un
difeomorfismo sobre su imagen, entonces a

St (p,r) = expp(S1 (0,7))

se le llama el circulo geodésico de centro p y radio r. Notemos que por ser S'(0,7) compacto
y Vo abierto, tenemos que r > 0 es el radio de un circulo geodésico centrado en p si y sélo
si existe € > 0 tal que r + ¢ es radio geodésico en p.

Veamos algunos ejemplos.

1. EL pLANO R2.
Como las geodésicas de R? son las rectas afines parametrizadas proporcionalmente
al arco, tenemos (t,p,v) = p + tv para cualesquiera p,v € R? y t € R. Asi, para
cada p € R? la exponencial exp, estd definida en todo R? y vale

exp,(v) =v(L,p,v) =p+v, Yve R2.

Como exp,, es la traslacion de vector p en R2, que es un difeomorfismo de R? en si
mismo, concluimos que el mayor entorno normal de cualquier punto de R? es todo el
plano, y que las bolas geodésicas existen para cualquier valor del radio y coinciden
con las bolas métricas de R? para la distancia usual.

2. LA ESFERA S? = §?(1).
Tenfamos v(¢,p,0) =p y (¢, p,v) = cos(||v||t)p + sen(Hth)”z—” si v # 0. Como estas
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geodésicas estan definidas para todo t € R, tenemos que dado p € S? la exponencial
exp, estd definida en todo el plano tangente T,8? = (p)*, y
v
exp,(v) = cos ||lv[|p + sen HUHW, Vo L p.
Para ver cudl es el mayor entorno normal de p en S?, empezamos estudiando los
puntos criticos de exp,, que son los vectores v € (p)* tales que ker(d exp, )y 7 0.
Como (d exp,,)o es la identidad, podemos suponer v # 0. Dado w € T, (T,S%) = T,S?,

d d t
(dexpy,)v(w) = o Oexpp(v +tw) = o7 . <cos |v + twl||p + sen |jv —I—thM)
v, W v, W sen ||v sen ||v
O 0 [ - ) e
o] [o]] o] o]

Como p L vy p L w, obtenemos

(v,w)sen vl =0 (%),
<ﬁ$ﬁ> [cos |lv]| — Seﬁlv”lr)”} v+ sen ||v]|jw =0 (xx)

ker(dexp,,), = {w c (p)*t

Supongamos que w € ker(dexp,), — {0}. Entonces, () implica (v,w) = 0 6 bien
sen ||v]| = 0. En el primer caso, (x*) implica sen ||v|| = 0, luego esta tltima ecuacién
es cierta en cualquier caso, y por tanto ||v|| = k7, k € N, y de nuevo (*x) nos dice
que (v,w) = 0. Por tanto, ker(dexp,), C {w € T,S*(1) | (v,w) = 0}. De hecho,
la expresion general de (dexp,,), obtenida arriba nos dice que se la la igualdad en
la inclusion anterior. También deducimos que exp, es un difeomorfismo local en
B(0,7) = {v € T,S* | |v|| < w}. Cuando aplicamos exp, a esta bola del plano
tangente, estamos recorriendo las geodésicas radiales en S?(1) que parten de p hasta
llegar al punto antipoda —p, pero sin tomar este valor. Es geométricamente claro
que estos medios circulos méximos no se cortan, de donde concluimos que exp,, es
inyectiva en B(0, 7). Por tanto,

El mayor entorno normal de p € S*(1) es B(p,m) = exp,(B(0,7)) =
$?(1) — {-p}.
4.3.1. Propiedades minimizantes de las geodésicas.

Lema 4.3.1 (Lema de Gauss) Sea p un punto en una superficie S C R3 y v € T,S tal
que la exponencial exp, estd definida en v. Entonces:

((dexpp)v(v), (dexpp)y(w)) = (v,w),  Vw € TpS.

En particular, las geodésicas radiales partiendo de p son ortogonales a los circulos geodési-
cos centrados en p.
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Demostracion. Si v = 0, la férmula es evidente. Supongamos entonces que v # 0. Como
la férmula es lineal en w, basta probarla en los casos w||v y w L v. Supongamos primero
que w = Av, A € R. Entonces,

((dexp,)o(v), (dexp,)s(w)) = A | (dexp,)o(v)||* = Al (L, p,v)|?

= A[7(0,p,0)* = Al|v]* = (v, w).

Ahora supongamos (v, w) = 0. Por tanto, podemos ver w como vector tangente al circu-
lo S(Jlvl]) € T,5 en el punto v € S*(||v]]). Asi, existe una curva diferenciable v =
v(s): (—e,e) — S'(||v]) tal que v(0) = v, 9(0) = w. Como la exponencial exp, esté
definida en v, y su dominio de definiciéon A(p) en un abierto de 7,5, podemos elegir € > 0
suficientemente pequefio como para que v(]—¢, £[) esté contenido en A(p). Como v([—5, §])
es un compacto contenido en el abierto A(p), que es estrellado respecto al origen, existe
0 > 0 tal que tv(s) € A(p) para todo (t,s) € (=0,1 4 6) x (=5, 5). Asi, tiene sentido
exp,,(tv(s)) para todo (t,s) € (4,1 + ) x (—¢,¢) luego podemos considerar la aplicacién
diferenciable f: (=0,140) x (=5, 5) — S dada por

f(t,s) = exp,(tv(s)).

a
Notemos que GF(t,s) = 4| _ exp,((t + upv(s)) = 2|, _o vt +u,p,0(s)) = 7/ (t,p,v(s))
por el Lema de Homogeneidad. Por tanto,

Ademas,

= Iyt p. o) = Jo(s)II?

que es constante, luego

af af\\ _ Jo&*f of <afa2f_ " of af@2f>
8t<<8t 8s>)_<8t2’88>+ 8t’8t83>_ [81&2] " s +<8t’8tas

of o*f
<8t 8t68> 283 H

Como lo anterior es cierto Vt, s, tenemos que para s arbitrario, (%{, %> no depende de t.
Si vemos que (aa—{, %)(07 s) = 0 para s arbitrario, entonces tendremos

of 0
(4.14) Q1 OFy

ot’ s
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para cualesquiera ¢ y s. Evaluando (4.14) en t =1 y s = 0 tendremos

((dexpy)o(v), (dexp,)u(w)) =0,

que es lo que quedaba para deducir el lema de Gauss. Asi que todo se reduce a probar que
(%{, %)(0, s) = 0. Esto se deduce de que

Of .5y = 4 _
g(o, s) = N exp,(0-v(s+ 1)) =0.

O

A continuacién veremos como de la existencia de entornos normales y del lema de
Gauss se deduce que las geodésicas localmente minimizan la longitud.

Definicién 4.3.1 Una curva a: [a,b] — S valuada en una superficie S C R3 es diferen-
ciable a trozos si « es continua en [a,b] y existen a = tg < t1 < ... < t = b tales que
lft,_, 1, es diferenciable, para cada i = 1,..., k. En particular, existen a(a™) € To(a)S,
(7)) € TomSy (t;), o (th) e Tot)S, Vi =1,...,k—1, aunque no tiene porqué darse

o/ (tF) = &/(t]). Cuando esta igualdad no sea cierta, decimos que t; es un vértice de a.

Teorema 4.3.1 Sea B(p,r) una bola geodésica de radio r > 0 centrada en un punto p de
una superficie S C R3. Dado q € B(p,r), sea v el unico vector de B(0,7) C T,S tal que
exp, v = q. Llamemos (t) = v(t,p,v) = exp,(tv), 1 <t < 1. Entonces:

1. L(v)g = llvll.

2. Sia:]0,1] = S es una curva diferenciable a trozos con a(0) = p, a(l) = q, entonces
L(y){ < L(a){, con igualdad si y sélo si o es una reparametrizacion no decreciente
de .

Demostracion. 1 es claro. Veamos 2 discutiendo dos casos sobre la curva o.

Caso I: SuponGaMOs «([0,1]) C B(p,r).
El argumento que sigue usa muchas de las ideas de la demostracién del apartado 3 de la
Proposicién 1.1.2. Sea 3 = exp, Loa, curva diferenciable a trozos en B(0,r) con la misma
particién de vértices que a y con $(0) = 0,5(1) = v. Entonces existe ¢ € [0,1) tal que
B(t) =0y B(t) # 0 para todo t € ({,1]. En (¢,1]* = (¢,1] — {vértices de a}, podemos
descomponer

B
181l

>£+ﬂ%

7= e A
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donde $+ es ortogonal a 3. Por tanto en (%, 1]* se tiene

I = ex ! ex ﬂ ex L
’ 8 B
2 2 x ex 1\n2
Jo')? = (8, 0% | dexy ) (H mr) T ldexpy)s (8]

v o (esny)s (57 )  (dewy)s(5) ).

Como o = expof, podemos usar el Lema de Gauss en los sumandos primero y tercero.
Como B L B+, el tercer sumando se anula. Asf obtenemos

B
11l

p

s 2
T8l

2= (g

BN

(A)
2 1 l(dexp,)s(8H)12 > (8

L(a)} / o dt >

r By 8
e W' /“’W

1
:/t W1 dt 2 18]~ 18@1 = vl = L),

donde (A),(B),(C) se usardn al discutir la igualdad, y (*) se obtiene aplicando la regla de
Barrow en cada componente de (¢, 1]*. Si se da la igualdad, entonces se dard la igualdad en
(A),(B),(C) anteriores. De (A) se deduce que + = 0 o equivalentemente, 3’ = (3, IITIE’HMI%II

_ ! _ _
n (t,1]*. Esto implica <”§”) = 0 en (¢, 1]*, luego para cada componente I de (¢, 1]* existe

cr € SY(1) C T,S tal que ”—gH = ¢y en I. De la igualdad en (B) se tiene a = p en [0, ].

Por tltimo, la igualdad en (C) implica 0 < (5, H5H> (B, cr) en I, luego B|r recorre de
forma no decreciente en norma un segmento dentro de la semirrecta R*¢c;. Como ”;%” es
una curva continua en (¢, 1]*, todos los ¢y deben ser el mismo. Como 3(t) =0y (1) = v

tenemos que [ \(g 1] recorre el segmento 0,v C T,S de forma no decreciente en norma.
Ahora sélo hay que componer con exp,, para obtener lo que buscabamos.

Caso II: SuponGaMOS «([0,1]) & B(p,r).
Tomemos ¢ € (0,1] tal que «(t) € B(p,r) en [0,1), a(t) € OB(p,r) (esta frontera es
topoldgica, no tiene porqué ser una esfera geodésica). Tomemos una sucesién {t; }r C [0,1)
convergiendo a #. Aplicando el caso I a aljg 4, tenemos L(a )ek > |lug||, donde vy, es el tnico

vector de B(0,7) C T,,S con exp, vy = a(ty). Por tanto, L(« )b = limy L(a)§ > limy, [Jog.
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Veamos que ||vg|| — r: Podemos suponer tras pasar a una parcial que {||vg| }x tiene limite
Il <r.Sil < r, entonces una parcial de v convergera a un vector v, € B(0,7), luego
exp, Voo = limy exp,,(vy) = limy, a(ty) = a(t), de donde a(t) € B(p,r), contradiccién. Asf,
I =7 luego L(a)} > L(a)b > 1 =7 > ||v|| = L(y)} y hemos terminado (la igualdad no
puede darse en este caso II). O

4.3.2. El Teorema Egregium de Gauss.

El teorema de rigidez de Bonnet (material adicional, Teorema 4.4.4) afirma que la
clase de transformaciones que conservan las longitudes de curvas y las segundas formas
fundamentales coincide con la clase de los movimientos rigidos de R3. Si sélo pedimos que
se conserven las longitudes de curvas, jcrece mucho la clases de transformaciones con esta
propiedad? En lenguaje actual, una aplicacion diferenciable ¢: S7 — S con la propiedad
de conservar las longitudes de curvas es una isometria local (Definicién 4.2.4). Este mismo
concepto, en los tiempos de Gauss, se expresaba diciendo que S7 es desarrollable sobre
S9, en el mismo sentido que los topégrafos trazan un mapa y que un cilindro o medio
cono menos su vértice pueden desarrollarse sobre un plano. Volviendo al ejemplo de los
mapas, ya en tiempos de Euler se sabia que es imposible trazar un mapa sin introducir
distorsiones en las medidas de las longitudes. También se sabe que la esfera tiene curvatura
positiva, mientras que el plano la tiene idénticamente nula. Asi que una cuestién natural es
hasta qué punto las isometrias locales conservan parte de la geometria de las superficies.
La respuesta la dard el Teorema Egregium de Gauss (1827): la curvatura de Gauss K
también se conserva. Es decir, K no sélo es invariante por la clase de los movimientos
rigidos de R?, sino por una clase mucho més grande, la de las isometrias locales entre
superficies. Para probar esto, veremos cémo K puede calcularse sin usar la aplicacion de
Gauss, y en este sentido usamos el término “geometria intrinseca”: K no depende de c6mo
pongamos la superficie dentro del espacio R?, sélo dependerd de las longitudes de curvas
(o equivalentemente, de la primera forma fundamental).

Sea S C R3 una superficiey X: U € R? — R? una parametrizacién de S. Consideramos

la base B = {Xu,XU,NoX = %} de R3. Siguiendo la idea que se usé con las

ecuaciones de Frenet para curvas, a continuacion estudiaremos la variacién de esta base
respecto de los pardmetros u,v de la carta. Nétese que dado w € R3, tenemos w =
aX,+bX,+c¢(NoX), donde a,b,c € Ry (w, NoX) = c. Si tomamos w como X,,, (resp.
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Xuv, Xuw, €l coeficiente ¢ correspondiente es e (resp. f,g), ver (3.7). Asi,

Xow = ThX, + T2,X, + e(NoX),
Xuw = ThXy + ThHX, + f(NoX),
(4.15) Xow = F%lXu + Pngv + f(NoX),
Xpw = I'ppXu + I'pXy + g(NoX),
(NoX)y = anXy + aXy,
(NoX)y = anXy + a2X,,

donde Ffj,azj son funciones diferenciables en el abierto U C R%. A las funciones Ffj se
les llama los simbolos de Christoffel de la parametrizacién. Como X, = X, deducimos
que los simbolos de Christoffel Ffj son simétricos en i, j, y podemos eliminar la tercera
ecuacién de (4.15). Veamos que los simbolos de Christoffel pueden obtenerse derivando los
coeficientes de la primera forma fundamental:

1
iEu = (HXu||2)u = (Xyu, Xu) = F%lE + P%F,

N =

1
Fy — §Ev = (<XuaXv>)u - <XUvXuv> = <quaXv> = F%lF + F%lGa

que podemos ver como sistema de dos ecuaciones lineales en las incégnitas '}, T'%,. Re-
solvemos el sistema:

iGE,-FF,+iFE, _, EF,—3}FE,—iFE,

1 _ _
I = EG — F2 oo EG — F2

De forma andloga pero usando las ecuaciones 2,3,4 en (4.15) se obtienen expresiones que
prueban que

Los stmbolos de Christoffel se obtienen a partir de los coeficientes de la primera
forma fundamental y sus primeras derivadas parciales.

Volvamos a (4.15). Derivando respecto a v en la primera ecuacién y respecto a u en la
segunda;:

Xuwo = (M) o X0 + T Xy + (020 Xy + T2, Xow + €(N 0 X) + e(N 0 X),,

Kuwu = (Fb)uXu + F%2qu + (F%2)uXv + F%QXuv + fu(NoX)+ f(N o X)y.

Como Xyuww = Xuwu, podemos igualar los miembros de la derecha en las dos ultimas
ecuaciones. Son dos combinaciones lineales de vectores donde aparecen X, X,, N o X que
forman base. Eliminamos el resto de vectores sustituyendo (4.15):

(Pi1)oXu + Ty (Mo X + I Xy + f(N 0 X))
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+(T'))o Xy + 1%, (Féqu +T%,X, +9(No X))
+ey(N o X) + e (a1 Xy + a2 Xy)

= (Tg)uXu +Tis (T Xy +T1 X, + e(N 0 X))

+(TT2)uXy + Ty (T12Xu + T X, + f(N 0 X))
+fu(N o X)+ f(anXu+ a12Xy).

Ahora si podemos identificar coeficientes: Para X,
(Pi1)o + T11Ts + T + eazr = (T12)y + ialyy + Tiol1s + faun,
para X,,
2
(4.16) P15, + (FT)w + T3, + eag = Tl + (TTh)u + (T12)” + faia,

y para N o X,
P f 4+ g+ e = Tipe + T f + fu.

Sélo usaremos (4.16) en lo que sigue. Primero calculamos a;; en funcién de los coeficientes
de la primera y segunda forma fundamental:

—e = —<NOX, qu> = <<NOX)U,XU> =anF + apF

y anadlogamente, —f = a11F + a12G. Resolviendo este sistema de dos ecuaciones lineales
con incégnitas aj1, a2 se obtienen

fF —eG _ Fe—Ef

ME=EG-F2 T EG_F?

Razonando analogamente con la tltima ecuacién de (4.15) deducimos que

_gF - fG _ Ff—Eg

T RG22 T EG R

Ahora sustituimos en (4.16) y pasamos todos los simbolos de Christoffel a un lado:

eg — f?

(F)o = (Pho)u + ThIT + THIS, —ThIt - (M)’ = Epi— 7

=F - (KoX),
donde K es la curvatura de Gauss de S. Esto nos da una expresion la curvatura de Gauss
que solo depende de los simbolos de Christoffel, sus primeras derivadas y E. Por lo obtenido
antes, K podré expresarse tnicamente en términos de los coeficientes de la primera forma
fundamental y sus derivadas parciales hasta el orden 2. A partir de aqui es trivial probar
el siguiente resultado:
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Teorema 4.3.2 (Teorema Egregium de Gauss) Sea F': S — 5" una isometria local
entre dos superficies de R?, con curvaturas de Gauss K, K'. Entonces K' o F = K, esto
es: las isometrias locales conservan la curvatura de Gauss.

Una consecuencia directa del Teorema Egregium de Gauss es que un abierto de esfera
no puede ser isométrico a un abierto del plano, es decir, no podemos trazar mapas sin
distorsionar las distancias, por pequena que sea la porcion de tierra a representar.

4.4. Material adicional.

4.4.1. Superficies completas. Teorema de Hopf-Rinow.

Definicién 4.4.1 Una superficie S C R? se dice completa si el espacio métrico (S, d) es
completo (toda sucesién de Cauchy es convergente).

Notemos que si S C R? es una superficie cerrada (como subconjunto de R?), entonces
S es completa: Consideremos las distancia d sobre S definida en (4.1). Sea {pi}r C S una
sucesion de Cauchy respecto a d. De (4.2) se deduce que {py}; es de Cauchy en el espacio
métrico (R3, d,,), que es completo. Por tanto, {py }x serd convergente en (R3, d,) a un punto
Poo € R3. Este punto po, tiene que estar en S por ser ésta cerrada, luego {py}r C S. Como
la convergencia de sucesiones no depende de la distancia que genera la topologia sino de
la topologia misma, tenemos que {py}x es convergente (a p) en S, luego S es completa.

Teorema 4.4.1 (Hopf-Rinow) Sea S C R? una superficie conexa. Son equivalentes:
1. S es completa.
2. Para todo punto p € S, exp,, estd definida en todo T},S.
3. Eziste un punto p € S tal que exp,, estd definida en todo T}S.
4. La familia de compactos de S coincide con la familia de cerrados y d-acotados.

Ademds, cualquiera de los apartados anteriores implica que para cualquier par de puntos
p,q €S existe una geodésica minimizante’ que une p con q.

No probaremos ahora el Teorema de Hopf-Rinow, ya que la dificultad de su demostracién
excede el nivel de lo desarrollado hasta ahora. En el material adicional de este capitulo
veremos una demostracion del mismo, entre otras cosas.

3Es decir, una geodésica cuya longitud es d(p, q).
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4.4.2. Coordenadas polares geodésicas.

Otra consecuencia del lema de Gauss es la construcciéon de parametrizaciones locales
basadas en la exponencial. Esta serd la herramienta fundamental para probar el Teorema
de Minding en la seccién 4.4.3.

Proposicién 4.4.1 (Coordenadas polares geodésicas) Sea B(p,r) una bola geodési-
ca de radio v > 0 centrada en un punto p de una superficie S C R3. Sea {e1,ea} una base
ortonormal de T,S. Entonces, la aplicacion X : (0,7) x (0,27) — S dada por

X(t,0) = exp,(t cos fe; + tsin fey)
es una parametrizacion de S alrededor de p y cumple:

1. E=||Xy|>=1, F={(X;,Xy) =0,y por tanto la primera forma fundamental estd
determinada por la funcion G = || Xg||*.

2. (V@) + (K o X)VG =0, donde K es la curvatura de Gauss de X.
3. lim VG(t,0) = 0 y lm(V'G)¢(t,0) = 1, para todo 6 € (0,2r).
t—0 t—0
Demostracion. Notemos que para 6 € (0,27) fijo, v(t) := X(¢,0) es la geodésica radial

en p con velocidad inicial 4/(0) = cosfe; + sinfles = . Asi, E = | X¢?> = |7/ ®)|? =
17 (0)]|> = 1. Por otro lado,

d i g
(4.17) Xo(t,0) = p7 exp,(te 9 = (d eXPy, )6 (zte 9) ,
(4.18) Xi(t,0) = (dexp,)n (ei") ,

luego el Lema de Gauss nos dice que
F(t,0) = (X, Xg)(t,0) = (e ite?) =0,

lo que prueba el apartado 1. En cuanto al apartado 2, recordemos de (3.8) que K viene
dada por la ecuacién
_ £2 _f2
Kox— t9—f _eg f,
EG—-F? | Xl
donde e, f, g son los coeficientes de la segunda forma fundamental ¢ de S respecto a la
parametrizaciéon X. Calculamos estos coeficientes:

e=0(Xy, Xt) = —(NoX)y, Xy) = (No X, Xyy), [f=(NoX,Xs), g=(NoX, X)),
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donde N = ZtxXo o5 una aplicacién de Gauss de S. Por otro lado,

[Xex Xoll
X0, X,
(VG = (1 Xl = ZrXo)
| Xo
(X9, X0))el| Xo|| — (X0, Xo) <Xt)9(’X9> )
(\/a)tt = ||X9||2 I Xoll = ||X9|| 3 [(<Xt07X9>)t||X0||2 . <Xt0,X9>2]
Luego

(VG + (K 0 X)VG = G2 [((Xup, X0)):G — (X9, Xo)?] + (eg — G2

(4.19) = G2 (X, Xo) G — (X9, Xo)* + (eg — *)G]

Derivando en || X;||? = 1 respecto a 6 obtenemos (X9, X;) = 0 luego Xy no tiene compo-

nente en la direccién de X; al expresarlo en combinacién lineal de la base { X, Xy, N} de
R3. Por tanto,
Xt9 = MXH + fN7

donde p = (X39, Xyg)/G, diferenciable. Por otro lado, como t — X (t,0) es geodésica de S,
entonces Xy va en la direccién de N y por tanto, Xy = (Xyu, N)N = eN. Asi,

(X0, Xo) = ((eN)g, Xo) = (egN + eNy, Xg) = e(Ng, Xp) = —e(N, Xgg) = —eg,
luego
(4.20)  ((Xu9, Xo))e = (Xup, Xo) + | Xuol> = —eg + |[uXo + fN|* = —eg + 4G + f>.
Sustituyendo esto en el corchete de (4.19) tenemos
((Xt0, Xo) )1 G —(X19, Xo)*+(eg— [1)G? = (—egG+p*G*+ [2G) = (uG)* +(eg— [1)G* = 0,

lo que prueba el apartado 2.
Por tltimo, (4.17) implica

. e (a0 _
lim Xo(t,0) = lim(dexp, ) (ite” ) = (dexp,)o(0) = 0,

luego 1imy_,0 VG (t,0) = lim;_,o || Xs]|(t,0) = 0, y

_ _ KX X)X
(4.21) (V&) = (IIXll): = ] <Xt9’ \|X0||>'
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Pero (4.18) nos da

{ = (1 = (1l (e _ (,0) _ ;.0
(4.22) %%th(tﬁ)— Qg%Xt(t,O)) = (%E}%(dexpp)teze(e )) = (e )0—Z€ .

0 0

Usando ahora (4.17),

X, dex o (ite'? dex w0 (1% et .
(423) lim 0 — lim ( pp)te 9(. 9) — l/m ( pp)te 9(. 9) _ 269 — iele.
=0 [ Xpl| - =0 [|(dexpy)yeio (ite??) | 50 [[(dexpy)pein (ie®) ]| [lie’?]
Sustituyendo (4.22) y (4.23) en (4.21) tenemos lim;_,0(vVG); = (ie??,ie?) = 1. O

4.4.3. El Teorema de Minding.

Los apartados 2 y 3 de la Proposicién 4.4.1 nos permiten calcular explicitamente la
funcién G (y por tanto, la primera forma fundamental) de una superficie de curvatura de
Gauss constante. Recordemos que el Teorema de Hilbert-Liebmann (Teorema 3.7.3) ca-
racterizaba a las esferas como las Unicas superficies compactas y conexas con K constante.
Ahora no necesitaremos la hipotesis global de compacidad para describir las superficies
con K = c constante:

La ODE del apartado 2 de la Proposicién 4.4.1 es (vV/G)y + ¢v/G = 0, cuya solucién
general es VG(t,0) = a(0)S.(t) + b(0)C,(t), donde a,b € C=(0,27) y las funciones S, C.
viene dadas por

t sic=0, 1 sie=0,
S.(t) = Zpsin(vet)  sic>0,  C.(t)={ cos(yet) sic>0,
—L_sinh(y/=ct) sic<0, cosh(y/—ct) sic<O.

=
Como 0 = limy o vVG(t,0) = b(#) tenemos VG (t,0) = a()S.(t), luego

1 =1m(VG)(t,0) = a(#)SL(t) = a(8) lim C.(t) = a(0).

t—0 t—0

Por tanto,

t2 sic=0,
(4.24) G(t,0) = S.(t)? = 1sin®(yet)  sic>0,
L sinh?(y/=ct) sic<0.

Este control de la primera forma fundamental cuando la curvatura de la superficie es
constante tiene como consecuencia el siguiente resultado.
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Teorema 4.4.2 (Minding) Sean S, SCR3 superficies con la misma curvatura de Gauss
constante. Sean p € S, p € S yr > 0 tales que B(p,r), B(p,r) son bolas geodésicas
de S, S respectivamente. Dada una isometria vectorial I: T,S — T3S, la composicion
¢ = expzolo (expp)~t: B(p,7) — B(p,r) es una isometria. En particular:

Dados dos puntos en superficies con la misma curvatura de Gauss constante,
existen entornos abiertos de esos puntos que son iSométricos.

Demostracion. ¢ es C* y biyectiva por composicién. Fijemos ¢ € B(p,r) y veamos que
d¢, es una isometria vectorial. Basta entonces probar que

(4.25) ldqg(w)]| = llwll,

para cada w € T, S. Como B(p,r) es bola geodésica, existe un tinico v € B(0,r) C T},S tal
que exp, v = q. Consideremos la geodésicas p.p.a.

3(t) = exp, <t||z”) en S, F(t) = expy <tI(HZH)> en S,

ambas definidas al menos en [0, ||v||]]. Notemos que las trazas de 7,7 estan contenidas
respectivamente en B(p,r), B(p,r). Ademas,

= 7(0) =p,v(l[v]]) = ¢,
=7 =¢07750)=py70)=I(pm)
Probaremos (4.25) considerando dos casos.

Caso I: w,~/(]|v||) SON LINEALMENTE DEPENDIENTES.
Pongamos w = AY/([[o][), A € R. Entonces, dog(w) = Adg(v'([v]])) = A¢ o) (lv]]) =
AY'([[o]]). Tomando normas, [|dge(w)| = |A| = [jw]].

Caso II: w,v/(||v]|) SON ORTOGONALES.

Escribamos v = ||v||(cos 6per+sin fpe2) en combinacién de una base ortonormal {e1, e2} que
elegimos en 7,,S. Notemos que puede suponerse v # 0 (en caso contrario, ¢ = exp, 0 = p,
luego dpy = d¢p, = I que es una isometria vectorial por hipétesis). Asi que [[v|| > 0.
Por el Lema de Gauss, podemos ver w como vector tantente en g al circulo geodésico
S(p, ||v|]). Consideremos la curva v = v(f) : (6g — €,6p + ¢) — T,S dada por v(f) =
lv]| (cosBer + sinfesy). Asi, v(6y) = vy

(exp,, ov)'(6o) = (dexp,)y[||v]|(— sinBper + cos bpes)] € Ty S,

que es una base de la recta tangente al circulo geodésico S(p, ||v]|) en el punto ¢g. Por
homogeneidad de (4.25) en w, podemos suponer w = (exp,, ov)’(fo).
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Como 7 es radio geodésico en p para S y en p para S , podemos considerar coordenadas
polares geodésicas en cada superficie alrededor de p, p, donde las bases ortonormales ele-
gidas para estas coordenadas locales son {e1,ea} en T,,S 'y {I(e1),I(e2)} en T3S. Es decir,
X:(0,7) x (0,2m) = S, X: (0,7) x (0,27) — S dadas por

v(0)

X(t,0) = exp, (tcosfey + tsinfes) = exp, (tM> ,

X(t,0) = exps (tl(v(e))> = [expgol o (expp)*l](X(t,H)) = ¢(X(t,0)).

SNl

Asi, X(||v||,60) = exp,(v) = ¢,

d d
Xolllolo0) = g5l X(ll6) = 5| exp,(0(6) = texpy o0y 60) =
0=09 0=09

Xo(|lv]l,00) = (¢ 0 X)o([[v]l, 80) = dpx(julj.00) (Ko (0], o) = dg(w),

luego (4.25) estard probada si vemos que VG(||v]|,00) = \/E(HUH, 0o), donde G = || Xg||? v
G = || Xy|*>. Como S, S tienen la misma curvatura constante (pongamos ¢ € R), entonces

(4.24) nos dice que G(t,0) = S.(t)? = G(t,0) para todos t y 0, y ya s6lo queda evaluar en
(t,0) = (llv[l, 6o)- O

Corolario 4.4.1 Dos superficies con la misma curvatura de Gauss constante son local-
mente isométricas.

4.4.4. Geodésicas estables. Teorema de Bonnet sobre el didmetro.

Sabemos que las geodésicas son curvas diferenciables con aceleracién intrinseca nula
en una superficie, y que minimizan localmente la longitud. Pero jhasta donde minimiza
la longitud una geodésica? Para responder a esta pregunta estudiaremos un poco mas de
céalculo de variaciones de geodésicas.

Si una geodésica 7: [a,b] — S en una superficie S C R? minimiza la longitud entre
todas las curvas diferenciables a trozos que tienen los mismos extremos que ~, entonces
dada una variacién propia F': [a,b] x (—0,0) — S se tiene que

Li(s) = L(F,) = longitud(Fy) > L(7) = Lp(0), Vs € (—9,9),

y por tanto L'’z(0) = 0 (cosa que ya sabiamos por el apartado 1 del Corolario 4.2.1) y
L7.(0) > 0. Nétese que para este argumento no necesitamos que -y minimice la longitud
entre todas las curvas con sus mismos extremos, sino sélo entre las curvas “préoximas a y”
con sus mismos extremos, al menos entre las curvas longitudinales de la variacién propia F'.
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Una forma de construir variaciones propias de v es la siguiente: supongamos que vy esta
parametrizada por el arco. Trasladamos el parametro de v para que esté definida en [0, L],
donde L = L(7). Sea N: S — S?(1) una aplicacién de Gauss para S, a la que supondremos
orientable de ahora en adelante. Llamamos

B(t) = ’yl(t) X Nyy) € Ty(t)S) te[o,L].

Asi, {7'(t), B(t)} es una base ortonormal de T',;yS'y {7/ (t), Ny(t), B(t)} es base ortonormal
positiva de R? para cada t € [0, L]. Dado t € [0, L], la exponencial exp,(y) estard definida
en un abierto de T’,(;)S que como minimo contiene a una bola B(0,e(t)) C T ;)S. Ademds,
e(t) depende continuamente de t por la dependencia continua de las geodésicas respecto
a las condiciones iniciales. Esta continuidad de e(t) y la compacidad de [0, L] nos permite
elegir € > 0 tal que exp, () estd definida en B(0,¢) C TS para cada t € [a,b]. Ahora
tomemos una funcién f € C*°([0,L]). Sea M = 1+ méax|f| > 0, que existe por ser f
continua en el compacto [0, L]. Entonces, la aplicacién

(4.26) F(t,s) = exp, ) (sf(t)B(1))
estd definida y es diferenciable en [0, L] x (—d,0) donde § = 17 > 0, ya que ||sf(t)B(t)|| =
|sf(t)] < |s|M < e. Ademas:

1. F es una variacién de v, ya que F(t,0) = exp. ) (0) = y(t), t € [0, L].

2. Si elegimos f de forma que f(0) = f(L) = 0, entonces F5(0) = exp,)(0) = v(0) y

Fs(L) = exp.1)(0) = 7(L) para cada s, luego la variacién es propia.

Por lo anterior, si v minimiza la longitud entre curvas con sus mismos extremos, entonces
tenemos L'/.(0) > 0. A continuacién calcularemos esta segunda derivada en términos de -,
[y de la geometria de S. Para estd segunda derivada no precisaremos que f(0) = f(L) = 0.

Proposicién 4.4.2 (Segunda férmula de variacién de la longitud)
Sea v: [0,L] — S una geodésica p.p.a. en una superficie S, y f: [0,L] — R una funcién
C*°. Consideremos la variacion F: [0, L] x (=6,0) — S dada por (4.26). Entonces,

L
IpO0) = [ 107 = (K 000 ar
donde K es la curvatura de Gauss de S.

Demostracion. Derivando respecto a s en s = 0 la férmula (4.4) y usando que %—f(t, 0) =
~'(t) tiene norma 1, tenemos

W (e [Gromeo 2] g e
otds’ Ot otds?’ Ot ) Os ot
s=0 0 s=0

vo=[ 2
0 0s
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L
I

L L
3 2 2 2
ax = [ g0 i IR a - [ 0
Claramente, 95 (¢,0) = 7/(t) luego %275(15, 0) = 7"(t) = (v"(t), Ny@)) Ny@) donde hemos
usado que la parte tangente de v”(¢) a S es cero por ser v una geodésica. Por otro lado,
de (4.26) se deduce que el campo variacional de F' es
oF
V(t) = 5-(6,0) = f(t) B(2),
S
luego
(4.28) V= f'B+ fB = f'B+ fo,(v, B)N,,

donde hemos usado el Ejercicio 10.

El siguiente paso es comprobar que

O*F )

(429) @(ta O) = f(t) 10 (B(t)a B(t))N'y(t)7 te [07 L]
Para ello consideremos, fijado ¢ € [0, L], la geodésica radial en 7(t) dada por s — Fy(s) =
expy () (sf(t)B(t)). La velocidad de Fy en s = 0 es F(0) = f(¢)B(?), luego || Fy|| = [f(¢)],
constante (en s). Si f(¢) = 0, entonces F; es constante y(t) luego (4.29) se cumple trivial-
mente. Supongamos ahora que f(t) # 0. Reparametrizamos F} por el arco, definiendo

w e (=81(0)],81F()]) = Ta(u) = F (t, “) = exp ) (uB (1)

f(t)

(el cambio de pardmetro es u = sf(t)). Como I'y es una geodésica parametrizada por el
arco, podemos aplicarle el Ejercicio 10 para concluir que

(i
a2 "0\ du Te:

Por la regla de la cadena, %—I;(t, s) = %—i(t, u(s)) % = f(t)4t(u(s)), y derivando de nuevo

) 2
G (0:9) = PP 0l6) = S0Pty (Gt D), GED)) Vet

Evaluando en s = 0,

O*F dl’y drl’

Gz 0.0) = £0Por, 0 (G000 G1O)) Ny = £y (B0, B0 N

lo que prueba (4.29).
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Calculamos ahora la primera integral de (4.27):

L
3
/0 (BE 08y (¢ 0) dy

0

L 3 2 L L 2
— [0y o= [FEeo @), - [1GE 00
0 0

Usando (4.29) en cada uno de los dos sumandos del miembro de la derecha anterior el
primero se anulard y el segundo queda

L L
_/0 fQU'y(BuB)<Nw'7H> dt = _/0 fQU'y(BaB)Uv(’Y/a’V/) dt.

La segunda integral de (4.27) es

L 2 L L
/ 15555 117 (¢,0) dt = / IV'|1? dt = / [(f")? + fPoy (v, B)?] dt,
0 0 0

donde hemos usado (4.28). Por dltimo, la tercera integral de (4.27) es

L82F OF\2 Lo,
_/0 (55> 75) (t70)dt:—/0 (V',+') dt,

cuyo integrando se anula idénticamente por (4.28). Resumiendo,

L
L(0) = /0 (/)% = 17 (04(B, B)o, (7,7) — o5 (7, B)?)] dt,

y ahora sélo queda comprobar que K oy = o(B, B)o,(7,v) — a,(v, B)?, lo cual se
deduce directamente de que {7'(t), B(t)} es una base ortonormal de TS, para todo
t € [0, L]. 0

La Proposicién 4.4.2 y el desarrollo anterior a ésta sugiere la siguiente definicién para
expresar la propiedad de que una geodésica minimice localmente la longitud.

Definicién 4.4.2 Sea «: [0, L] — S una geodésica p.p.a. en una superficie S C R3. v se
dice estable si para toda funcién f € C°°([0, L]) con f(0) = f(L) = 0 se cumple

L
/0 [(f'(1)% = (K o) (t)f(t)?] dt > 0.
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Claramente, una geodésica v que minimice la longitud entre sus extremos es siempre
estable, aunque el reciproco no tiene porqué ser cierto.

Aplicaremos lo anterior para estimar el didmetro de una superficie a partir de su
curvatura. En lo que sigue, sélo consideraremos superficies conezras. En un espacio métrico
(X,d), el didmetro se define como

diam (X, d) = sup{d(z,y) | z,y € X}.

El didmetro anterior no tiene porqué alcanzarse en un par de puntos (el infimo anterior
no tiene porqué ser un maximo), como ocurre en el caso de R™ con la distancia usual
dy(z,y) = ||l — y||, que tiene didmetro infinito, o en el caso de una bola abierta de R™ con
la distancia inducida por d,, donde el didmetro es finito pero sélo se alcanza por puntos
del borde de la bola, que no estan en el espacio métrico considerado.

Recordemos que si S C R? es una superficie, entonces la distancia d definida en
(4.1) convertia a (S,d) en un espacio métrico. Tiene sentido relacionar las bolas métri-
cas By(p,7) = {¢g € S| d(p,q) < r} (aqui r es cualquier radio positivo) con las bolas
geodésicas, B(p,r) = exp(B(0,r)), donde p € S 'y r > 0 es un radio geodésico en p (recor-
demos que B(p,7) es la imagen difeomérfica por exp, de B(0,7) C T},5). Para conseguir
esta relaciéon necesitamos un resultado previo.

Lema 4.4.1 Si B(p,r) es una bola geodésica en S centrada en un punto p de una superficie
SCR3yqeS— B(p,r), entonces d(p,q) > r.

Demostracion. Fijemos una curva a: [0,1] — S C* a trozos con a(0) = p, «(0) = ¢,
y veamos que su longitud L(«) cumple L(a) > 7. Sea v’ € (0,7). Como « es continua,
a(0) = p € B(p,7') y a(l) = ¢ € S — B(p,r’), existird un to € (0,1) tal que «a(ty) €
0B(0,7") = exp,(9B(0,7")) = S(p,r’) (circulo geodésico). Llamemos 2 € 9B(0,r') al tinico
vector de B(0,7) que se aplica en a(ty) por exp,. Como a(ty) € B(p,r), el Teorema 4.3.1
implica que L(a)y > ||z|| = 1/, luego L(a) > r’. Como esto es cierto V7' € (0,7), tenemos
L(a) > . O

El Lema 4.4.1 también implica la no degeneracién de la distancia, es decir, que si p,q € S
son puntos distintos, entonces d(p,q) > 0 (basta elegir una bola geodésica centrada en
p que no contenga a ¢). De hecho, esta demostracién es puramente intrinseca, y puede
generalizarse a geometrias més generales.

Como espacio métrico, toda superficie (5, d) admite una topologia natural 7; de forma
que una base de 7y es la familia de bolas métricas By(p, R) = {q € S| d(p,q) < R} con p €
Sy R > 0. Hasta ahora, habiamos considerado siempre en S la topologia usual 7, es decir,
la topologia inducida en S por la topologia usual de R®. De hecho, ambas topologias coin-
ciden: Fijado p € S, Ty tiene por base de entornos de p a { By4(p, R) | R > 0}, mientras que
T., tiene por base de entornos de p a { B(p,r) = exp,(B(0,7)) | r es radio geodésico en p}.
Por tanto, 75 coincidird con 7, si comprobamos la siguiente propiedad:
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Lema 4.4.2 Sea p € S. Si B(p,r) es una bola geodésica, entonces B(p,r) = Bg(p,r).

Demostracion. El Lema 4.4.1 implica que By(p,r) C B(p,r). Reciprocamente, si ¢ €
B(p,r) entonces existe v € B(0,r) tal que ¢ = exp,v. Por el Teorema 4.3.1, d(p,q) =
lv]] <7 luego q € Ba(p,r). O

Como la distancia estd construida a partir de longitudes de curvas, es claro que las
isometrias entre superficies conservan la distancia. Por otro lado, (4.2) implica que el
diametro de una superficie cumple

diam(S, (dy)|s) < diam(S, d),

siendo (d,)|s la restriccién de la distancia usual de R3 a S. Una aplicacién sofisticada de
la existencia de entornos totalmente normales es el famoso Teorema de Hopf-Rinow, que
se enuncio en el Teorema 4.4.1 y se demostrara en la seccién 4.4.7, junto con la existencia
de entornos totalmente normales.

Teorema 4.4.3 (Bonnet) Sea S C R? una superficie conexa y completa cuya curvatura
de Gauss cumple K > % para cierto R > 0. Entonces, S es compacta y su didmetro

cumple
diam(S, d) < 7R.

Demostracion. Sean p,q € S. Probemos que d(p,q) < 7R y tendremos diam(S,d) < 7R.

Como S es completa, el Teorema de Hopf-Rinow asegura que existe una geodésica
p.p.a. v: [0,L] — S con v(0) = p, v(1) = ¢ y L = d(p,q). Consideremos la variacién
propia F': [0, L] x (=6,0) — S de v dada por (4.26), donde B =+ x N y f es una funcién
C* en [0, L] a determinar, con f(0) = f(L) = 0. Aqui, N es una aplicacién de Gauss
para S (al menos, N estd definida en un entorno de la traza de v, ya que ésta no puede
ser cerrada o tener autointersecciones por ser minimizante), y la exponencial necesaria
para definir la variaciéon F'(t, s) estd definida en todo T. ~(t)S por completitud de Sy por
el Teorema de Hopf-Rinow.

Sea Ly la funcién longitud asociada a F. Entonces L'n(0) = 0 por ser 7y geodésica
(Corolario 4.2.1) y la Proposicién 4.4.2 asegura que

L
L4(0) = /0 [7/(6)% — (K o 7) (1) f(1)?] dt >0,

donde la desigualdad se ha deducido de que v es estable por minimizar la longitud entre
sus extremos. Como K > % tenemos

L
(4.30) 0< /0 [f’(t)2 _ % F02] dt,
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para cualquier f € C*([0, L]) con f(0) = f(L) = 0. Ahora tomamos f(t) = sin (Ft), que
cumple f(0) = f(L) = 0. Sustituyendo en (4.30),

0< /L [zz cos? (%t) — %sin2 (Zt)] dt
0

Bl K N2 ) RS U L A Y R e 7
L2 |2 4r L )], R*|[2 d4r L), 2L 2RY
de donde deducimos que d(p,q) = L < wR.

Como p, g son arbitrarios en S, tenemos diam(S,d) < wR. Asi, S es acotada y por ser
completa, ha de ser compacta (por el Teorema de Hopf-Rinow). O

4.4.5. El Teorema de rigidez de Bonnet.

Todos los elementos bésicos de la geometria de superficies en R? tienen la propiedad
de ser invariantes por movimientos rigidos del espacio, es decir, si S es una superficie y
¢: R? — R3 es un movimiento rigido, entonces las geometrias de S y de ¢(S) coinciden.
Imaginemos la situacién al revés:

Si 1, So son dos superficies en R® y ¢: S1 — S es una aplicacién, {qué tenemos
que imponerle para que ¢ se extienda a un movimiento rigido de R3?

A continuacién veremos la respuesta en el teorema de rigidez de Bonnet (1867): ¢ debe
conservar la longitud de las curvas en ambas superficies y sus segundas formas fundamen-
tales. Para entender mejor esto, pensemos que las superficies estan hechas de un material
flexible pero inextensible. De esta forma, toda deformacion de una superficie conservaria
las longitudes de curvas. Pero ;podemos deformar una superficie de manera que también
se conserven las curvaturas de todas sus secciones normales? La respuesta es no, a menos
que la deformacién consista en simplemente mover la superficie por movimientos rigidos
en R3.

Sea ¢: R3 — R3 un movimiento rigido, esto es ¢(p) = Ap + b donde A € O(3) es una
matriz ortogonal y b € R3 un vector. Si § C R3 es una superficie, entonces S = ¢(S)
también es una superficie de R?, y la restriccién F = ¢|g: S — S cumple:

1. F es un difeomorfismo.

2. La diferencial de F' en cualquier punto p € S es una isometria vectorial:

(dFp(v), dFy(w)) = (v,w), Vov,w € Tp,S.



120 CAPITULO 4. ISOMETRIAS Y GEODESICAS.

3. F conserva (salvo el signo) las aplicaciones de Gauss, es decir si N: S — S? es una
aplicacién de Gauss para S, entonces N = Ao N o F~! es una aplicacién de Gauss
para S. Derivando, dNp(, o A = A o dN), para cada p € S, lo que implica que F

conserva las segundas formas fundamentales asociadas a N y N: Para cada p € S,
&F(p) (de(’U), de(w)) = UP(U7 U}), vv) w e TpS

En particular, las curvaturas de Gauss y media se conservan también: KoF=K ,
HoF =H.

Por tanto, la restriccién de un movimiento rigido ¢ a una superficie S C R? es una
isometria entre Sy ¢(5). Este caso particular de isometrias se llaman congruencias.

Proposiciéon 4.4.3 Sean S, S dos superficies y X,)N(: U — R3 parametrizaciones respec-
tivas de S y S definidas en el mismo abierto U de R?. Si los coeficientes de la primera
forma fundamental de S respecto a X coinciden con los de S respecto a )~(, entonces
XoX': X(U)— X(U) es una isometria.

Demostracion. F := X o X~1: X(U) — X(U) es un difeomorfismo, asi que sélo queda
probar que dado p € X(U), dF), es una isometria de espacios vectoriales. Esto equivale a
que ||dF,(v)||? = |[v||?, para cualquier v € T,,S. Fijemos v € T},S. Sea ¢ el tinico punto de
U tal que X (q) = p, y sea w = (a,b) € R? el tinico vector tal que dX,(w) = v. Vimos en la
demostracién del Lema 2.1.2 que las coordenadas de v respecto a la base {X;(q), Xy(q)}
son (a,b) (aqui (z,y) son las coordenadas en U C R?). Por tanto,

Il = [ldXo(0)||* = a®E(q) + 2abF () + b*G(a),

donde E, F, G son los coeficientes de la primera forma fundamental de S respecto a X.
Por otro lado, dF,(v) = d(X o X 1), (v) = dX,(w) tiene coordenadas (a, b) respecto a

la base {)Nfz(q),f(y(q)} de Tg ()5S = TF(p)g, luego

)
|dF,(v)[|> = a*E(q) + 2abF(q) + b*G(q),

donde E, F , G son los coeficientes de la primera forma fundamental de S respecto a X.
Como por hipétesis tenemos E = E, F = F', G = G deducimos que F' es una isometria. O

Veamos una aplicacion de la proposicién anterior. Consideremos la parametrizacion
X(0,z) = (cos @ cosh z,sin  cosh z, z)

de la catenoide, definidaen U = (0, 27) xR. Los coeficientes de la segunda forma fundamen-
tal son E(6,z) = cosh? z = G(, z), F(6,z) = 0. Ahora consideremos la parametrizacién
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X(z,y) = (ycosz,ysinz,z), (x,y) € (0,2m) x R del helicoide. Haciendo el cambio de
pardmetros x = 6, y = sinh z (definido en U), obtenemos

X (0, z) = (cos@sinh z,sin sinh z, §).

Los coeficientes de la primera forma fundamental del helicoide respecto a X son F 0,2) =
cosh®?z = G(6,2), F(6,z) = 0. Por tanto, la catenoide y el helicoide son localmente
isométricos (no son isométricos porque la catenoide es topolégicamente un anillo y el
helicoide es topoldgicamente un plano).

Para probar el Teorema de Bonnet necesitamos dos resultados previos. El primero de
ellos sé6lo se usaréd para n = 3, pero lo enunciamos en general ya que la demostracion es la
misma en este caso.

Lema 4.4.3 Sea ¢: O — O’ un difeomorfismo entre abiertos de R", tal que d¢, € O(n)
para cada x € O y O se supone conexo. Entonces, ¢ es la restriccion a O de un movimiento
rigido de R™.

Demostracion. Por hipétesis (d,(u), do,(v)) = (u,v) para cualesquiera x € O, u,v € R™.
Tomando como u, v los vectores de la base usual, deducimos

dp 09 \
<8xi,axj>—5l] en O

Derivando y aplicando la igualdad de Schwarz,

F¢ 0o\ _ [ 9 99N _ [/ 9 0o\ [ &b 0¢
&riﬁxj’ 8$k N 8$Za$k7 aﬂfj N 8xk8xl’ 856j N 8mk8mj’ 8%1

_ [ %0 9N _ [/ 9% 96N\ _ /[ &% 09
- (%j&rk’axi N 8xj8332‘78$k a 8@8:@’8@ ’

de donde )
0“9  0¢ .
— ) =0 O,vVi,j,k=1,...,n.
<axlax‘77axk> en y 1’7.]7 Y )n
Fijando 7, j y usando que {% | 1 <k <n} esuna base ortonormal de R" en cada punto
de O, deducimos que
i =0 enO,Vi,j=1 n
8$,8xj_ ) 7.7_ )y e

Integrando dos veces (o desarrollando en serie) y usando que O es conexo, llegamos a que
¢ es la restriccién a O de una aplicacién afin, ¢(p) = Ap+b, donde A € M, (R) y b € R™.
Por tanto, d¢, = A luego A € O(n) y ¢ es la restricciéon a O de un movimiento rigido. O
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Sabemos que ciertos abiertos del plano II = {(z,y,2) | 2 = 0} y del cilindro C =
{(z,y,2) | 22 +y? = 1} son isométricos. Esta isometria no puede ser la restriccién de un
movimiento rigido (porque un movimiento rigido lleva planos en planos), luego existen
isometrias entre superficies que no conservan sus segundas formas fundamentales. Como
adelantamos, el que una isometria entre superficies conserve las segundas formas funda-
mentales es algo muy restrictivo:

Teorema 4.4.4 (Bonnet) Sean S, S’ C R? dos superficies orientables, con S conexa. Si
F: S8 — S es una isometria local que conserva las sequndas formas fundamentales de S y
S', entonces F' es la restriccion a S de un movimiento rigido de R3, es decir, S y S’ son
congruentes.

Demostracion. Por hip6tesis, existen aplicaciones de Gauss N, N’ en S, S’ respectivamente,
con segundas formas fundamentales asociadas o,c’, tales que U%(p) (dFy(v),dFy(w)) =
op(v,w) para cualesquiera p € S, v,w € T),S. Fijemos un punto py € S. Como F es una
isometria local, el Teorema de la Funcién inversa asegura que existen entornos abiertos V'
de popen Sy V' de F(po) en S’ tales que F(V) =V’ y Fly: V — V' es una isometria.
Aplicando el Lema 4.2.1, podemos tomar V, V' suficientemente pequefios como para que

T(V,0) ={p+tNy | peV,|t| <8}, TV, 6)={p +tN, |p eV |t] <d}

sean entornos tubulares de V,V’ respectivamente de cierto radio comin § > 0. Ahora
definimos la aplicacién ¢: T'(V, ) — T(V',4),

(4.31) O(p+ tN,) = F(p) + tNpy), ¥p+tN, € T(V,).

Queremos aplicarle a ¢ el Lema 4.4.3, para concluir que ¢ es la restriccién a T'(V, ) de
un movimiento rigido de R3. Para ello, debemos probar que ¢ es un difeomorfismo y que
d¢, € O(3) para cada x € T'(V, ).

Por definicién de entorno tubular, T(V,d) y T(V’,5) son abiertos de R? y las aplica-
ciones

E:V x(=6,0) » T(V.5),  E(p,t) =p+tN,,
E': V' x (=6,6) = T(V',0), E'(§,t)=p +tN),,

son difeomorfismos. Ademads, (4.31) se traduce en que ¢ o E = E' o (F x 1y), luego ¢
es un difeomorfismo. Dado = = E(p,t) € T(V,J), la regla de la cadena nos dice que
dpy o dEp, ) = dEEF(p),t) o (dFy, x 1g). Evaluando en (v,0),(0,1) € TS x R, obtenemos
respectivamente

(4.32) dio (v + tdN,(v)) = dFp(v) + tdN}y, (dFy(v)),

(4.33) dpz(Np) = N
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Por otro lado, como F' conserva las segundas formas fundamentales,
(AN () (dFp(v)), dFy(w)) = =0 p(p) (dFp(v), dFp(w)) = —0op(v, w) = (dNp(v), w)

para cualesquiera v, w € T,S. Como F' es una isometria local, el miembro de la derecha
de la ultima expresion es (dF),(dNy(v)), dF,(w)). Variando v,w € T),S obtenemos

(4.34) N}, © dF, = dFy o dN,.
Sustituyendo (4.34) en (4.32) queda
doy (v + tdNy(v)) = dFy(v) + tdF,(dNy(v)) = dF,(v + tdNy(v)), Vv € T,S.

Usando que v € TS = v + tdNy(v) = dE(,;)(v,0) es un isomorfismo de espacios vecto-
riales, queda

(4.35) doy(w) = dFy(w), Yw e T,S.

Como F' es una isometria local de S en S’ (4.35) nos dice que la restriccién de d¢, al
plano 7,5 es una isometria vectorial en el plano TF(p)S’ . Por otro lado, (4.33) nos dice
que la restriccién de d¢, al subespacio ortogonal de T},S en R3 es una isometria vectorial
sobre el subespacio ortogonal del plano T ;) S’. Por tanto, d¢, es una isometria vectorial
para cada z € T'(V,9). L

_Aplicando el Lema 4.4.3, existe un movimiento rigido ¢ = ¢°: R3 — R3 tal que
dlrev,sy = ¢- En particular, ¢ly = Fl|y. Ahora un argumento de conexién de S mnos

asegura que los movimientos rigidos apo no dependen del punto pg € S, lo que termina la
demostracion. O

Corolario 4.4.2

1. Sean ILII' C R3 dos planos afines y F: U — II' una isometria local, donde U es un
abierto conexo de I1. Entonces, F es la restriccion de un movimiento rigido de R3.

2. Sean S,S’ C R? dos esferas del mismo radio. y F: U — S’ una isometria local, donde
U es un abierto conexo de S. Entonces, F' es la restriccion de un movimiento rigido
de R3.

Demostracion. Por el teorema de Bonnet, en ambos casos basta comprobar que F' con-
serva las segundas formas fundamentales. En el caso 1 esto es trivial porque ambas son
cero. En el caso 2, la umbilicidad de las esferas hace que la segunda forma fundamental
sea proporcional a la primera, con factor de proporcionalidad el inverso del radio de la
esfera. Como ambas esferas tienen el mismo radio, F' también conserva las segundas formas
fundamentales en este segundo caso. O
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Corolario 4.4.3 Sean S,S’ C R? dos esferas y F: U — S’ una isometria local, donde U
es un abierto conexo de S. Entonces, F es la restriccion de un movimiento rigido de R3.
En particular S, S’ tienen el mismo radio.

Demostracion. Por el Corolario 4.4.2, basta probar que ambas esferas tienen el mismo
radio. Esto se deduce del Teorema Egregium de Gauss, ya que la curvatura de una esfera
es el inverso del cuadrado del radio. O

4.4.6. Rigidez de la esfera.

Hemos visto dos resultados de rigidez (Corolarios 4.4.2 y 4.4.3) donde se veia la im-
posibilidad de llevar una esfera en otra conservando las longitudes de curvas, ni siquiera
localmente. En esta seccién extenderemos este resultado al caso en que la segunda super-
ficie es arbitraria. A cambio, el resultado debera ser global en vez de local.

Teorema 4.4.5 (Rigidez de las esferas) Sea F: S?(r) — S una isometria local entre
una esfera de radio r > 0 y una superficie conexa S. Entonces, F' es la restriccion de un
movimiento rigido de R? (en particular, S es otra esfera de radio r).

Demostracion. Por el Corolario 4.4.3, basta probar que S es una esfera. Como F' es conti-
nua y S?(r) compacta, su imagen F(S?(r)) es un cerrado de S. Como F es un difeomorfismo
local, es una aplicacién abierta luego F/(S?(r)) es un abierto de S. Como S es conexa, debe
ser F(S%(r)) = S luego S es compacta. Por otro lado, el Teorema Egregium de Gauss
asegura que la curvatura de Gauss de S es constante. En estas condiciones, el Teorema de
Hilbert-Liebmann nos dice que S es una esfera. O

La rigidez de las esferas, probada por Liebmann en 1838, muestra que la geometria
global de una esfera estd completamente determinada por la de su primera forma fun-
damental. Esta propiedad de rigidez no es exclusiva de las esferas: Cohn-Vossen probd
en 1927 que también la tienen las superficies compactas con curvatura positiva (ovaloi-
des), pero la demostracién es mucho mas complicada (ver por ejemplo las pags. 214-219
del libro de Montiel y Ros, CURVES AND SURFACES, Graduate texts in Mathematics 69,
AMS-RSME 2005). Sin embargo, existen superficies compactas que no son rigidas, incluso
de revolucion: en la Figura 4.3 se muestran dos superficies isométricas, donde la isometria
local fija un abierto no trivial de las superficies (luego no puede ser la restriccién de un
movimiento rigido).

4.4.7. Entornos totalmente normales. Demostraciéon del Teorema de Hopf-
Rinow.

Terminaremos el material adicional con esta seccién, cuya dificultad es superior a las
anteriores. La razén de esta dificultad estriba en que necesitaremos estudiar parte de
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Figura 4.3: Dos superficies isométricas pero no congruentes.

la geometria en el fibrado tangente a una superficie, que es una variedad diferenciable
de dimension 4. Este objeto supone un nivel de abstraccién superior al de las curvas y
superficies estudiados hasta ahora, y sélo daremos una idea de cémo trabajar sobre el
fibrado tangente para obtener los resultados deseados, més que exponer demostraciones
completamente rigurosas.

Como siempre, S C R? denotard una superficie. Recordemos que dado un punto p € S
la exponencial exp,, estd definida en un abierto A(p) C T),S que es estrellado respecto al
origen por el Lema de Homogeneidad. La dependencia diferenciable de la solucién de un
problema de valores iniciales respecto a las condiciones iniciales nos permite mover el punto
p en S de forma que los correspondientes abiertos A(p) se mueven diferenciablemente al
variar p. Esto se hace dotando rigurosamente dotando al conjunto

TS: {(p,’U) |p€ va GTPS}

de una estructura diferenciable 4-dimensional. Aqui no vamos a entrar a definir en detalle
esta estructura diferenciable; simplemente apuntaremos que el hecho de que una parame-
trizacién X: U C R? — R3 de S alrededor de un punto p € S produce un difeomorfismo
entre U y X (U) y que dado ¢ € U, el espacio tangente T'x(q)S puede identificarse con R?
via dX,, nos permite identificar localmente puntos de T'S con listas en R%, sin més que
asociar, a cada ¢ € X(U) y v € T, S, la lista (z,y,a,b) € R* tal que X(x,y) =qy

v=aXy(z,y) + bXy(z,y).

A TS se le llama el fibrado tangente a S, y puede dotarsele de una topologia Hausdorff.
Existe un concepto de diferenciabilidad para aplicaciones E definidas sobre abiertos de
TS, que simplemente se traduce en la diferenciabilidad de la correspondiente expresién
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local de E en términos de las coordenadas (z,y,a,b) definida arriba, como funcién de
cuatro variables reales. Esto es justamente lo que ocurre con la proyeccion canénica

m: TS =S, =(p,v)=p,
y con la aplicacion exponencial
exp: ACTS — S, exp(p,v) = exp, v,

donde A = {(p,v) € TS | v € A(v)}, que resulta ser un abierto de T'S. Tanto la proyeccién
7 como la exponencial exp son diferenciables en el sentido local anteriormente esbozado.
Notemos que para cada p € S, (p,0) pertenece a A.

Como en cualquier variedad diferenciable, los teoremas clasicos del Anélisis Real siguen
valiendo en T'S. Uno de estos resultados clasicos, el Teorema de la Funcion Inversa, es la
base de la siguiente propiedad.

Proposicién 4.4.4 Dado p € S, existen abiertosV C Ay U C S con (p,0) €V yp e U,
tales que la aplicacion

(myexp): V — UxU
(¢,v) — (g exp,v)

es un difeomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema de la Funcién Inversa aplicado a (7, exp) : A — Sx S, basta
probar que d(, exp)(no): T(p,O)A — T,S x T),S es un isomorfismo de espacios vectoriales
(aquf T{;0)A es el espacio tangente a A en (p,0) € A, que puede identificarse con R*).
Esto lo haremos viendo que d(m, exp), o) es sobreyectiva, lo que a su vez serd consecuencia
de los siguientes dos puntos:

(A) Yv €TS8, (v,0) estd en la imagen de d(7, exp);,0)-
(B) Yv € T,,S, (v,v) estd en la imagen de d(,exp),,0)-

Sea v € T,S y o : (—e,e) — S una curva diferenciable con a(0) = p, &/(0) = v.
Tomemos un campo diferentiable a lo largo de «, es decir, una aplicacién W: (—¢,¢) — R3
tal que

W(t) € Tow)S, Vte (—¢,¢),

elegido de forma que W(0) = 0. Asi, @ := (a, W) es una curva diferenciable valuada en
TS y a(0) = (p,0) € A luego por continuidad de & y por ser A abierto podemos suponer
a(t) € A para cada t € (—¢,¢). Ademsds,

. d

d(m, exp)(p,0)(0°(0)) = —

(a(t),expa(t) W(t)) = (v, %

€XPqr) W(t)) :

0 0
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Supongamos ahora que « es una geodésica en S (luego necesariamente a(t) = y(t,p,v))

y que W es de la forma W(t) = f(t)d/(t), donde f: (—e,e) — R es una funcién C>° con
£(0) =0. Asi,

- d

A, exp) (o) (@ (0)) = ( 4

expag fit)o <t>) |

Por otro lado, B(s) = a(t+ s) es una geodésica en S con condiciones iniciales 3(0) = «a(t),
B'(0) = a/(t), y s > expy(y) sa'(t) es también geodésica en S con las mismas condiciones
iniciales, luego a(t + s) = exp, ;) sa(t) siempre que [t + s| < ey [t| < e. En particular,

alt + f(t) = expay (f (1) (1))

para |t| < d y para cierto § > 0. Asi,

. e59) o @10) = (00 G| 0+ £0)) = 0 [0+ O/ 0) = 011+ £ O

Si tomamos f € C*(—¢,¢) con f(0) =0, f/(0) = —1, lo anterior prueba que (v,0) estd en
la imagen de d(7, exp) ;,0y; por tltimo, si tomamos f € C*°(—¢,¢) con f(0) =0, f'(0) =0,
tenemos que (v,v) estd en la imagen de d(m, exp),,0)- O

El siguiente resultado nos describe una base de la topologia del fibrado tangente. Lo
aceptaremos sin demostracion, ya que tampoco hemos definido rigurosamente la topologia
subyacente a T'S.

Lema 4.4.4 Sean W C S un abierto que contenga a p y § > 0. Llamemos
W) ={(g,v) € TS | ¢ € W, [lv]* < &}
Entonces, la familia de subconjuntos
B0y = {W(5) | W C S abierto conteniendo a p, § > 0}

es una base de entornos abiertos de (p,0) en la topologia de T'S.

Teorema 4.4.6 (Entornos totalmente normales) Dado p € S, existen un abierto
WcCSconpeW yund=35W)>0 tales que

1. Para cada g € W, B(q,6) es bola geodésica (es decir, exp, estd definida en B(0,0) C
T,S y es un difeomorfismo de B(0,6) en B(q,0)).

2. Para cada g € W, W C B(g,9).

(A este W se le llama un entorno totalmente normal de p).
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Demostracion. Por la Proposicién 4.4.4, existen abiertos V C Ay U C S con (p,0) € V
y p € U, tales que (m,exp): V — U x U es un difeomorfismo. Por el Lema 4.4.4, existe
un abierto W C S y un 6 > 0 tales que p € Wy (p,0) € W(J) C V. Veamos que este W
cumple 1: Sea ¢ € W. Como {q} x B(0,6) C W(§) C V C A, entonces exp, estd definida
en B(0,0) C T,S. Ademds, la restriccién del difeomorfismo (7, exp) a {q} x B(0,0) es
(q,v) = (q,exp,v) (aqui g es fijo), luego exp, es un difeomorfismo de B(0, §) en su imagen
y por tanto B(q,d) es bola geodésica.

Cualquier abierto W7 C W que contenga a p cumplira ! con el mismo 4. Por tanto, para
terminar bastard probar que existe un abierto 3W; C W con p € W tal que Wy C B(q,9)
para cada ¢ € Wj. Como W(J) es abierto de T'S contenido en V, la Proposicién 4.4.4
implica que (7, exp)(W(d)) es un abierto de U x U que contiene a (p,p), luego existe un
abierto W C W tal que (p,p) € W1 x Wy C (m,exp)(W(0)). Esta dltima inclusién implica
que dado g € W1, {g} x W1 C {(g,exp,v) | [v]|* < 6%} = {q} x B(q,9). O

Nota 4.4.1
1. Un entorno totalmente normal es entorno normal de todos sus puntos.

2. Si W es un entorno totalmente normal de p € S con radio asociado § > 0y q1,q2 € W,
entonces existe una geodésica v que parte de ¢; y llega a go: basta considerar la bola
geodésica B(q1,9), que contiene a W. Ademds, «y es la tinica* curva C°° a trozos con
esos extremos que minimiza la distancia. v podria no estar contenida en W, aunque
si lo estard en B(q1,0). De hecho, puede conseguirse que 7y esté contenida en W sin
mas que tomar un entorno estrictamente convero® dentro de W, subconjunto que
seguira siendo un entorno totalmente normal de p con el mismo § asociado.

Recordemos que una curva continua « : [a,b] — S se dice C*° a trozos si existen ty =
a <t <...<tp =" tales que a\[ti_ui] es diferenciable, Vi = 1,...,k. Si 1l < i < k,
entonces los vectores tangentes o/ (t; ) y o/ (t]") existen pero no tienen porqué coincidir. A
t1,...,tx_1 se les llama vértices de a.

Corolario 4.4.4 Sea « : [a,b] — S una curva C* a trozos y [a,b]* =
Si L(a)? = d(a(a),a(b)) y eviste un ¢ > 0 tal que ||o/]| = ¢ en [a,b]
geodésica (en particular, a es C).

[a, b]—{vértices de a}.
*, entonces a es una

Demostracion. Basta probar que dado tg € (a,b), 3e > 0 tal que alj,—c4,4e €5 una
geodésica. Fijemos tyg € [a,b] y sea W un entorno totalmente normal de a(tg) con radio
asociado ¢ > 0. Por continuidad, 3¢ > 0 tal que a([tg —&,to + €]) C W. Por la Nota 4.4.1,
existe una geodésica v uniendo a(tg — €) con a(ty + ) que ademds cumple

4En el sentido del Teorema 4.3.1.
5No estudiaremos este tipo de entornos.
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w L(y) =d(at) —¢),aty +¢)),

» v es la tnica curva (salvo reparamerizaciones) con sus mismos extremos y la menor
longitud posible.

Como a\[to,mo +¢] tiene los mismos extremos que 7 y minimiza la longitud entre ellos
(porque minimiza de a a b), alj,—c4,+e €8 una reparametrizacién no decreciente de 7,
ie. a\[to_a,toﬁ] = 70 ¢ donde ¢ es una funcién derivable a trozos con ¢’ > 0 donde
tenga sentido. Como o = (yo ¢)d y ||[&]],]7]| son constantes en [ty — &,tg + &]* =
[to — &,to + €] N [a,b]*, existird un ¢; > 0 tal que ¢ = ¢ en [ty — &,t9 + £]* (0jo: 1
no depende de la componente de [ty — €,t9 + £]*), luego ¢ es afin en cada componente
de [to — &,t0 + €]*, con la misma pendiente en cada componente. Como ¢ es continua,
concluimos que ¢ no tiene vértices en [ty — €, to + €], luego tampoco los tiene a. Por tanto,
@[tg—e,to+<] €8 Una reparametrizacién afin de v luego ;¢ 4,4 s geodésica. O

Aunque no la usaremos, enunciaremos una importante consecuencia de los entornos
totalmente normales sobre unicidad de isometrias locales. Grosso modo, las isometrias
locales estan determinadas por su valor en un punto y por su aproximacion lineal en ese
punto, tal y como les ocurre a las geodésicas.

Corolario 4.4.5 Sean f,h : S1 — Sy isometrias locales entre dos superficies, con St
coneza. Supongamos que existe p € Sy tal que f(p) = h(p) y df, = dhy. Entonces, f = h
en Si.

Demostracion. Sea g € S1. Como S; es conexa, existe una curva continua « : [0, 1] — S;
tal que a(0) = p,a(1) = ¢q. Recubrimos ([0, 1]) por entornos totalmente normales W,
de cada «(t). Por ser a([0,1]) compacto, podemos extraer un subrecubrimiento finito
Wat1)s - - - » Wa(ty)- Reordenando los indices, podemos suponer Wy, ) N Wy, # Oy
P € Wa)s ¢ € Wy, Veamos que f = h en Wy, vy habremos terminado (basta
repetir el proceso hasta llegar a ¢): Dado x € Wy ), existe una geodésica v de S con
~v(0) = p,¥(1) = z. Como f,h son isometrias locales, entonces f o~y y ho~ son geodésicas
de S5. Ademads tienen las mismas condiciones iniciales, luego f oy = h o+, en particular

f(z) = h(z). O
Empezamos ya los preparativos de la prueba del Teorema de Hopf-Rinow. A partir

de ahora, S C R? representard una superficie conexa, lo que nos permite considerar la
distancia d definida en (4.1). Por tanto, (S, d) es un espacio métrico.

Lema 4.4.5 Seap € S tal que exp,, estd definida en todo T},S. Entonces, todo punto q € S
puede unirse a p por una geodésica que minimiza la longitud.

Demostracion. Fijemos ¢ € S y sea R = d(p,q). Tomemos r > 0 tal que S(p,r) es un
circulo geodésico. ;Cudl es la direccién del camino mds corto de p a q? Sea f : S(p,r) — R
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la funcién distancia a ¢, f(x) = d(z,q), * € S(p,r). Como S(p,r) es compacta, existe
un punto zg € S(p,r) donde f alcanza un minimo. Para este ¢, existe un tnico vector
v € TS con |lv]| =1 tal que exp,(rv) = xg. Veamos que ¥(t) = (¢, p,v) es la geodésica
buscada: primero, v estd definida en todo R por hipdtesis. Como ~ esta p.p.a., tenemos
L(7)f =t para cada t > 0. Basta entonces comprobar que y(R) = ¢. Sea

A={te R | d(t),q) = R—t}.
A es cerrado (es el conjunto de coincidencia de dos funciones continuas).
Afirmacién 4.4.1 r € A (luego A # ).

Demostracion de la Afirmacion 4.4.1. R = d(p,q) < d(p,xo) + d(xo,q) = r + d(xo, q). Por
tanto, d(y(r),q) = d(xg,q) > R — r. Veamos que la desigualdad estricta es imposible: por
reduccién al absurdo, supongamos d(zg,q) > R — r. Tomamos € > 0 tal que R —r +¢ <
d(zp,q). Como R+ ¢ > R = inf{L(«) | o curva uniendo p, ¢}, existird una curva C* a
trozos a : [0,1] — S con a(0) = p,a(l) = ¢ tal que R < L(a) < R + €. Por conexién,
existe un punto = € ([0, 1]) N S(po, 7). Asi, 7 + L(a)i < L(a)y + L(a)i = L(a) < R+«
luego d(z,q) < L(a)t < R—r +e < d(xg,q), lo que contradice que zo es minimo de f.

Afirmacién 4.4.2 sup A = R.

Demostracion de la Afirmacion 4.4.2. sup A existe porque [r, R] es acotado y por la
Afirmacién 4.4.1. Basta probar que dado tg € A con ty3 < R, existe § > 0 tal que
to + 6 € A. Elegimos § > 0 tal que to +3d < Ry S(y(to),0) es un circulo geodési-
co. Usando el razonamiento hecho hasta ahora, existird un punto yo € S(y(to),d) don-
de d(-,q)|s(y(ty),s) alcanza su minimo. Por la Afirmacién 4.4.1 en este caso, tenemos
d(yo,q) = d(v(to),q) — 0 = R —ty — 0 (porque ty € A). Sea 7 : [0,6] — S la tnica
geodésica tal que 7(0) = ~(to), 7(0) = yo, L(7) = d(~(to),y0) = d (ndtese que ¥ no
tiene porqué estar definida en todo R). La curva 'y|60 U~ es C* a trozos, une p con
yo v tiene velocidad cte. 1 en norma donde tenga sentido. Si vemos que 7]60 U5 mi-
nimiza la longitud entre sus extremos, sera diferenciable por el Corolario 4.4.4. Por la
desigualdad triangular, R = d(p,q) < d(p,vo0) + d(v0,q) = d(p,y0) + R — to — 9, luego
d(p, yo) > to + 6. Entonces L(v[[9 UF) = L(y|") + L(7) = to + 8 < d(p, yo) < L(|? U7),
luego 'y|6° U7 minimiza la longitud entre sus extremos, y por tanto es diferenciable en ~y(ty).
Como 7]60 y 7 son geodésicas con las mismas condiciones iniciales en 7(%p), coincidiran:
~(t) = y(t + to), Vt € [0,0]. Veamos ya que top+ 9 € A: tg + d < R por definicién de 4, y
d((to +8),0) = 9(7(6), 4) = d(yo,0) = R— to — b. 0

Dado p € Sy r > 0 (no necesariamente radio geodésico), denotaremos por By(p,r) a
la bola métrica en (S, d) centrada en p y de radio r. Sabemos que para radios geodésicos,

By(p,7) = B(p,r) = exp,(B(0,7)).
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Lema 4.4.6 Seap € S tal que exp,, estd definida en todo T,S. Entonces, exp,(B(0,7)) =
By(p,r) ¥r > 0 (aunque la exponencial no tiene porqué ser un difeomorfismo).

Demostracion. Fijemos r > 0. La inclusién exp,(B(0,7)) C Bqa(p,r) se deduce directa-
mente de la definicién de distancia (4.1). Reciprocamente, si ¢ € By(p,r) entonces el
Lema 4.4.5 implica que existe una geodésica minimizante v uniendo p con q y p.p.a. Asi y

se escribe (t) = exp,,(t7/(0)) luego ¢ = ¥(d(p, q)) = exp,(d(p, ¢)7'(0)) € exp,(B(0,7)). O

Lema 4.4.7 Sea~y : [0,ty) — S una geodésica para la que existe el limite g = Hmt—ng ~(t) €
S. Entonces, v puede extenderse como geodésica a [0,ty + €) para cierto € > 0, con
Y(to) = q.

Demostracion. Claramente podemos suponer 7 p.p.a. Tomemos un entorno totalmente
normal W de ¢, con radio asociado 6 > 0. Como la curva 7 : [0,¢9] — S dada por

_ 1) si0<t<tg

V(t):{ ’YE]) sit=tg
es continua y 7(tp) = ¢ € W que es abierto, existe t; € [0,tg) tal que ¥((¢1,to]) C W. Como
q= h’mlHlta v(t), podemos tomar t' € (t1,tp) tal que d(y(t'),q) < %. Como ~(t') e Wy
éste es un entorno totalmente normal, B(y(t'),0) es bola geodésica. Por tanto, todas las
geodésicas radiales p.p.a. saliendo de (t') estdn definidas al menos, en (—d,4). Como = es
una de estas geodésicas radiales salvo una traslacién de pardmetro, deducimos que y esta
definida en [/, + 0] y minimiza la longitud de v(¢') a (¢’ + ¢). Como d(y(t'),q) < g, en
particular v estd definida en £y, donde toma el valor q. O

Demosracion del Teorema de Hopf-Rinow, enunciado en el Teorema 4.4.1.

1 =2. Sea p € S. Probar que exp,, estd definida en todo 7,5 equivale a demostrar que
para cada vector v € T,S con [[v|| = 1, la geodésica y(t) = exp,(tv) estd definida en
todo R. Supongamos entonces que para un v € 7,5 con ||v|| = 1, y(t) estd definida
en [0,%y) pero no en ty (sabemos que v estd definida al menos en un entorno de
cero). Si probamos que existe el limite lim, Sty ~(t) € S, entonces el Lema 4.4.7

producird la contradicciéon buscada. Sea {tx}r C [0,t0) con tr 7 to. {v(tx)}r es
una sucesién de Cauchy en (S, d) porque d(y(tx),v(t)) < L(’y)i; = |ty — t;]. Como
(S,d) es un espacio métrico completo, {v(tx)}r es convergente luego existe ¢ € S

tal que y(tx) — ¢ cuando k — oo. Para probar que h’mt_)ta ~v(t) = ¢, veremos que
h’mt_ﬁ;(T d(v(t),q) = 0: Fijo t € [0,t0). Entonces, d(v(t),v(tx)) < L(7)* = [t — t;].
Tomando k — oo, tendremos d((t), q) < |[t—tol, y esto es cierto para cada t € [0, t).
Por tanto 0 < lfm, d(y(t),q) < lm, |t —to] = 0 luego lm, () = q.
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2 = 3. BEvidente.

3 =4. En un espacio métrico, todo compacto es cerrado y acotado. Reciprocamente, si
A C S es cerrado y acotado, entonces A C By(p, R) para cierto R > 0 (p es el punto
de S donde suponemos que exp, estd definida en todo T »S). Por el Lema 4.4.6,

By(p, R) = exp,(B(0, R)) C exp,(B(0, R)). Como exp,(B(0, R)) es imagen continua
de un compacto, también es compacto. Como A es cerrado dentro de un compacto,
también sera compacto.

4 =1. Sea {px}r C S una sucesién de Cauchy respecto a la distancia d. Como {py}x es
acotada, existe R > 0 tal que {px}r C Bi(p, R), que es compacto (p es cualquier
punto de S). Por tanto, {py}; admite una parcial convergente. Pero una sucesién de

Cauchy con una parcial convergente es ella misma convergente.

Finalmente, la dltima afirmacion del Teorema 4.4.1 es consecuencia de Lema 4.4.5. O
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4.5.

1.

. Sea a > 0. Encontrar una isometria local del helicoide H, = {(z,y,2) € R?| zsin(z/a)

Ejercicios.

Sea v: [a,b] — S?(po,r) una curva p.p.a. con valores en la esfera de radio 7 > 0y

centro pg € R3. Demostrar que v es una geodésica si y sélo si r2y” +v —pg = 0 en

[a, b]. Integrar esta EDO para deducir que
V() = po + cos(t/r)(p — po) + sin(t/r)rv,

donde p € S%(pg,r) y v € TpSQ(poﬂ"), o] = 1.

. Sea: [a,b] — C una curva p.p.a. con valores en el cilindro C = {(z,y, 2) | 2®+y? = 1}.

Demostrar que v es una geodésica si y sélo si
2"+ 1 (=0, y'+[1—-()y=0, /=0 en]a,b],
donde ~(t) = (x(t),y(t), z(t)). Integrar esta EDO para deducir que
~(t) = (o cos(at) — yo sin(at), yo cos(at) + xo sin(at), bt + zp) ,
donde (z9,%0,20) € C'y (a,b) € S*(1) C R

Probar que todo meridiano (convenientemente parametrizado) de una superficie de re-
volucién es una geodésica. Por meridiano se entiende la imagen de la curva generatriz
por un giro alrededor del eje de rotacién. Demostrar también que un paralelo (es decir,
la circunferencia obtenida al girar un punto py de la curva generatriz) es una geodésica
si y sélo si pg estd a distancia critica al eje de giro.

Demostrar que dado un punto p = (,y,2) en el cilindro C = {2? +y? = 1}, la
exponencial exp,,: T,C = {(—ay, az,b) | (a,b) € R*} — C viene dada por:

exp,(—ay,azr,b) = (rcosa — ysina,ycosa + xrsina, b+ z).

Demostrar que la restriccién de exp, es a U = {(—ay,ar,b) € T,C | —7 <a < 7}
es un difeomorfismo, y que el correspondiente entorno normal V = expp(U) es V =
C—{(-2,—y,\) [ e R}.

ycos(z/a)} en la catenoide C, = {(z,y,2) € R? | 22 + y? = a®cosh?(z/a)} = a - C}.

Sea a: [a,b] — S una curva diferenciable en una superficie S. Se define la energia de «
como

b
E(a) = / o ()2 dt.
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Demostrar que la relacién entre la energia y la longitud es
L(a)? < (b—a)E(a),

y que la igualdad es cierta si y sélo si « estd parametrizada proporcionalmente al arco.

. Sea F': [a,b] X (—e,e) — S una variacién diferenciable de una curva «: [a,b] — S en

una superficie .S, con campo variacional V. Probar que si definimos Er(s) = E(Fj)
(energia de la curva longitudinal Fy), entonces la primera férmula de variacion de la
energia viene dada por

1 b
2E%@)=<V1®,a%®>—KVTaLaTa»—-/mU/@%a”@»dt

Deducir que E%(0) = 0 para toda variacién propia de « si y sélo si « es una geodésica.
En este sentido, la energia es un funcional mas apropiado para estudiar geodésicas que
la longitud, que no distingue reparametrizaciones.

Probar que si 7: [a,b] — S es una curva diferenciable que minimiza la longitud entre
todas las curvas diferenciables a trozos a: [a,b] — S con a(a) = v(a) y a(b) = v(b),
y 7y estd parametrizada proporcionalmente al arco, entonces v minimiza la energia entre
todas las curvas con sus mismos extremos (en particular, v es una geodésica).

Probar que si 7v: [a,b] — S es una curva diferenciable que minimiza la energia entre
todas las curvas con sus mismos extremos, entonces <y es una geodésica y minimiza la
longitud entre todas las curvas con sus mismos extremos.

TRIEDRO Y ECUACIONES DE DARBOUX.

Sea S C R? una superficie orientable con aplicacién de Gauss N: S — S? y segunda
forma fundamental asociada . Dada una geodésica p.p.a. v: I — S definida sobre un
intervalo I C R, se definen

T=4', Ny=No~vy, B=TXxN,.

Asi, T,N,,B: I — S? son aplicaciones diferenciables y {T, N,, B} forman una base
ortonormal positiva de R? (llamada triedro de Darbouz) con T'(t), B(t) € TS para
cada t € I. Probar las siguientes igualdades (ecuaciones de Darbouz):

T' = o,(T,T)N,,
(N,) = —o(T,T)T — 0, (T, B) B,
B' = 0,(T, B)N,,.
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11.

12.

13.

CURVATURA GEODESICA Y GENERALIZACION DE LAS ECUACIONES DE DARBOUX
PARA UNA CURVA P.P.A.

Sea S C R? una superficie orientable con aplicacién de Gauss N: S — S? y segunda
forma fundamental asociada o. Dada una curva diferenciable y p.p.a. a: I — S definida
sobre un intervalo I C R, se definen

T=d, Ny=Noa, B=TXxN,.

Asi, T, N,, B: I — S? son aplicaciones diferenciables y para cada t € I, {T, N,, B}
forma una base ortonormal positiva de R3, que también llamaremos triedro de Darbouz
ya que generaliza la situacién del ejercicio 10.

(A) Probar que 7" = (&) 4 k;, N, donde k,, = 0(T, T) es la curvatura normal de
S en la direccién de /.

(B) Demostrar que ()7 lleva la direccién de B. Por tanto, podemos escribir (o) =

kg B, donde Ky = (@, B) = —det(c/a", N,) se llama la curvatura geodésica

de a. Concluir que « es una geodésica de S si y sélo si su curvatura geodésica se

anula idénticamente.

(C) Probar que T" = k4 B + iy, N (comparar con la primera ecuacién de Darboux del
ejercicio 10).

(D) Demostrar que (N,) = —k,T — 04(T, B)B, es decir, la segunda ecuacién de
Darboux del ejercicio 10 se cumple sin cambios en este caso mas general.

(E) Probar que B’ = —kyT + 04(T, B)N, (comparar con la tercera ecuacién de
Darboux del ejercicio 10).

(A) Sea p un punto de una superficie orientable S C R® y v € 7,9, |jv| = 1, tal
que op(v,v) # 0, donde o es la segunda forma fundamental de S asociada a una
aplicacién de Gauss N. Supongamos que la geodésica v: I — S con condiciones
iniciales v(0) = p, 7'(0) = v es plana, es decir existen pg,a € R3, ||al| = 1, tales
que

((t) - pora) =0,

para todo t € I. Usar las ecuaciones de Darboux para probar que existe un intervalo
abierto J C I que contiene a cero tal que 7/ x N, = £a en J y que dN,(v) es
paralelo a v (es decir, v es un vector propio de dNN,).

(B) Probar que si todas las geodésicas de una superficie conexa son curvas planas,
entonces la superficie es totalmente umbilical, esto es, es un abierto de un plano o
de una esfera.

iQué se puede decir de una superficie orientada S cuya aplicacién de Gauss N: S —
S?(1) es una isometria global?
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14.

15

16

17

18.

19.
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i Existe una parametrizacién X: U — S?(1) paralaque E=1, F=0y G =17

Sea X = X (u,v) una parametrizacién de una superficie S C R? tal que los coeficientes
de la primera forma fundamental son £ = G, F = 0 (a una tal parametrizacién se le
llama isoterma). Demostrar que S es una superficie minima si y sélo si X es arménica,
es decir, Xy + Xpw = 0.

Sea S = {(z,y,2) € R3 | 2 =0, 22 + y? < 1}. Demostrar que si f: S — S es una
isometria local, entonces f(0,0,0) = (0,0,0).

Se considera la catenoide S = {(z,y,2) € R3 /22 + y? = cosh?(2)}.

(A) Calcular una aplicacién de Gauss de S. Dado p = (x,y, z) € S, comprobar que los
vectores e; = (—y,z,0) y ea = (z sinh(z),y sinh(z), cosh(z)) definen una base
ortogonal de T},5.

(B) Probar que {e1,e2} es una base de direcciones propias del operador de Weingar-
ten de S en p. Calcular K(p) y H(p), y clasificar los puntos de S atendiendo al
comportamiento de K (p).

(C) Sea Il = {(z,y,2) € R3 /& = 0}. Se considera la aplicacién f : IT — S definida
por:

f(0,y, z) = (cosh(2) cos(y), cosh(z) sin(y), 2).
Probar que f es un difeomorfismo local cuya diferencial en cada punto conserva
los dngulos. jEs f una isometria local?

(D) Sea «y: I — II una geodésica p.p.a. en II. Estudiar bajo qué condiciones se cumple
que f o~y es una geodésica de S.

Paracadan € N, n > 2, sea S, = {(z,y,2) € R? | 2 = ¢,(x,9)}, donde ¢,,: R? = R

es la funcién dada por ¢, (x,y) = 2™ — y".

(A) Calcular K(p) y H(p), siendo p = (0,0,0). En base a lo obtenido, deducir qué tipo
de punto es p en funcién de n.

(B) Estudiar de forma razonada la posicién local entre S,, y el plano afin tangente a
Sy en p=(0,0,0).

(C) Demostrar que S,, es difeomorfa a S,, para cualesquiera n.y m. ;Son S, y Sy,
isométricas si n # m?

(D) Obtener una geodésica de S,,.

En el hiperboloide de una hoja H = {(z,y,2) € R? / 22 + y* — 22 = 1} se considera el

punto po = (1,1, 1). Encuentra explicitamente dos geodésicas de H que pasen por py y
tales que sus respectivos vectores tangentes en pg sean linealmente independientes.
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20.

21.

22.

23.

24,

25.

Se considera el conjunto S = {(z,y,2) € R3 | 2?2y’ — 2% = —1}.

(A) Demostrar que S es una superficie orientable y calcular una aplicacién de Gauss.

(B) Probar que S tiene dos componentes conexas, y que cada una de ellas es difeomorfa
a un plano.

(C) Estudiar si py = (0,0,1) y p— = (0,0,—1) son puntos umbilicales de S.
(D) Probar que las rotaciones alrededor del eje z y la reflexién con respecto al plano

{# = 0} son isometrias de S. Parametrizar la interseccién S N {z = a} y estudiar
si es 0 no una geodésica de S.

Sea I C R un intervalo abierto y a : I — R3 una curva p.p.a. con curvatura positiva.
Supongamos que «(I) estd contenida en una esfera S y que todas las rectas binormales
de « son tangentes a S. Prueba que « es una geodésica de S.

Sea S C R3 una superficie, I C R un intervalo abiertoy o: I — S una curva p.p.a. con
curvatura positiva. Supongamos que « es una linea asintética de S.

(A) Prueba que si {tq,nq, b} es el triedro de Frenet de «, entonces {t,,n,} es una
base ortonormal de T,.5.

(B) Calcula la matriz de la segunda forma fundamental de S respecto de la base {t,, 74}
y concluye que la curvatura de Gauss de S a lo largo de « viene dada por

Koa=—04(d/,n4)* = —72,

donde 7, es la torsidn de a.

Sea C' la curva plana contenida en el plano {z = 0} formada por los puntos (0, y, z) que
equidistan del punto (0,2,0) y del eje z. Sea S |a superficie que se obtiene revolucionando
C alrededor del eje z.

(A) Encuentra una parametrizacién de S y una aplicacién de Gauss N de S.
(B) Calcula la curvatura de Gauss y la curvatura media de S respecto de N.
(C) Da explicitamente un punto de Sy describe geométricamente una geodésica de S

que pase por dicho punto.

Sea S C R3 una superficie y v: R — S una geodésica en S. Prueba que para cada
t,s € R se cumple

exp, () (57 (1) = 7(t + 5).

Sean S una superficie y II un plano afin, que se cortan formando un dngulo constante
f £ 0 a lo largo de una curva regular C' C S NII. Supongamos que a: I — C es una
parametrizacién por el arco de C.
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27.
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(A) Prueba que « es una linea de curvatura de S.

(B) Demostrar que la curvatura principal de S asociada a la direccidn principal o es
(salvo el signo) ko sen @, donde ki, es la curvatura de o como curva plana.

(C) Probar que si C estd contenida en una recta, entonces « es una geodésica de S.

Sea B(p,r) una bola geodésica en una superficie S C R?, de centro p € Sy radio r > 0.
Probar que si f,g: B(p,r) — S’ son dos isometrias locales de B(p,r) en una superficie
S’ C R? con f(p) = g(p) y df, = dgp, entonces f = g en B(p,r).

Sea f: R — R una funcién diferenciable y positiva definida sobre un intervalo abierto
I CcR. Seaa:R— {y=0,2 >0} las curva plana dada por a(t) = (f(t),0,t) y Sy la
superficie de revolucidn generada al girar la traza de « alrededor del eje z.

(A) Calcular las curvaturas de Gauss y media de Sy. Clasificar los puntos de Sy en
funcién de la curvatura de a (como curva plana). jPuede tener Sy puntos de tipo
plano?

(B) Probar que si Sy es cerrada y llana, entonces Sy es un cilindro circular recto.

(C) Dadas f,g: I — R funciones diferenciables y positivas, encontrar un difeomorfismo
entre las superficies Sy y Sy.

(D) Sea tg € I. Probar que el paralelo generado por «(ty) es geodésica de Sy si y sélo
si f/(t0> =0.

Sea a: I — S?(1) una curva p.p.a. Se llama cono sobre « a la superficie S, parame-
trizada por la aplicacién X : RT x I — S, dada por X (t,s) = ta(s) (se supone que «
cumple las condiciones para que S sea superficie).

(A) Demostrar que S, es orientable y llana.

(B) Probar que las homotecias de R? centradas en el origen son difeomorfismos de S
en si misma.

(C) Probar que S, tiene curvatura media constante si y sélo si « es una geodésica de
82(1). Ademas, en tal caso, S, es un abierto de un plano afin.

(D) Demostrar que si a, 3: I — S?(1) son dos curvas p.p.a., entonces los conos S, y
Sj3 son superficies isométricas.

(E) Estudiar si la curva a es o no geodésica de S,.

Considera el conjunto S = {(z,y,2) € (=3, %) X (=5,%) xR | e* = =4

cosx J-°
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31.

32.

33.
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a) (0,5 puntos) Encuentra una parametrizacién global de S (en
particular, se obtiene que S es una superficie regular de R?).

b) (1 punto) Calcula el plano tangente en un punto arbitrario
de S, asi como una aplicacién de Gauss de S.

¢) (1 punto) Calcula la curvatura de Gauss K y la curvatura
media H de S.

d) (1 punto) Describe geométricamente cuatro geodésicas que
pasen por el punto p = (0,0,0) con vectores tangentes lineal-
mente independientes dos a dos.

Se considera la superficie S = {(x,y,2) € R? | 2 = 23 + ¢3}. Clasificar los puntos de S
segun sus curvaturas de Gauss y media. jEs posible encontrar una isometria local entre
el plano {z =0} y S?

Se considera la superficie S = {(z,y,2) € R? | 2 = xy}.
(A) Calcular una aplicacién de Gauss de S. Obtener las curvaturas principales y una
base de direcciones principales de S en el punto p = (0,0,0).

(B) Probar que S es difeomorfa al paraboloide eliptico de ecuacién z = x? 4 32

(C) Calcular las curvaturas de Gauss y media de S. jEn qué puntos de S se anula la
curvatura media?

(D) Obtener las curvaturas principales y una base de direcciones principales de S en el
punto p = (0,0,0).

(E) Probar que las intersecciones de S con los planos {z = a}, {y = b} conveniente-
mente parametrizadas, son geodésicas de S.

(F) (Es posible encontrar una isometria local entre S y el paraboloide eliptico de ecua-
cién z = z2 4 2?7

Se considera el helicoide S = {(z,y,2) € R® | xsenz = ycosz}. Para cada 6 € R se

define la aplicacién fy: S — S dada por

fo(z,y,2) = (xcosl —ysen,xsenb + ycosh, z + 0).

(A) Demostrar que fy estd bien definida y que es una isometria de S.

(B) Se considera el punto de S dado por p = (1,0,0), y la curva a: R — S definida
por a(f) = fp(p). Estudiar si o es una geodésica de S.

iEs cierto que si f: S — S’ es un difeomorfismo local entre dos superficies que cumple
K'(f(p)) = K(p) para cada p € S, entonces f es una isometria local?
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34. ;Es cierto que una homotecia ¢ de R? transforma geodésicas de una superficie S en

35.

36.

37.

38.

geodésicas de la superficie S = ¢(5)?

Consideremos la superficie S = {(z,y,2) € R? | 22 + ¢y*> = 2%, 2 > 0}.

(A) Parametrizar de forma explicita las curvas diferenciables en S que forman un dngulo
constante con el eje z.

(B) ;Cudles de las curvas que han aparecido en el apartado anterior son geodésicas de
S?

Sean a,b > 0. Se considera el subconjunto S,; de R3 definido por:

Sap = {(x,y,2) € R | a®2? + 22 = 1}.
(A) Sea Cup = Sup N {y = 0}. Parametrizar C, mediante una curva plana regular.

Calcular el diedro de Frenet y la curvatura de dicha curva en cada instante.

(B) Demostrar que S,; es una superficie orientable y que su plano tangente en cada
punto contiene a la direccién horizontal (0, 1,0).

(C) Probar que S, es difeomorfa al cilindro circular Sy;.
(D) Demostrar que S, es una superficie llana. jEs umbilical el punto p = (0,0,1/b)?

(E) Sea P = {(z,y,2) € R® | x = 0}. Estudiar para qué valores de a,b > 0 se cumple
que la aplicacién f: P — S, definida por

cosy  seny
07 ) :(77 ) )
FO2) = (S22,

es una isometria local. Para tales valores, jes f la restriccion de un movimiento
rigido?

(F) Sea a: R — Sy la curva dada por a(t) = f(0,t,t). jEs o una geodésica de S,;?
Para cada ndmero real a > 1 se considera el elipsoide dado por S, = {(z,y,2) €
R3 | 2 4+ y* 4 az® = 1}.

(A) Encontrar una aplicacién de Gauss para S,.

(B) Calcular la curvatura de Gauss, la curvatura media y una base ortonormal de direc-
ciones principales de S, en el punto p = (1,0,0).

(C) Estudiar, en funcién de a, cuando el conjunto C, = S, N {z = 0} es la traza de
una geodésica de S,.

Se considera el conjunto S = {(z,y,2) € R? | cosz + cosy + cos z = 0}.
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39.

40.

41.

42.

43.

(A) Demostrar que S es una superficie orientable y calcular el plano tangente de S en
cada punto.

(B) Calcular la curvatura de Gauss, la curvatura media y una base ortonormal de direc-
ciones principales de S en el punto p = (0,7, 7/2).

(C) Para cualesquiera n,m,k € 7Z se define la aplicacién Ty,,i: R? — R? mediante
Tomk(2,y,2) = (x + 2mn,y + 2mm, z + 27k). Demostrar que cada T}, €s una
isometria de S en si misma. jQué relacidn existe entre K o Thog y K7, jy entre
Ho T223 Yy H?

Sea S una superficie conexa y orientable con la propiedad de que todas sus geodésicas
son segmentos de recta. Demostrar que S es un abierto de un plano afin.

Probar que si S es una superficie completa 'y f: S — S’ es una isometria, entonces se
cumple f oexp, = expys) o dfp, para cadap € S.

i Existe un difeomorfismo local f: R? — S?(1)?  y una isometria local? ; Qué respuestas
tienen las mismas preguntas para f: S?(1) — R??

i Es cierto que si S es una superficie cerrada, conexa y orientable con curvatura media
constante y positiva, entonces S es una esfera?

(Material adicional). Los ejercicios que siguen se refieren al material adicional de
este capitulo.

Sea v: [a,b] — S una geodésica en una superficie S C R3y F': [a,b] X (—¢,€) — S una
variacion diferenciable de v con campo variacional V. En este ejercicio probaremos la
sequnda formula de variacion de la energia. Para ello seguiremos los siguientes pasos.

(A) Deducir de la primera férmula de variacién de la energia que
1 oF oF 1" (v oF [02F]"
s gEe = |[Gr 50| - [ G G e
donde []7 denota parte tangente a S.

(B) Derivar en s = 0 la expresion (4.36) obteniendo

9 b
3250 = [T 000l + (oo - b

donde
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(C) Demostrar que en cualquier (¢, s), la componente tangente a la superficie del vector
o (2N _ 2 | (222"
as |\ o ot |\ otos es
(5e-dNF (55))dNF (55) — (35 dNF (55))dNF (57).

donde N representa una aplicacién de Gauss (local) de S. Probar que la dltima
expresion es igual a

(Ko F) (|2F)298 — (9F oFoly |

donde K es la curvatura de Gauss de S (indicacién: para esto dltimo, discutir si en

n (t,s), los vectores %f, %F son linealmente dependientes o independientes).

(D) Deducir que la segunda variacion de la energia es

2
3540 = | 1.0 ] [ Ny [ o [PV - 67, V)

44. Sea ~: [a,b] — S una geodésica en una superficie S C R3. Consideremos el espacio
vectorial €2, de los campos diferenciables a lo largo de v, tangentes a S y que se
anulan en a y en b. Se define la forma indice I,: Q0 x 0,0 — R como la forma
bilineal simétrica asociada a la forma cuadratica

L(V,V) = / {OVYEI2 = (5 0 3) [IWIRIVIE = (', V2] } .

Deducir de la segunda férmula de variaciéon de la energia que para cualquier variacién
propia F' de =, se tiene

1
SERO) = L(V,V),

donde V' es el campo variacional de F'. En particular, si v minimiza la energia entre sus
extremos, entonces I, es semidefinida positiva.

45. El radical de la forma indice definida en el ejercicio anterior es
Rad(Iy) ={V € Q0 | L,(V,W) =0, VW € Q,0}.

Un campo diferenciable V" a lo largo de la geodésica -, tangente a S, se dice un campo
de Jacobi si cumple la ecuacién diferencial ordinaria lineal

(V)T + (Koy) [IIVIPV = (+,V)Y] =0 en [a,b].

Denotaremos por 7, al espacio vectorial (4-dimensional) de campos de Jacobi a lo largo
de . Probar que 7, N Qo = Rad(Z,).
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46. Sea 7: [a,b] — S una geodésica no constante en una superficie S C R3.

(A)

(B)

(©)

Dada f € C*°([a,b]), demostrar que f+' € J, (campo de Jacobi) si y sélo si f es
una funcién afin. Probar también que todo V' € 7, se descompone de forma dnica
como V = f4/+ V<1, donde f es una funcién afiny V4 € J, es ortogonal a 4/ en
todo instante.

Probar que si V' € 7, es ortogonal a 7' en dos instantes distintos t1,t2 € [a,b],
entonces V' L 4/, y que la misma conclusién se da si existe t1 € [a,b] tal que
V(t1), V'(t1) son ortogonales a v/ (t1).

Deducir que la dimensién del radical de I, es menor o igual que 1 (indicacién:
probar que Rad(Z,) C ker(¢), donde ¢: {V € 7, | V(a) = 0} — {f: [a,b] —
R | f afin, f(a) = 0} es la proyeccién ¢(V) = f, donde V. = fv' + V! es la
descomposicién del apartado (A)).



