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COMPLEJOS






“sQuién de nosotros no desearia levantar el velo tras
el que se oculta el futuro; lanzar una mirada a los proxi-
mos adelantos de nuestra ciencia y a los secretos de su
desarrollo durante los siglos venideros? ;Cudl sera el ob-
jetivo hacia el que tendera el espiritu de las generaciones
futuras de matemdticos?. ;Qué métodos, qué nuevos he-
chos revelara el nuevo siglo en el vasto y rico campo de

pensamiento matematico?.”

— David Hilbert (1862-1943) matematico aleman.



[.a Matematica como arte desde el

prisma de los numeros complejos

Juan C. Martinez Moreno

Sr. Rector Magnifico de la Universidad de Granada

Excmo. Sr. Presidente de la Academia de Ciencias Matematicas,
Fisico-Quimicas y Naturales

[Imos. Sras. y Sres. Académicos

Sras. y Sres.

Ante todo, y al comienzo de la lectura de mi discurso de in-
greso en la Academia de Ciencias Matematicas, Fisico-Quimicas
y Naturales de Granada, deseo expresar mi agradecimiento a to-
dos aquellos que han hecho posible mi eleccion como miembro
de tan Ilustre Institucion. Esta manifestacion no es un hecho pro-
tocolario ni obligado, es simplemente algo que brota de una for-
ma natural de mi interior y que me llena de satisfaccion. Gratitud
en particular, al Excelentisimo presidente de la Academia, Profe-
sor Gonzalez Caballero y al Ilustrisimo Profesor Canada Villar por
haberme instado y alentado a solicitar mi ingreso en la mencio-

nada Institucion. Ademas, mi amigo, el Profesor Cafiada ha tenido
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la generosidad de aceptar ser mi padrino y pronunciar el discur-
so de contestacion; muchas gracias Antonio. Espero no defrauda-
ros y desde este momento me pongo a disposicion de la Acade-
mia para la realizacion de cuantas tareas que, como académico,
me encomendéis. He venido a aprender, algo natural en mi com-
portamiento y por consiguiente no dudaré en consultar y recabar
de la sapiencia de cada uno de vosotros. Sobre mis hombros recae
una responsabilidad que, sinceramente, creo no tener méritos pa-
ra

afrontar. Nunca imaginé que personalidades del mundo del saber
me acogieran como uno mas de ellos y en este momento la me-
jor forma de expresar mi sentimiento es acudir a la siguiente frase
pronunciada por el miembro de esta Academia, el Profesor Bata-

ner, en su discurso de entrada:

“Me reencuentro con muchos de vosotros, viejos amigos, sabios
admirados, maestros de la ciencia y de la duda, pensadores. Sien-
to vuestra afabilidad acogedora y vuestra mano amable que me

»

tendéis diciendo: “Ven; entra”

He de confesar que a lo largo de mis estudios de Licencia-
tura, y dada la educacion que me dieron mis padres, mi interés en
la Matematica residia en su aplicacion. Pero a medida que avan-
zaba en los estudios comencé a comprender que, si deseaba lle-
var a cabo mi proyecto, necesitaba poseer una sélida formacion
en lo que se suele llamar Matematica pura. Ello, unido al curso de
Anadlisis Funcional que tuve la suerte de recibir bajo el magisterio
de mi querido Profesor Fuentes, fue la semilla que pronto broto y

despertaron en mi el amor a las matematicas por si mismas. En
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sus redes me encontré prisionero y definitivamente a través de la
realizacion de mi Tesis Doctoral bajo la direccion de mi Maestro,
el Profesor Rodriguez Palacios, aprendi a captar su belleza. Hoy en
dia no tengo la menor duda de que las matematicas, con mayuscu-
las, constituyen un arte que desgraciadamente es minoritario. No
es por casualidad que los grandes pilares del desarrollo que hoy
disfrutamos provengan del empeno, por parte de una generacion
de matematicos en hacer de la Matematica un arte. Generacion
que alcanzo su esplendor entre la segunda parte del siglo XIX y
primera del XX. Esta vision de las matematicas es la que he tratado
de inculcar a mis alumnos a lo largo de los anos, convencido de
que el tratamiento que se debe hacer ante la presencia de un teo-
rema matematico debe ser igual al que se hace cuando uno esta,
por ejemplo, ante la contemplacion de un cuadro. Precisamente el
objeto de mi discurso es el de tratar de introducir a ustedes en este
arte, sin olvidar que una de las funciones mas importantes de la

Matematica es la de ensenar al hombre a ser libre.



1 Elementos de la Fundamentacion

de las Matematicas

Deseo comenzar esta seccion con una afirmacion que en
parecidos términos era realizada por Paul Richard Halmos (1916-
2006) en 1958 y que hoy en dia, después de haber pasado mas de
medio siglo, sigue manteniendo su vigencia. Es bien conocido que
a partir de la segunda mitad del siglo XVII los avances de la Cien-
ciay Tecnologia se han ido desarrollando a un ritmo cada vez mas
acelerado. Mucha gente tiene la sensacion de que las matematicas
han jugado un gran papel en este progreso y, sin embargo, creen
que éstas constituyen un cuerpo de verdades eternas, descubier-
tas por antiguos sabios y que fisicos, economistas, ingenieros y
cientificos en general, utilizan en el desarrollo de su trabajo. He
de decir que nada esta mas lejos de la realidad. La Matematica es
un “ser” vivo y como tal crece, evoluciona y va perfeccionando-
se dia a dia; de su desarrollo dependen no solamente investiga-
ciones basicas, mas o menos tedricas, donde usualmente prima la
belleza, sino también nuestro progreso en situaciones cotidianas

de nuestros dias.

Desde hace muchos afos las matematicas se han caracte-
rizado por presentar dos aspectos que se alimentan mutuamente.
En un principio las matematicas sirvieron para suministrar el len-
guaje adecuado para explicar las leyes de la naturaleza. Galileo Ga-
lilei (1564-1642) afirmaba: “El gran libro de la naturaleza puede ser

5
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leido solamente por aquellos que conocen el lenguaje en el cual
esta escrito, y ese lenguaje es el de las matematicas”. Este aspecto
de las matematicas de servicio a otras ciencias o de dar respuesta
a los desafios tecnologicos del momento, es decir su utilidad, es lo
que algunos propugnaron y propugnan ser las matematicas que
interesan y que, como René Descartes (1596-1650) afirmaba, ha-
cen alos hombres duefios y dominadores de la naturaleza. Johann
Karl Friedrich Gauss (1777-1855), conocido por el sobrenombre de
“Principe de las matematicas”, tomé como suyo el siguiente lema:
“Tua, Naturaleza, eres mi diosa. A tus leyes estan sujetos mis servi-

cios”.

Existe otra vertiente de la Matematica conocida como la “de-
mostracion” que hunde sus raices en los grandes clasicos: Euclides
(325-265 a.C), Arquimedes (287-212 a.C) y Apolonio (su vida coin-
cidio aproximadamente con el siglo I (ver [98])). La obra de Eu-
clides titulada “Los elementos” (ver [92]), escrita unos trescientos
anos antes de Cristo, proporciono al mundo matematico la nocion
de demostracion matematica que abarca mas alla de la pura orga-

nizacion logica de todo un cuerpo de conocimientos matematicos.

Efim Zelmanov (1955- ), Medalla Fields 1994, en su discurso
de investidura como “Doctor Honoris Causa” por la Universidad
de Oviedo (2008), decia: “la demostracion es el alma de las ma-
tematicas y es un concepto bien establecido que se ha mantenido
en su esencia en los ultimos dos mil afnos”. Previamente al esta-
blecimiento de un resultado matematico existe toda una actividad

creadora que consiste en formular una buena conjetura, para lo
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que se requiere inspiracion y emplear, entre otros: imaginacion,
mucha intuicion, curiosidad, experimentacion, un conocimiento
profundo y un duro y paciente trabajo. Por todo ello es por lo que
la Matematica esta muy cercana a las artes. El Profesor Zelmanoy,
en su discurso, anadia: “las matematicas son un arte extrano, mas
elitista que la musica o la escultura. Son también el arte mejor fi-
nanciado, porque son inseparables de su utilidad”. Al emplear el
adjetivo elitista, debemos pensar que Zelmanov se refiere a que
podemos apreciar y disfrutar dichas artes, incluida la pintura, con
algiin conocimiento de la armonia y ritmo o de las formas, color
y composicion; mientras que para despertar esos mismos senti-
mientos en matematicas, es imprescindible un conocimiento mas
profundo de la materia.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), considera-
do como el padre del analisis moderno, decia: “Un matematico
que no es también algo de poeta nunca serda un matematico com-

pleto”.

Bertrand Arthur William Russell (1872-1970) afirmaba: “Las
matematicas poseen no solo la verdad, sino cierta belleza supre-

ma. Una belleza fria y austera, como la de una escultura”.

El Profesor Marcellan (1951- ), en su discurso del acto de
recepcion en esta Academia, nos recordaba una famosa frase del
matematico aleman Hermann Weyl (1885-1955), acerca de primar
la belleza en el desarrollo del trabajo matematico. El campo de in-
vestigacion de Weyl fue la Matematica y Fisica Teorica, y estd con-

siderado como uno de los matematicos mas influyentes del siglo
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XX. En este momento me gustaria resaltar otra de sus famosas ci-
tas recogida en su obra Gesammelte Abhandlungen [299, vol.IV]:
“La pregunta sobre el fundamento y el significado definitivos de la
Mate-matica sigue abierta; no sabemos en qué direccion encon-
trara su solucion ni siquiera si se puede esperar una respuesta ob-
jetiva.

“Matematizar” podria perfectamente ser una actividad creativa del

hombre, como la lengua o la musica”.

La actividad creadora y la actividad recreadora son esencia-
les para el desarrollo de la Matematica. El proceso creativo, no so-
lamente es fundamental para resolver los problemas abiertos si no
también para abordar éstos desde diferentes puntos de vista y pro-
mover nuevas metas. Gran parte de la actividad de los matema-
ticos consiste en buscar nuevas demostraciones de resultados vie-
jos o conocidos. Como afirmaba Paul Richard Halmos (1916-2006),
“una razon para ello es el puro placer; existe un goce estético, con-
sistente en obtener un nuevo punto de vista de un paisaje familiar.
Otra razon es que el creador original raramente alcanzo su obje-
tivo por la ruta mas breve, elegante, eficiente, y raramente llego a
apreciar las conexiones entre la creacion de su mente y todos los
otros campos de la Matematica. Las matematicas han crecido tan-
to en los ultimos dos mil ahos que necesitan ser continuamente
pulidas, simplificadas, sistematizadas, unificadas y condensadas.
De otro modo el problema de pasar la antorcha a cada nueva gene-
racion llegaria a ser casi completamente imposible”. Por otra parte
las ideas matematicas no siempre nacen perfectas y mucho menos

sus demostraciones. A titulo de ejemplo recordemos que, después
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de dos mil afnos de su aparicion, las demostraciones geométricas
de Euclides todavia contenian serias lagunas que fueron subsana-
das por el gran matematico aleman David Hilbert (1862-1943), a
comienzos del siglo XX.

La satisfaccion y alegria, que la Matematica proporciona
cuando se consigue el objetivo perseguido, son comparables a los
que experimenta cualquier artista al contemplar su obra y por tan-

to proporcionan energias para perseverar en el trabajo.

La consideracion de las matematicas como arte estuvo siem-
pre presente a lo largo del tiempo, si bien es verdad que, hasta me-
diados el siglo XIX, con caracter secundario. Por ejemplo es dificil
ver la utilidad practica de los retos que resenamos a continuacion,
los cuales fueron afrontados por matematicos durante muchos
anos. El trabajo lo hicieron persiguiendo fundamentalmente la es-
tética y la belleza pero a su vez consiguieron dar un gran impulso
a areas de la Matematica tales como la geometria, el algebra o la
teoria de numeros. Los retos a los que nos referimos son los si-

guientes:

a) Probar el quinto postulado de Euclides (que aparece por
primera vez en su obra anteriormente citada) el cual afirma
que por un punto exterior a una recta se puede trazar unay

solo una paralela a dicha recta.

Alo largo de la Historia muchos matematicos le dedicaron su aten-

cion, intentando demostrarlo sin conseguirlo.
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b) Labtsqueda de soluciones, por medio de radicales, de ecua-
ciones de grado superior a cuatro, siguiendo la linea que pa-
ra resolver las ecuaciones de grado tres y cuatro aparece en
la obra Ars magna (1545) de Girolamo Cardano (1501-1576).

Histéricamente el primero en desarrollar una formula para ecua-
ciones de tercer grado fue Scipione del Ferro (1465-1526). Niccolo
Fontana, mas conocido por Tartaglia (1499-1557), obtuvo una
formula general para resolver dichas ecuaciones. El descubridor
de la formula para las de grado cuatro, asi como la demostracion
de la féormula de grado tres, fue Lodovico Ferrari (1522-1565), disci-
pulo de Cardano. Aproximadamente tres siglos mas tarde (1826),
Niels Henrik Abel (1802-1829) probo6 que no hay ninguna formula
para obtener los ceros de ecuaciones de grado mayor o igual a cin-
co en funcion de sus coeficientes (ver [1]). En la seccion siguiente,

ampliaremos esta informacion.

c) Los 356 anos que los matematicos emplearon en la prueba
del “Gltimo teorema de Fermat” el cual afirma que: Si n es un
entero mayor que dos, entonces no existen nimeros natura-

les a, by ctales que

a*+b" =",

El teorema fue conjeturado por Pierre de Fermat (1601-1665) en
1637 (ver[292]). En junio de 1993 Andrew John Wiles (1953-)
presento6 la prueba de dicho teorema, [302], ante una conferen-
cia internacional celebrada en el Departamento de Matematicas

Puras de la Universidad de Cambridge. Unos meses mas tarde se
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descubri6 que en dicha prueba aparecian algunos errores los cua-
les pudo salvar Wiles con ayuda de Richard Taylor (1962-). La prue-
ba quedo concluida en octubre del 1994 y en el numero del mes de
mayo de 1995 de la Revista Annals of Mathematics, se publicaron
dos articulos, uno firmado por Wiles [301] y otro por Wiles y Taylor
[277], de los que se sigue la prueba correcta (ver también [73]).

David Hilbert, en su famosa conferencia de 1900 dada en el
Congreso Internacional de matematicos en Paris, escribi6 a propo-
sito de dicho teorema: “Los intentos por demostrarlo nos ofrecen
un singular ejemplo del efecto inspirador que un problema tan es-
pecial puede ejercer sobre la disciplina”. Hoy en dia los resultados
de Wiles han sido extendidos por él mismo y otros autores, tras-
cendiendo su aplicacion a la prueba de la conjetura de Fermat, y
se consideran centrales en la Geometria Aritmética moderna (ver

por ejemplo [177,73]).

Aproximadamente en el primer tercio del siglo XIX comen-
zaron a aparecer las primeras discrepancias publicas acerca del
fin primordial de las matema- ticas. Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830), siguiendo las ideas de Galileo, incluia en su obra Teoria
Analitica del Calor (1822) la siguiente afirmacion: “El estudio pro-
fundo de la Naturaleza es la fuente mas fértil de descubrimientos
matematicos. Este estudio ofrece no solamente la ventaja de una
finalidad bien determinada, sino también la de excluir cuestiones
vagas y cdlculos inutiles. Es un medio de construir el anélisis mis-
mo y de descubrir las ideas que interesan mas y que la ciencia ha
de preservar siempre. Las ideas fundamentales son aquellas que

representan fenémenos naturales”.
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En 1830, Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851) respondia a
Fourier mediante una carta enviada a Adrien-Marie Legendre (1752-

1833), en los siguientes términos: “Es verdad que Fourier tiene la
opinion de que el objeto principal de las matematicas es el interés
publico y la explicacion de fend6menos naturales, pero un cientifi-
co como €l deberia reconocer que el objeto tnico de la ciencia es el
honor del espiritu humano y con esta premisa una cuestion sobre
la teoria de numeros vale tanto la pena como una cuestion acerca

del sistema planetario”.

A lo largo del siglo XIX se vio la necesidad de presentar los
conceptos y resultados matematicos a través de un lenguaje abs-
tracto en contraposicion a como se habia venido haciendo duran-
te los siglos XVII y XVIII, donde los hechos matematicos
aparecian, mas bien, como procesos empiricos que como deduc-
ciones logicas obtenidas a partir de una axiomatica apropiada,
siguiendo el modelo propuesto en Los Elementos de Euclides. A fi-
nales del siglo XIX aparecen numerosos trabajos de gran nivel y ri-
gor matematico. En aritmética destacan los trabajos de Georg Can-
tor (1845-1918) sobre sucesiones y Julius Wilhelm Richard
Dedekind (1831-1916), sobre cortaduras. Dichos trabajos apare-
cen en 1872 y estan dedicados a dar una construccion de los
numeros reales a partir de los racionales (ver [74, 246, 53]). Giuse-
ppe Peano (1858-1932), en 1889 publica su Memoria sobre unos
nuevos métodos de la Aritmética (Torino 1889) donde aparece la
axiomatica de los nimeros naturales que ha llegado hasta nues-
tros dias y que es conocida como los axiomas de Peano (ver [225]).

Por otra parte Hilbert convirti6 las demostraciones de pura



Juan C. Martinez Moreno 13

existencia en potentes herramientas que dieron lugar a la apari-
cion de importantes resultados. Desarrolla la axiomatizacion de la
geometria y la nocion de espacio de Hilbert. En 1899 establece la
definicion axiomatica de los numeros reales, la cual es hoy en dia

mayoritariamente utilizada para introducir dichos numeros.

Hilbert adopt6 la teoria de conjuntos creada por Cantor en
1874, y su fervor por ella queda recogido en su sentencia: “Nadie
puede expulsarnos del paraiso de los pensamientos de Cantor”
(ver [132]). La mencionada teoria ha sobrevivido hasta nuestros
dias, a pesar del rechazo, acorralamiento y dudas que tuvo en sus
comienzos, y ha influido de una forma decisiva en el pensamiento
y desarrollo cientifico del siglo XX. Uno de sus principales equi-
vocados detractores fue Leopold Kronecker (1823-1891) el cual se
empled a fondo a desterrar y corregir, dentro de lo posible, toda
idea cantoriana. Las diferencias cientificas y filosoficas de Kronec-
ker con Cantor degeneraron en una aversion personal, llegando a

calificar a Cantor de “renegado, charlatdan y corruptor de la juven-
tud”.

Hilbert propicio el cambio al sistema axiomatico moderno.
Sus éxitos contribuyeron a que las matematicas se volvieran mas
abstractas dando lugar a la aparicion de nuevas estructuras y por
tanto imponiéndose cada vez mas la idea de que el estimulo crea-
tivo en matematicas no solamente proviene del deseo conocer y
dominar la Naturaleza. El proceso de abstraccion surgio del inte-
rior de las propias matematicas. A esta labor también contribuy6
Paul Bernays (1888-1977), asistente y colaborador de Hilbert, el

cual hizo importantes aportaciones a la teoria axiomatica de con-
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juntos, alalogica matematicay ala filosofia de las matematicas. La
colaboracion de Bernays con Hilbert cristalizo en dos volumino-
sos trabajos publicados en 1934 y 1939 (ver [144,[145]). Una segun-
da edicion revisada por Bernays fue publicada en los afnos 1968-
1970 y una traduccion, de ésta, al francés fue hecha en el 2001 (ver
[112]). Los dos volumenes constituyen una sintesis enciclopédica
de la metamatematica realizada en las dos décadas precedentes a
su publicacion y son un especial hito en el desarrollo de la légica

matematica moderna (ver [259]).

La exposiciOn matematica paso a ser axiomatica, entendien-
do por ello que, si uno desea estudiar un fen6meno de la Naturale-
za u objeto matematico lo primero que debe de hacer es elegir las
propiedades relevantes de dicho fendmeno u objeto, y pasar des-
pués a formular dichas propiedades como axiomas. A continua-
cion, mediante un proceso légico, van apareciendo los resultados.
Este método proporcion6 un crecimiento y diversificacion de la
Matematica de tal magnitud que, en cierta ocasion, Albert Eins-
tein (1879-1955) explico las razones que le llevaron a dedicarse a la
Fisica y no a la Matematica: en Fisica tenia todo el tema bajo con-
trol, mientras que una pequena parcela de las matematicas podia
consumir su vida entera. La siguiente anécdota refuerza el hecho

de que Einstein era un gran matematico.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), uno de los gran-
des pensadores de los siglos XVII y XVIII que invento, entre otras
muchas cosas, el sistema binario, base virtual de todas las arqui-
tecturas de las computadoras actuales, afirmo acerca de la musica:

“La musica es el placer que experimenta la mente humana al con-
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tar sin darse cuenta de que esta contando”. Pues bien, Einstein era
un violinista aficionado y en cierta ocasion se encontraba ensa-
yando una sonata junto a su amigo el gran pianista Artur Schnabel
(1882-1951). Einstein se perdia una y otra vez en un pasaje de la
obra, lo que obligaba a su amigo a detenerse. En una de las inte-
rrupciones, Schanabel con gesto de frustracion se dirigio a Eins-
teiny le espeto: “Albert, ;es que no sabes contar?”.

Lo cierto es que la matematica axiomatica adquirio un gran
desarrollo a finales del Siglo XIX y comienzos del XX. Algunos pen-
saron o llegaron a creer que las matematicas no eran otra cosa que
el estudio de diversos axiomas los cuales serian utilizados, apli-
cando la l6gica, para deducir conclusiones validas. Esta corriente
es lo que se conoce como logicismo (del que hablaremos mas tar-
de) y tuvo su primer antecedente en Leibniz. Grandes matemati-
cos de la época expresaron su preocupacion por este hecho. A titu-
lo de ejemplo citaré al mencionado Hermann Weyl, discipulo de
Hilbert y aspirante, en su tiempo, a ser un matematico tan univer-
sal como su maestro o el mismo Jules Henri Poincaré (1854-1912)
el cual es descrito con frecuencia como el ultimo “universalista”
después de Gauss. Weyl hace un ordenamiento de lo que él consi-
dera como los componentes esenciales del conocimiento. El pri-
mero de ellos es la intuicion (facultad de diferenciar e identificar
el objeto del pensamiento), después le siguen: comprension y ex-
presion, pensamiento de lo posible y finalmente, en lo que con-
cierne a la ciencia, la construccion de simbolos o aparatos de me-
dir. El seguimiento, por parte de Weyl, de la escuela matematica

intuicionista de Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), caus6
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cierto malestar a su maestro “formalista”’; si bien en la ultimas
décadas de su vida dio énfasis a la Matematica como “construc-
cion simbdlica”, acercandose a Hilbert y sobre todo al “simbolista”
Ernst Cassier (1874-1945). En la filosofia intuicionista las entida-
des abstractas se admiten inicamente si son susceptibles de poder
construirse por la mente. Los intuicionistas tienen en comun el re-
chazo a la teoria de conjuntos de Cantor y solamente los objetos 'y
conceptos matematicos que puedan construirse en un niumero fi-
nito de pasos, a partir de los nimeros naturales, son aceptados.
Histéricamente se considera a Leopold Kronecker como el primer

intuicionista o constructivista.

;Qué es lo que estaba pasando para que uno de los matema-
ticos mas influyentes del siglo XX, como es el caso de Weyl, se unie-
ra a la critica de la formalizacion de las matematicas que amena-
zaba con derribar, no solo los avances recientes, sino también las
partes mas clasicas de éstas?. La consagracion oficial de la Teoria
de Conjuntos habia llegado en el Primer Congreso Internacional
de Matematicas celebrado en Zurich en 1897, en el que Jacques
Salom6n Hadamard (1865-1963) y Adolf Hurwitz (1859-1919)
pusieron de manifiesto sus importantes aplicaciones al Analisis
Matematico. Sin embargo ese mismo ano aparecieron los prime-
ros conjuntos “paradojicos”. Cesare Burali-Forti (1861-1931) hizo
ver que el hecho de suponer la existencia de un conjunto formado
por todos lo numeros ordinales contradice los axiomas de la teoria
de conjuntos (hemos de decir que esta paradoja era ya conocida
por Cantor y se lo habia hecho saber a Hilbert, en 1896, por medio

de una carta no publicada). En 1899,el propio Cantor, envia una
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carta a Dedekind donde le comunica que no puede decirse que los
ordinales formen un conjunto ni hablar del “conjunto de todos los
conjuntos” sin llegar a una contradiccion. En 1903, Bertrand Rus-
sell (1872-1970), en el apéndice de su trabajo The Principles of Mat-
hematics (Principios de las Matematicas) (ver [249]), prob6 que la
nocion del “conjunto de todos los conjuntos que no son elementos
de si mismos”, es también contradictorio. Tal conjunto, de existir,
seria elemento de si mismo si, y solo si no es elemento de si mismo:
A esun miembro de A si, y solo si A no es un miembro de A. Esto es
lo que se conoce como Paradoja de Russell. Una version de dicha
paradoja, conocida popularmente como Paradoja del barbero, re-
za como sigue: En un pueblo hay un tinico barbero que solo puede
afeitar a los hombres que no se pueden afeitar por si mismos, y solo a
ellos. ;Quién afeita al barbero?. La respuesta es bien sencilla, un tal
barbero no puede existir. (Si se afeita, entonces puede afeitarse por
si mismo, por lo tanto no deberia afeitarlo el barbero de su pueblo
que es él. Por el contrario, si no se afeita, entonces algiin barbero
debe de afeitarlo, pero €l es el unico barbero de su pueblo). Para
evitar esta paradoja, Russell desarroll6 la primera Teoria de Tipos
que previamente habia aparecido de una forma primaria en una
obra conjunta con Alfred North Whitehead (1861-1947) titulada:
Principia Mathematica, publicada en tres tomos entre 1910y 1913.
La Teoria de Tipos busca clasificar los conceptos segun el tipo. Por
ejemplo los nameros, como elementos basicos en matematicas,
son de primer tipo. Sin embargo los enunciados relativos a nume-
ros son de tipo dos, etc. En los Principios de la Matematica, Russell
acepta enunciados de tipo n inicamente relacionados con cosas

de tipo estrictamente menor que n. Con ello paradojas como las
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anteriormente mencionadas no se pueden dar aqui ya que se es-
taria afirmando algo sobre elementos del mismo nivel. De dicha
teoria se encontraron mas tarde aplicaciones a las ciencias de la

computacion y la tecnologia de la informacion.

El problema radicaba, jcomo no!, en formular una axioma-
tizacion adecuada para la teoria de conjuntos. El primero en in-
tentarlo fue Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925), padre de
la logica matemaética. En 1879, con la publicacion de su obra
Begriffsschift” (Conceptografia), inicié una nueva era en esta dis-
ciplina que apenas habia sido modificada desde Aristoteles (384
a.C-322 a.C). Ideo un sistema mas preciso que el de Cantor pero,
para su desgracia, la Paradoja de Russell vino a arruinar en parte
su sistema ya que este no eliminaba dicha paradoja. Russell fue
un gran defensor del logicismo (teoria que pretendia reducir las
matematicas a un capitulo de la logica), llegando a decir que: “la
meta del logicismo es mostrar que todas las matematicas puras se
siguen de premisas puramente logicas y que estas usan solamen-
te conceptos definibles en términos logicos”. Russell y Whitehead
recogieron la iniciativa de Frege, y el objetivo prioritario de sus in-
vestigaciones matematicas era probar que los matematicos no ne-
cesitan ninguna hipotesis de inspiracion empirica para construir
sus entes matematicos. Su obra Principia Mathematica tiene co-
mo objeto central de estudio, la teoria formal de los conjuntos; sin
embargo ésta no lleg6 a completarse. Ellos demostraron que todas
las matematicas clasicas podian derivarse de la teoria de conjun-
tos y por consiguiente de los axiomas de los Principia. Quedando

pendiente si dicha axiomatica pertenece a la logica. La filosofia del
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logicismo se basa en la escuela filosé6fica conocida como realismo,
el cual permite aceptar entidades abstractas en matematicas mas
alla de las que la mente humana pueda construir. Russell fue un
realista en este sentido e hizo revolucionarias contribuciones a los

Fundamentos de la Matematica.

La axiomatica de los Principia quedo relegada por la apa-
ricion de una axiomatica mucho mas manejable que a continua-
cidon vamos a comentar y que es conocida como la axiomatica de
Zermelo-Fraenkel. En esta axiomatica se puede demostrar que al
menos dos de sus axiomas, el axioma de eleccion y el axioma del
infinito, no pueden considerarse como proposiciones logicas (ver
[266]).

Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953), en 1905
inici6 un trabajo que culminé en 1908 con una axiomatica que no
permitia la Paradoja de Russell. Este trabajo fue perfeccionado en
1922, de forma independiente, por Adolf Abrahm Halevi Fraenkel
(1891-1965) (ver [99]) y Thoralf Albert Skolem (1887-1963)
(ver [263]); dando lugar a una teoria axiomatica con nueve axio-
mas (incluyendo el Axioma de eleccion), conocida con el nombre
de axiomas de Zermelo-Fraenkel (escribiremos ZFC) (ver[65]) (sila
historia hiciese justicia deberian de llamarse axiomas de Zermelo-
Fraenkel-Skolem).

La teoria de conjuntos formulada por Zermelo, Fraenkel y
Skolem, no solamente eliminaba la paradoja de Russell, sino tam-
bién todas las demads que surgieron con las axiomaticas de Can-

tor y Frege. Ademas permitia la construccion de todos los con-
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juntos que se utilizan usualmente en la practica de las matemati-

cas, pero no excluia, explicitamente, la posibilidad de conjuntos

que pertenecieran a si mismo. John von Neumann (1903-1957),

uno de los grandes matematicos del siglo XX y asistente de Hil-

bert, en su tesis doctoral, leida en 1925 (dirigida por Leopold Fejér

(1880-1959)), demostro que dicha posibilidad podia ser excluida

bien utilizando la nocion de “clase” o bien el “axioma de funda-

cion”. Con esta contribucion de von Neumann, la axiomatica de

la teoria de conjuntos llego6 a ser “completamente satisfactoria”, y

es la que venimos empleando los matematicos desde la década de

1920;

quedando pendiente la pregunta de que si era definitiva o podia

ser mejorada. En el Congreso de Konigsberg de 1930 Kurt Frie-

drich Godel (1906-1978) anuncio su famoso “Primer teorema de

incomplitud” (ver [124}94,138,[128,208,165]), el cual viene a afirmar

que: cualquier sistema axiomdtico de las matemdticas lo suficiente-

mente potente como para permitir demostrar afirmaciones aritméti-
cas verdaderas que envuelvan a los numeros naturales (esto es, un
sistema que englobe a la aritmética de Peano, como es el caso de
ZFC) es incompleto en el sentido de que, se puede establecer una
afirmacion la cual ni se puede demostrar ni se puede refutar dentro
de ese sistema. Con ello daba una respuesta negativa a la anterior

cuestion. El Teorema de Godel no era, en realidad, algo absolu-

tamente nuevo, pues habia habido anteriores sugerencias de que

probablemente era verdadero algo similar; pero los expertos con-

tintan sorprendidos de que, con los conocimientos de la época,

se pudiese obtener una demostracion y todos coinciden en que es

una de las conquistas mas altas de la humanidad. John von Neu-
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mann, participante en dicho congreso, comunic6 a Godel la si-
guiente consecuencia de su teorema: los sistemas axiomadticos usua-
les (por ejemplo la aritmética de Peano o la axiomdtica de ZFC) son
incapaces de probar su propia consistencia (en el caso de que fuesen
consistentes). Godel consider6 esta consecuencia como una sim-
ple curiosidad y podria haberla obtenido él independientemente.
Es por ello por lo que dicho resultado se conoce con el nombre de
“Segundo teorema de incomplitud de Godel” (ver [94),/39,128,65]).

Los teoremas de incomplitud de Godel, cumbres de la 16gi-
ca matematica, dieron al traste con el Programa Formalista de
Hilbert, iniciado en los afios veinte y en el que, bajo la influencia
de él, participaron matematicos de gran talla, a pesar de su juven-
tud, tales como Wilhelm Ackermann (1896-1962), Bernays, Ger-
hard Gentzen (1909-1945), Jacques Herbrand (1908-1931) o von
Neumann. El mencionado programa lo podemos resumir de la for-

ma siguiente:

Todas las ramas de la matematicas se podrian llegar a for-
malizar en un sistema completo: sistema en el que a partir de la
axiomatica establecida, toda afirmacion verdadera debe ser demos-
trable, consistente o no contradictorio: es imposible demostrar, den-
tro de dicho sistema, que una afirmacion es verdadera y también
probar que es verdadera su contraria y decidible: la verdad o fal-
sedad de una afirmacion seria demostrable mediante un “procedi-
miento universal” casi mecanico en un numero finito de operacio-
nes.

Con este lenguaje el Primer teorema de incomplitud de
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Godel nos dice que un sistema axiomatico de las matematicas que
englobe a la aritmética de Peano, o bien es inconsistente, y en tal
caso existira alguna afirmacion de modo que tanto ella como su
contraria se podran demostrar, o bien es incompleto v, si este es
el caso, existiran afirmaciones verdaderas no demostrables, en el
sistema, y por tanto irrefutables. En particular, si ZFC es consis-
tente, ninglin axioma adicional al mismo puede probar o refutar
toda afirmacion en el sistema resultante. Hasta ahora no hay nada
que indique que ZFC sea inconsistente pero el Teorema de incom-
plitud impide probarlo. En consecuencia, la consistencia de ZFC
es un articulo de fe y todos los resultados que se obtienen a partir
de ZFC son “relativamente consistentes” (son ciertos si se acepta la
consistencia de ZFC). De lo que si estamos seguros es que ZFC no
puede completarse, por mas axiomas que le anadamos, y por con-
siguiente siempre existird una formula ¢ tal que ni ¢ nila negacion

de ¢ pueden demostrarse.

Los teoremas de Godel acabaron, por una parte con la espe-
ranza de Hilbert de obtener una demostracion de la consistencia
de la teoria de los nimeros naturales (hemos de recordar que los
participantes en el programa de Hilbert habian conseguido probar
la consistencia de un sistema de aritmética de los numeros natu-
rales que permitia la suma pero no el producto), y por otra con el
empeno de los seguidores del logicismo de que la Matematica se
reducia a una argumentacion logica. No obstante el logicismo ha
sido de gran importancia para el desarrollo de la l16gica matemati-
ca moderna. Por ejemplo, fue a través del logicismo cuando se

comenzo a hacer l6gica matematica en forma seria. Los dos cuan-
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tificadores de uso diario (el universal, V, y el existencial, 3) fueron
introducidos en la l6gica por Frege; y la influencia de los Principia
de Russell en la 16gica matematica, ya es parte de la historia de su
desarrollo. La solucion al problema de conocer cuando un sistema
es o no decidible era ya considerado por Leibniz como uno de sus

grandes proyectos.

Se pueden encontrar sistemas decidibles siempre que estos
tengan un namero pequeno de axiomas y signos primitivos (ver
[178]). Alan Mathison Turing (1912-1954), uno de los padres de la
Ciencia de la Computacion y precursor de la informatica moder-
na, en su decisivo articulo, publicado en 1936 (ver [281]), titulado
“Los numeros computables, con una aplicacion al Entscheidungs-
problem (problema de decision: encontrar un método de decision
para resolver todos los problemas formulados en el lenguaje uni-
versal)” abord6 el problema planteado por Hilbert acerca de si las
matematicas son decidibles, es decir, si existe un método bien de-
finido que pueda aplicarse a cualquier afirmacion matematica y
que nos diga si esa afirmacion es cierta o no. Cambi6 la técnica,
conocida como numeracion de Godel, empleada por éste en su
trabajo sobre el Teorema de incompletitud; por lo que hoy se cono-
ce como Maquina de Turing: unos dispositivos formales y simples
que pueden ser considerados como un modelo formal de compu-
tador (ver [282]). Demostro que dicha “maquina” era capaz de pro-
bar que no habia ninguna solucion para el problema de decision.
Aunque su demostracion se publico poco después de una prueba
equivalente dada por Alonzo Church (1903-1995), la cual estaba

basada en un sistema formal conocido como el Calculo lambda
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(ver [62, 21} [22], ver también [174, 175} [176]), el estudio de Turing

es mucho mas accesible e intuitivo.

Por todos es conocido que la Informatica es uno de los pilares
sobre el que se sostiene nuestra actual civilizacion.

Volviendo a la axiomatica de ZFC, hemos de decir que al-
gunos matematicos trataron de probar que el Axioma de eleccion
se podia deducir de los restantes axiomas, vano intento ya que del
trabajo de Godel, publicado en 1939, (ver [128, 127, 93] y
MR0002514 (2,66¢)) y de los importantes articulos de Paul Joseph
Cohen (1934-2007), (medalla Fields 1966), publicados en los afios
1963 y 1964, (ver [64], MR0157890 (28,1118) y MR0159754
(28,2962)) se deduce que la Hipotesis del Continuo no puede ser es-
tablecida a partir de la axiomatica de Zermelo-Fraenkel, ni el Axio-
ma de eleccion se puede obtener a partir de los restantes axiomas
de dicha axiomatica, es decir, ambos axiomas son independien-
tes del resto y por tanto no se pueden demostrar o refutar a par-
tir de los restantes (ver [65]). Respecto a la independencia de los
restantes axiomas de la axiomatica de ZFC hemos de decir que el
axioma de pares puede obtenerse a partir de los axiomas de reem-
plazo y del conjunto potencia. Por su parte el axioma del conjunto
vacio puede obtenerse a partir del axioma de reemplazamiento y
del axioma del infinito (ver [182]). También se conoce que a par-
tir de un nimero finito de axiomas de la axiomatica de ZFC no se
pueden obtener todos los axiomas de dicha axiomatica (ver [65]).
Estas afirmaciones carecen de relevancia si la axiomatica de ZFC

resultase ser inconsistente.
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Queremos hacer hincapié en el hecho de que existen dos
excepciones notables en la axiomatica de ZFC, la primera de ellas
es el Axioma del infinito que postula la existencia de un conjunto
infinito o, lo que es equivalente, la existencia de los numeros na-
turales y por tanto es la esencia de la teoria de conjuntos. Como
consecuencia del Segundo Teorema de Godel, no es posible de-
mostrar que el axioma del infinito es consistente respecto al resto
de los axiomas de ZFCy por tanto la aceptacion de la existencia de
los nimeros naturales se convierte en un acto de fe. La segunda
es el Axioma de eleccion que es el mas importante desde el pun-
to de vista historico, y a diferencia de los demas es especialmente
no constructivo. En su forma tradicional reza como sigue: Sea A
un conjunto de conjuntos no vacios y disjuntos, entonces se puede
tomar un solo elemento de cada conjunto de A.

Con objeto de dar una definicion mas formal recordemos
que, una funcion de eleccion es una funcion f definida en un con-
junto A de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos, tal que pa-
ra todo conjunto B perteneciente a A, entonces f(B) pertenece a
B. El Axioma de eleccion lo podemos enunciar ahora como: To-
do conjunto de conjuntos no vacios disjuntos dos a dos, posee una
funcion de eleccion. Por consiguiente el Axioma de eleccion postu-
la la existencia de funciones de eleccion sin proporcionar ninguna
descripcion concreta de tales funciones a menos que el conjunto
A sea finito, en cuyo caso es facil de obtener explicitamente una
funcion de eleccion a partir de los otros axiomas de la teoria de
conjuntos y del principio de induccion. Zermelo introdujo el Axio-

ma de eleccion al objeto de probar el Teorema de buena ordenacion
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el cual afirma que: dado un conjunto arbitrario, entonces es posible
establecer un orden sobre él de modo que toda parte no vacia del
mismo admite un primer elemento. De hecho, ambos enunciados
son equivalentes y debido a que parece imposible definir un buen
orden en el conjunto de los nimeros reales, entre otros, el Axio-
ma de eleccion tuvo cierta oposicion entre algunos matematicos a
comienzos el siglo XX. Por otra parte, como hemos resaltado an-
teriormente, el Axioma de eleccion es independiente del resto de
axiomas de ZFCy por consiguiente, desde el punto de vista forma-
lista, no hay diferencia entre aceptarlo o no. Ello da lugar a que en
la teoria de conjuntos nos encontremos en una situacion muy si-
milar la que ocurre con la Geometria Euclidea o no Euclidea, segun
se acepte o no el quinto postulado de Euclides.

El Axioma de eleccion ha sido practicamente indispensable
en el desarrollo de las matematicas, siendo utilizado para obtener
importantes resultados en casi todas las ramas de las mismas, sin
que aparezcan contradicciones. A titulo de ejemplo citamos las si-

guientes proposiciones, las cuales son de uso comun y casi diario:

Proposiciones equivalentes:

= El ya citado Teorema de buena ordenacion, conocido tam-

bién como Axioma de Zermelo.

= El Lema de Zorn, el cual afirma que todo conjunto no vacio
parcialmente ordenado en el que toda cadena (subconjunto
totalmente ordenado) tiene cota superior, tiene al menos un

elemento maximal.
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El producto cartesiano de cualquier familia no vacia de con-

juntos no vacios es no vacio.

Si A es un conjunto infinito, entonces el producto cartesiano

de A consigo mismo tiene la misma cardinalidad que A.
Todo espacio vectorial tiene una base.

El producto de espacios topoldgicos compactos es compacto

(Teorema de Tychonoff).

Toda cadena en un conjunto ordenado esta contenida en una

cadena maximal (Lema de Kuratowski).

Proposiciones no equivalentes:

La union numerable de conjuntos numerables es también

numerable.

Dado un conjunto infinito A, existe una funcion inyectiva del

conjunto de los nimeros naturales en A.
Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.

Todo subgrupo de un grupo libre es libre (Teorema de Nielsen-

Schreier).
El Teorema de Hahn-Banach en Analisis Funcional.

Todo espacio de Hilbert posee una base ortonormal.
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= El Teorema de categoria de Baire en espacios métricos com-
pletos.

= En todo espacio vectorial topoldgico de dimension infinita

existe un funcional lineal discontinuo.

= Un espacio uniforme (en particular métrico) es compacto si,

y solo si es completo y totalmente acotado.

= Todo espacio de Tychonoff tiene una compactificacion de
Stone-Cech.

= Dos cardinales arbitrarios siempre son comparables.

(ver [244] 245, 278,279,221, /83]). En consecuencia la inmensa ma-

yoria de los matematicos estan a favor de la consideracion de di-
cho axioma. No obstante algunas objeciones son “comprensibles”
en vista de las consecuencias que acarrea su consideracion, tal es
el caso de la Paradoja de Banach-Tarski. En su forma mas popu-
lar dicha paradoja afirma: “ Es posible cortar un guisante en un
numero finito de piezas las cuales pueden ser recombinadas pa-
ra formar una bola del tamafio del Sol”. Aunque no lo parezca, la
mencionada paradoja es un teorema matematico establecido por
Stefand Banach (1892-1945) y Alfred Tarski (1902-1983) en 1924
(ver [20]) que enunciamos en la siguiente forma: La bola unidad
B del espacio euclideo tridimensional se puede dividir en m + n
partes disjuntas (m + n mayor que 3), de modo que las m prime-
ras se pueden combinar (utilizando tinicamente isometrias del es-

pacio) para formar una bola unidad B, y las otras n se pueden ma-
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nipular de la misma manera para formar otra bola unidad B (ver
120,294, 276, 222]).

Este Teorema prueba que el Problema de la medida no tiene
solucion en espacios euclideos de dimension mayor o igual a tres
(ver [33, 279]), y las ideas que surgen de la demostracion son la
base de la teoria de medidas finitamente aditivas. Una teoria que
implica muchas interacciones entre Andlisis (teoria de la medida
y funcionales lineales), Algebra (combinatoria y teoria de grupos),
Geometria (grupos e isometrias) y Topologia (grupos topologicos
localmente compactos) (el lector interesado puede recurrir a las
bases de datos usuales para ampliar esta escueta informacion). En
consecuencia el apelativo de Paradoja que acompana al mencio-
nado teorema no es adecuado matematicamente hablando,
aunque si lo es si atendemos a nuestra intuicion, y pone de ma-
nifiesto la diferencia que existe entre el espacio en el que nos mo-
vemos y el espacio euclideo tridimensional. Si pensamos en una
esfera de madera de radio uno y la queremos trocear para, a par-
tir de los trozos, obtener otras dos esferas de radio uno, nos re-
sultara imposible ya que, entre otros, nos estariamos saltando a la
torera el Principio de la conservacion de la materia. No podemos
decir que el volumen de la esfera se duplica. La forma de entender-
lo es acudir al concepto de volumen que se tiene en matematicas,
a partir de la teoria de la medida, y asumir que las particiones que
se consiguen, en el Teorema de Banach-Tarski, no se pueden me-
dir. Es aqui donde juega su papel el Axioma de eleccion. Debemos
resenar que si se suprime el axioma de eleccion en ZFC, entonces,

en el modelo resultante, no puede probarse el susodicho teorema
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(ver [267,268]).

Pasamos ahora a dar una breve informacion acerca de la
Hipotesis del Continuo (en forma abreviada HC) introducida por
Cantor en 1878.

Cantor extendio a conjuntos infinitos la nocion de namero
de elementos de un conjunto finito, introduciendo el concepto de
cardinal. Dos conjuntos X e Y tienen el mismo cardinal (card(X) =
card(Y)) si existe una aplicacion biyectiva entre ellos y el cardinal
de X serd menor que el de Y (card(X) < card(Y)) si existe una
aplicacion inyectiva de X en Y, pero no existe una sobreyectiva.
En 1873 probo que el cardinal de los numeros naturales es estric-
tamente menor que el cardinal de la recta real (conocida también

como el continuo). De una manera informal HC viene a decir:

“No existen subconjuntos infinitos de la recta real cuyo car-
dinal esté estrictamente comprendido entre el cardinal de los na-

turales y el de dicha recta”.

De una forma matematica mas formal la podemos enun-

ciar:

Para todo subconjunto infinito A de R, o bien card(A) =
card(N) o bien card(A) = card(R).

Para mas informacion ver por ejemplo [65, 70, 260].

Como ya hemos comentado anteriormente, HC es un in-
decidible en la axiomatica ZFC, es decir ni es falsa (probado por

Godel) ni es verdadera (probado por Cohen). Por consiguiente es
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independiente de la axiomatica de ZFC y se puede desarrollar una
teoria matematica aceptando HC o no aceptandola. Afortunada-
mente HC no es de uso diario obligado para los matematicos y
gran parte de los que trabajan en Teoria de conjuntos piensan que
es falsa. No obstante, a partir del ultimo cuarto del siglo XX, se ha
observado que la aceptacion, o no, de HC lleva a la solucion de di-
versos problemas en el area de las matematicas. A titulo de ejem-
plo (interesado de mi parte) expondré a continuacion uno de estos

problemas conocido como La conjetura de Kaplansky.

Recordemos que dados un espacio vectorial, real o comple-
jo, X y dos normas || - ||1, || - || sobre X bajo las cuales X es un
espacio normado, se dice que || - ||; es equivalente a | - |-, si exis-
ten dos constantes positivasay stalque || - |1 < o - || < 8] - |1
En 1941 (ver [117, Satz 17]) Izrail Moiséyvich Gélfand (1913-2009)
prob6 que toda norma que dote de estructura de algebra de Ba-
nach (ver apartado C*-algebras para las definiciones) al algebra,
C(£2), de todas las funciones continuas complejo valuadas sobre
un espacio compacto Hausdorff €2, es equivalente a la norma na-
tural de C(€2), la cual es la norma del supremo y la notaremos por
| - |lo. Este resultado era reencontrado por Irving Kaplansky (1917-
2006) en 1948-9 (ver [160]) (ver tambien [261} pag 30], [236], [237]
y [262, pag 58]). El mencionado autor probo quesi || - || es cualquier
otra norma (no necesariamente completa) bajo la cual C'(Q2) es un
algebra normada, entonces ||-|| es mayor o igual a || - ||. De una for-
ma natural, surge la pregunta sobre cuando una norma sobre C(¢2)
la cual dota a este espacio de estructura de algebra normada no

completa (a una tal norma la denominaremos simplemente como
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una norma de dlgebra sobre C({2)) es equivalente a |- ||. A esta pre-
gunta se le conoce como La conjetura de Kaplansky, ya que dicho
autor la planteaba explicitamente en 1948. Una respuesta afirma-
tiva a esta cuestion, es decir, si toda norma de algebra sobre C(2)
es equivalente a la norma del supremo, nos permitiria establecer

el siguiente bello resultado:

La estructura topoldgica de C(}), como dlgebra normada,

queda completamente determinada por su estructura algebrdica.

Esto es precisamente lo que puede afirmarse en el caso de
que la norma sea completa, gracias al Teorema de Gélfand-Silov-
Kaplansky-Rickart, al que nos hemos referido anteriormente.

En 1976, Harold Garth Dales (1944- ) y Jean Esterle (1947-
), probaron de forma independiente que, asumiendo la Hip6tesis
del Continuo, para cada espacio compacto Hausdorff
infinito-dimensional (2, existe una norma de algebra sobre C(?)
que no es equivalente a la norma del supremo (ver [70, 68,90, 69]).

En un principio se pensdé que la consideracion de la
Hipotesis del Continuo en el resultado anterior podria no ser esen-
cial ya que, el propio Dales manifiesta en su articulo que no cono-
ce hasta qué punto dicha hipotesis, o cualquier axioma mas débil,
es necesaria para obtener su resultado. Sin embargo, a finales de
1976, Robert Solovay (1938- ) comunicaba a Dales y a Willian Hugh
Woodin (1955-) (doctorando de Solovay) que habia probado que,
si se admite la existencia de un modelo de teoria de conjuntos
(por ejemplo la axiomatica de ZFC) entonces existe un modelo de

teoria de conjuntos en el cual toda norma de algebra sobre C(2)
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es equivalente a la norma del supremo. En este modelo se consi-
deraba el axioma de eleccion y un resultado de Woodin pero, na-
turalmente, la Hipotesis del Continuo es falsa. El trabajo de Solo-
vay no fue publicado pero poco tiempo después fue mejorado por
Woodin en su tesis doctoral. Concretamente éste prob6 que, si a
la axiomatica de ZFC se le anade el Axioma de Martin, entonces
la conjetura de Kaplansky tiene respuesta afirmativa. En lenguaje
de teoria de conjuntos, se dice que la conjetura de Kaplansky es
relativamente consistente con la axiomatica de ZFC anadiendo el
Axioma de Martin (ver [304,71]). Estos hechos revelan que la men-
cionada conjetura es independiente de la teoria de conjuntos de
ZFC, es decir ni dicha conjetura ni su negacion pueden deducirse
de ZFC.

En un reciente brillante articulo, [91], Esterle presenta el es-
tado de la cuestion acerca de la teoria desarrollada en torno a la
conjetura de Kaplansky.

Hemos dado un breve paseo por diversas corrientes, acer-
ca de los Fundamentos de la Matematica, que han ido surgiendo
a lo largo de la Historia del pensamiento del hombre con el ob-
jeto de que el lector adquiera una parca, pero suficiente, nocion
del “terreno” que pisamos, y como nos movemos en €él, los ma-
tematicos. Una concepcion madura de lo que hoy se conoce co-
mo “matematica moderna” y “util”, lleva aparejado la aceptacion
de la axiomatica ZFC, con la aportacion de von Neumann, y com-
prender que lo que conocemos como conjuntos son esencialmen-
te una estructura algebraica mucho mas compleja y rica que, por

ejemplo, tienen los anillos, los cuerpos o los espacios vectoriales.
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Un matematico actual no debe aferrarse a concepciones

matematicas tales como:

El platonismo que, como hemos comentado anteriormen-
te, inici6 su declive en el primer tercio del siglo XIX y hunde sus
raices en los filésofos-matematicos griegos tales como Platon (427
0 428 a 347 a.C.). Afirma que los objetos matematicos y concep-
tos tratados por las matematicas no son simples invenciones que
anidan en la mente de los matematicos, sino que son realidades
preexistentes y lo uinico que hace el matematico es percibirlas y
describirlas ( ver [125]).

El formalismo de Hilbert que consiste en formalizar las
matematicas dentro de un sistema cuyos objetos, teoremas y de-
mostraciones se expresen, mediante el lenguaje de lalogica simbali-
ca, como proposiciones que tienen su estructura logica pero care-

cen de contenido.

El intuicionismo de Brouwer o el logicismo de Frege, comen-

tados anteriormente.

En palabras de Ernst Snapper (1913-2011): “La llave de en-
trada a los fundamentos de las matemdticas yace oculta en algtin
lugar de las raices filosoficas del logicismo, el intuicionismo y el
formalismo”, pero hasta hoy, que yo modestamente conozca, no
ha sido encontrada. Debemos aceptar la consistencia relativa del
modelo ZFC, recordar que hasta ahora no hay nada que indique
que dicho modelo sea inconsistente y por consiguiente debemos
considerarlo incompleto y en consecuencia existiran afirmaciones

verdaderas no demostrables, en el sistema, y por tanto irrefutables.
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No hay que tener ningtin miedo o reparo a la matematica
moderna que ha dado grandes frutos, dejarla que fluya libremen-
te teniendo siempre presente el siguiente epigrafe debido a D’Arcy
Wentworth Thompson (1860-1948), conocido como “El primer bio-

matematico”:

La perfeccion de la belleza matemadtica es tal que lo que es bello

y regular resulta también ser lo mas 1itil y excelente

Después de este parco recorrido por los Fundamentos de la
Matematica, que creemos necesario para cumplir con el objetivo
de este discurso, nos proponemos situarnos mas cerca del conte-
nido que anuncia el titulo del mismo, comenzando con una breve

introduccion y génesis de los nimeros complejos.






2 Los Numeros Complejos y los

Cuaternios

Comenzaré presentando el siguiente ejemplo de la relacion
entre lo que comunmente conocemos como Matematica puray el
desarrollo de la tecnologia. Este es un ejemplo que Von Neumann
citaba con mucha frecuencia con una intencion bien clara, como

podra comprobar el lector, y que yo subcribo.

Hace aproximadamente doscientos anos, uno de los pro-
blemas mas importantes de la ciencia aplicada, del cual dependia
el desarrollo de la industria y el comercio, era salvar vidas en el
mar. Las cifras de pérdidas de vidas humanas y econémicas eran
astronomicas. Los gobiernos dedicaban un gran esfuerzo y dine-
ro, a veces absurdamente, en resolver dicho problema desde un
punto de vista puramente técnico, equipando a los barcos con to-
do tipo de artilugios. Mientras tanto los matematicos iban desa-
rrollando una herramienta que a la postre iba a salvar mas vidas
que las que todos los inventores hubieran imaginado salvar con
sus “locos cacharros”. Dicha herramienta matematica es lo que
hoy se conoce como Teoria de Funciones de una Variable Comple-
ja. Entre las muchas aplicaciones que se siguen de esta teoria de
matematica pura, se encuentra la aplicacion a la comunicacion

por radio.

En efecto, a lo largo del siglo XIX se fue construyendo la re-

presentacion simbodlica de las magnitudes fisicas dotadas de una

37
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orientacion, comenzando por el plano, donde los nimeros com-
plejos juegan un papel fundamental. Los trabajos pioneros de
Gauss en 1813: “Theoria attractions corporum sphaeroidicorum
ellipticorum homogeneorum methodus nova tractata” (ver [115]),
George Green (1793-1841) en 1828: “An essay on the application
of Mathematical Analysis to the theories of Elasticity and Magne-
tism” (ver [130]) y Mikhail Vasilevich Ostrogradskii (1801-1861) en
1828: “Note sur la théorie de la Chaleur” (ver [215]), en los cuales se
recoge lo que hoy en dia conocemos como Teorema de la Divergen-
cia (ver [272] y [67, pag.252]), asi como los cuaternios de Willian
Rowan Hamilton (1805-1865), descubiertos por €l en 1843 (ver [87,
312]); fueron, entre otros, la fuente de inspiracion
matematica que llevaron al gran cientifico escocés James Clerk
Maxwell (1831-1879) a establecer, en 1865, que las leyes experi-
mentales de la electricidad y el magnetismo (entre ellas la cono-
cida como, la ley de Gauss para campos magnéticos) podian agru-
parse de una forma matematica mas concisa en un conjunto de
ocho ecuaciones que describen y cuantifican los campos de
fuerzas electromagnéticas (ver [195, [196]). En 1884 Oliver Heavi-
side (1850-1925) y Willard Gibbs (1839-1903) redujeron, el men-
cionado conjunto, a cuatro ecuaciones formuladas en la notacion
vectorial actual, las cuales se conocen como las Ecuaciones de
Maxwell (ver [139]47]).

Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) en 1887, reformulo las
ecuaciones de Maxwell y probo experimentalmente que las ondas
electromagnéticas pueden viajar a través del aire y del vacio, co-

mo habia sugerido Maxwell, llegando a construir un emisor y un
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receptor de ondas en su laboratorio(ver [143}172]).

Las ondas hercianas, como vehiculo de transmision de infor-
macion, junto a la informatica, en su acepcion mds amplia, como
conjunto de técnicas, procesos y mdaquinas que el hombre ha creado
para apoyar y potenciar su capacidad de memoria, pensamiento,
comunicacion y almacenamiento de datos; constituyen dos de los

grandes pilares de nuestra civilizacion actual.

Guillermo Marconi (1874-1937) (Premio Nobel de Fisica en
1909 compartido con Card Ferdinand Braun (1850-1918)) es co-
nocido popularmente como el inventor de la radio, pero esto no
es cierto ya que su dispositivo fue elaborado en base a patentes y
experimentos previos de otros cientificos o inventores tales como
el citado Hertz, Aleksandr Stepanovich Popov (1859-1905), Braun,
Sir Oliver Joseph Lodge (1851-1940) y principalmente Nikola Tesla
(1856-1943) (Marconi lleg6 a confesar que habia copiado la paten-
te de Braun). Marconi patento la radio en 1897 en el Reino Unido, y
en los anos posteriores la paternidad fue disputada por varias per-
sonas hasta que en el afio 1943, la Corte Suprema de los Estados
Unidos acredito a Tesla como el inventor de la radio. Lo que resul-
ta innegable es que Marconi desarrollo el primer sistema practico
para la transmision por radio a larga distancia y fue el gran im-
pulsor, difusor y explotador de la misma. Fundo “The Wireless Te-
legrapf and Signal Company”, por medio dicha empresa comer-
cializo no solamente la radio sino también todo su equipamiento.
Cre0 su propio mecanismo para la emision y recepcion de ondas
radiales. En un primer momento demostré que se podia transmi-

tir sin hilos a una distancia hasta de dos kilometros (en 1894, un
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ano antes que Marconi, Lodge fue la primera persona en transmi-
tir una senal de radio). En diciembre de 1901 establecio una co-
municacion entre Poldhu (Cornwall, Reino Unido) y Saint John’s
(Terranova), entre las cuales media una distancia de 3.360 km y
en 1903 logro6 transmitir mensajes entre Estados Unidos e Inglate-
rra. Pocos anos después aseguré la comunicacion entre Inglaterra
y Africa del Sur, Australia y la India. Alcanzé la fama mundial con
motivo del gran papel que jugoé su radio, salvando numerosas vidas
humanas, con motivo de los hundimientos de los barcos Republic
en 1909 y Titanic en 1912.

Me gustaria terminar esta breve informacion sobre los
origenes de la radio citando a Reginald Aubrey Fessenden (1866-
1932), inventor canadiense que a los 27 anos era ya director del
Departamento de Ingenieria Electronica de la Universidad de Pit-
tsburgh. Entre sus logros citamos: la primera transmision de au-
dio por radio (1900), la primera comunicacion transatlantica en
ambos sentidos (1906) y la primera transmision de audio para en-
tretenimiento y de musica (1906) (ver [86, 63]).

La Teoria de Funciones de una Variable Compleja, a la que
anteriormente nos hemos referido, trata con funciones cuyo do-
minio e imagen estan contenidos en el conjunto de los nameros
complejos y constituye una poderosa y bella rama de las matema-
ticas con presencia en diversas areas de las mismas y con gran in-

fluencia en muchas otras de la Ciencia en general.

Como hemos recordado anteriormente, a Kronecker se le

considera como el maximo exponente del constructivismo y afir-
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maba que: “Los niimeros naturales fueron hechos por Dios y el resto
es trabajo del hombre”; pues bien, sin ninguna duda, los nume-
ros complejos son uno de los inventos matematicos mas fascinan-
tes creado por el hombre. Durante siglos fueron un prodigio pa-
ra matematicos y filosofos. Pasaron casi trescientos anos desde su
aparicion en la obra Ars Magna (El Gran Arte) de Girolano Cardano
(1501-1576), publicada en 1545, hasta la publicacion de una defi-
nicion formal (tal como la manejamos hoy en dia) introducida por
William Rowan Hamilton (1805-1865), en 1835.

En la escuela de mi época, al menos en la escuela de mi pa-
dre, se nos decia que la ecuacién z?> + 1 = 0 tenia por soluciéon
i = v/—1, la cual era un “ntimero imaginario”. Con ello se nos ilus-
traba acerca de las dificultades de entendimiento que presentan
los niimeros complejos. La primera referencia escrita, que se co-
noce, sobre la raiz cuadrada de un numero negativo aparece en la
obra Stereometria de Heron de Alexandria (10-75), alrededor del
siglo 1. La siguiente referencia aparece en la obra Arithmetica de
Diophantus (200-284), publicada en el afio 275. Diophantus, en su
intento de calcular los lados de un triangulo rectangulo de area
siete y de perimetro doce, plantea resolver la ecuacion de segundo
grado: 33622 — 1722 + 24 = 0, cuyas raices son complejas, como hoy

bien conocemos.

El matematico hindi Mahavira (vivio en el siglo IX), en su
Tratado de los Numeros Negativos, escrito alrededor del afio 850,
escribia: “como en la naturaleza de las cosas una cantidad nega-
tiva no es un cuadrado, por tanto no puede tener raiz negativa’;

mientras que su compatriota Bhaskara (1114-1185), alrededor de
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1150, afirmaba: “el cuadrado de un numero positivo o negativo, es
positivo; la raiz cuadrada de un numero positivo tiene dos valores,
uno positivo y otro negativo; no existe raiz cuadrada de un nume-
ro negativo ya que un numero negativo no es un cuadrado” (ver
(1179, 140]).

La primera constancia escrita que se tiene sobre el mane-
jo algebraico de la raiz cuadrada de un numero negativo aparece
en la obra Ars Magna de Girolano Cardano, publicada en 1545y
donde planteaba el siguiente problema: “Si alguien te pide dividir
diez en dos partes cuyo producto sea cuarenta, es evidente que es-
ta cuestion es imposible. No obstante nosotros la resolvemos de la
siguiente forma”. El formulaba el siguiente sistema de ecuaciones:

r+y = 10

{ xy = 40
obteniendo por solucion, escrita en terminologia moderna, © =
5+ +v—15ey = 5 — /—15. Cardano no da interpretacion a la
raiz cuadrada de un nimero negativo, pero observa que bajo las
hipotesis de que tales cantidades satisfagan las reglas algebraicas

usuales, entonces uno puede comprobar que dichas cantidades

son soluciones del sistema.

Cardano también estudia en su obra las ecuaciones de ter-
cer grado del tipo: 2° = az + by aplicando la Férmula de Tarta-
glia (ver por ejemplo [30, Ch.V.5], [50, pag. 133] o [51, pag. 166])
obtiene una férmula para las soluciones, en funcién de los coe-
ficientes a y b. En el caso z° = 15z + 4, obtiene como soluciéon
z = /24 /—121++/2 — /=121, donde aparecen raices cuadradas
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de numeros negativos a las que él llamaba “quantitas sophistica”
y que tal vez podian ser traducidas como un “ntiimero formal”. Por
otra parte la ecuacion tiene al nimero cuatro como solucién ob-

via, lo que pone en entredicho la solucion dada por Cardano.

Rafael Bombelli (1526-1572) desarrolla el algebra de Car-
dano sin preocuparse demasiado de la naturaleza de las “raices
imposibles” (raices cuadradas de nimeros negativos) y en su obra
L'algebra, publicada en 1572, proporciono varias reglas de calculo
entre lo que hoy en dia conocemos como numeros complejos, ma-
nipulando las raices imposibles como si fuesen nimeros ordina-
rios. Asi, por ejemplo, establecié que V2 + /=121 = 241, y por
consiguiente la solucion “imposible” de Cardano coincide con el
numero
cuatro, disfrazado de numero complejo. De esta forma Bombelli
muestra, por primera vez, el arte de encontrar soluciones reales de
ecuaciones, con la ayuda de los numeros complejos. En este senti-
do fue un adelantado a Hadamard que afirmaba: “El camino mdas
corto entre dos verdades en el campo real pasa a través del campo
complejo”.

El siguiente sencillo ejemplo de Hadamard, ilustra la men-
cionada afirmacion. Se trata de probar que el producto de la suma
de cuadrados es de nuevo suma de cuadrados. En efecto:

(a® +b*)(c* + d*) = (a + bi)(a — bi)(c+ di)(c — di) =

[(a + bi)(c+ di)][(a — bi)(c — di)] = (u + iv)(u — iv) = u? + v°.

Los hechos y argumentos que aparecen en la obra de Bombelli se

pueden considerar como el nacimiento de que lo hoy conocemos
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por Teoria de Funciones de Variable Compleja.

Descartes en La Géométrie (1637) es el primero que intro-
duce la distincion entre numero real e imaginario, asignandole es-
te ultimo apelativo a las raices cuadradas de numeros negativos, e
interpretando la aparicion de éstas, como un signo de que el pro-
blema en cuestion no tiene solucion. Esta opinion era compartida
mas tarde por Isaac Newton (1642-1727). En su época, los niimeros

complejos aun no habian surgido en ninguna parte en la Fisica.

Albert Girard (1595-1632) tuvo alguna temprana premoni-
cién sobre el Teorema Fundamental del Algebra, la cual quedé plas

mada en su obra L ‘invention Nouvelle en I'’Algebra (1629), don-
de sugiere que las ecuaciones de grado n tienen n raices. A este
respecto, Descartes decia que, en esencia, uno puede imaginar,
para cada ecuacion, tantas raices como indica su grado, pero es-
tas raices imaginadas no siempre se corresponden con cantidades

reales.

La primera noticia que se tiene sobre la correspondencia
entre los nimeros complejos y los puntos del plano se debe a John
Wallis (1616-1703) quien en su obra De algebra tractatus publicada
en 1685 y mas tarde ampliada en una segunda edicion (1693), re-
presentaba a los nimeros complejos en la forma siguiente: sobre
una recta fijada representaba la medida de la parte real en la direc-
cion dada por el signo (izquierda si era negativo y derecha si era
positivo), a continuacion y formando un angulo recto representa-
bala medida de la parte imaginaria. Se desconocen las razones por

las que sus contemporaneos ignoraron esta representacion.
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Los numeros complejos fueron ampliamente utilizados en
el siglo XVII siguiendo la filosofia de que podian ser manipulados
como si fuesen numeros reales. Alrededor de 1712 se gener6 una
famosa polémica entre Leibniz y Johann (Jean o John) Bernoulli
(1667-1748).

Para Johann Bernoulli, los logaritmos de los numeros nega-
tivos coincidian con los logaritmos de los nimeros positivos y por
consiguiente el logaritmo de un numero negativo era un nimero
real. Su argumento era el siguiente: 2 In(—x) = In(—2)? = In2? =
2In z. De donde se sigue que In(—1) = In(1) = 0 (donde por In
estamos notando lo que hoy en dia conocemos como logaritmo

neperiano).

Leibniz por el contrario aseguraba que el logaritmo de un
tal ntimero era un niimero complejo. El partia del desarrollo: In(1+
x) =z — 32 + 32° — J2* + ... y tomando z = —2, deducia clara-
mente que el In(—1) no es cero. Es muy conocida la opinion que
Leibniz tenia acerca de los niumeros imaginarios, eran “un mara-
villoso vuelo del Espiritu de Dios, casi un anfibio entre el ser y el no

»

ser-.

La controversia entre Bernoulli y Leibniz fue resuelta por
Leonhard Paul Euler (1707-1783) a favor de Leibniz; utilizando, a
tal efecto, lo que hoy en dia conocemos como férmula de Euler:
e’ = cost+isent.Segun Euler: In(—z) = In[(—1)z] = In 2 +In(-1)
y para obtener el valor de In(—1), sustituyo ¢ por 7 en la féormula an-
terior, obteniendo ¢ = —1. Aplicando logaritmos a los dos lados

de la igualdad deducia: In(—1) = In "™ = 7. Como las funciones
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trigonométricas son periodicas, hay infinitos logaritmos posibles

por cada niimero negativo: ¢"?"+1) = _1,

Hemos de insistir que Euler, al igual que sus contemporaneos,
utilizaba los niimeros complejos en sus calculos de una forma in-
tuitiva y sin conocer exactamente que es lo que eran, pero lo que
resulta sorprendente es que dichos célculos eran correctos. El fue
el primero en utilizar la notacién i = \/—1y el simbolo ¢ en algu-
nas de sus cartas escritas en 1727, realizando un estudio profundo
del mismo asi como del niumero =. Respecto a la férmula de Eu-
ler hemos de decir que previamente, en el anno 1714, Roger Cotes
(1681- 1716) obtenia una féormula equivalente: In(cos ¢t + isen t) =
it. Por otra parte, aunque en la obra de Abraham de Moivre (1667-
1754) titulada Miscellanea Analityca, publicada en 1730, no apa-
rezca de forma explicita su famosa formula: (cost + isent)” =
cos(nt)+isen(nt), esindudable que dicha férmula era familiar para
de Moivre e incluso muchos anos antes, ya que en su articulo Phi-
losophical Transactions publicado en 1707, €l escribia:

%(Sen(nt) +v/=Tcos(nt))~ + %(Sen(m‘) — v/~Tcos(nt))" = sen

y en Miscellanea Analityca aparece la igualdad:

2K+t 2K+t
S —+i17sen ——
n n

3=

(costtisent)r =co

Aunque en 1728 Euler conocia la trascendental relacion entre 4, 7
y e dada por i’ = ¢ 27, no es hasta 1748 cuando, en su mas famo-

so libro titulado Introductio in Analysin infinitorium, aparecen las

formulas: cos(t) = (e +e ") ysen(t) = (e —e ) las cuales rela-

cionan de una forma  elegante las  funciones
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trigonométricas con la funcion exponencial y de donde trivialmen-
te se sigue la formula que lleva su nombre, una de las formulas
matematicas mas asombrosas jamas descubierta, a la que hacia
sus honores el profesor Canada en su Discurso de entrada en es-
ta Academia. El lector interesado puede consultar, entre otros: [87,
271,179,131, 141,230, [163].

La férmula ™ + 1 = 0 relaciona los cinco niimeros maés
importantes de la Matematica y las mas importantes operaciones
elementales de la misma. El gran matematico Benjamin Peirce (1809-
1880), profesor de la universidad de Harvard durante unos cin-
cuenta anos e introductor, entre otros, de lo que hoy en dia co-
nocemos como descomposicion de Pierce, en diversas estructuras
algebraicas, decia: “Caballeros, no comprendemos la formula y no
sabemos lo que significa, pero la hemos demostrado, y por tanto

sabemos que tiene que ser verdadera’.

Por muchos expertos ha sido elegida como la formula mas
bella de todos los tiempos. Es atractiva para misticos, matemati-
cos y cientificos en general. Los matematicos e historiadores de la
matematica Edward Kasner (1878-1955) y James Roy Newman
(1907-1966), autores del libro Mathematics and the Imagination
(1940), donde recogen la cita anterior de Pierce, afirman: “lo tinico
que podemos hacer es reproducir la ecuacion y no dejar de pre-

guntarnos por sus implicaciones”.

Denis Guedlj (1940-2010), profesor de Historia de las Cien-
cias de la Universidad de Paris VII, matematico, cineasta, actor, au-

tor teatral y novelista, en su famosa novela El teorema del loro, pu-
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blicada en 1998, narra el siguiente parrafo en el que involucra a

dos de sus principales personajes:

“Ruche oy6 que Max murmuraba con la mayor seriedad del
mundo: Existe 7 en el aire y 7 en el agua. No dejen de admirar,
cuando salgan, la formula escrita encima de la puerta. Es de Leon-
hard Euler. Es, sin duda la mas hermosa de todas las matematicas.

Todos levantaron la cabeza al salir y leyeron:
em = —1

Ruche, el cuello torcido, examinaba la cosa. Corta era corta. Pero
hermosa, diablos, ;por qué era hermosa?. Y no solamente hermo-
sa, sino jla mas hermosa!. Ruche la diseccion6. Cinco signos, que
él conocia muy bien. Salvo uno.......... habia una e. Nunca vista an-
tes. ;Era la que hacia tan hermosa la formula?. Se lo pregunt6 a
Max, que con el cuello casi roto también contemplaba la féormula
al igual que en Roma los turistas admiran el techo de la Sixtina”.

La primera representacion de los nimeros complejos como
vectores del plano que atrajo la atencion de los matematicos, fue
dada por el topégrafo noruego Gaspar Wessel (1745-1818). El era
un autodidacta y en un informe presentado a la Real Academia Da-
nesa en 1787 sobre los métodos matematicos que estaba desarro-
llando, ya incluia su brillante aportacion a la Matematica, la cual
no es otra que la interpretacion geométrica de los nimeros com-

plejos.

En 1796, Wessel habia terminado la triangulacion de Dina-

marca y utilizé los datos obtenidos para elaborar el primer mapa
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exacto del pais. En el mismo ano escribi6é su primer y tnico do-
cumento matematico titulado: On the analytical representation-
an essay, en el cual expresaba la interpretacion geométrica de los
numeros complejos, y lo presentdé en una reunion de la Real
Academia Danesa el 10 de marzo de 1797. Este documento fue
publicado en los Transactions de la Academia Danesa en 1798.
Wessel introduce un sistema de ejes coordenados perpendicula-
res, considerando +1 para la unidad en uno de los ejes, y +< para

la unidad en el otro eje . Wessel escribio:

“Sea +1 la unidad rectilinea positiva y +¢ otra unidad per-
pendicular a la unidad positiva tomada antes, teniendo ambas el
mismo origen; entonces el angulo de la direccion de +1 resulta
igual a 0°, y por lo tanto para —1 es 180°, para +¢ es 90°, y para
—e es —90° 6 270°. Por la regla que establece que el angulo de la
direccion del producto es igual a la suma de los angulos de los fac-
tores, tenemos: (+1)(+1) = +1; (+1)(=1) = —1; (=1)(—-1) = +1;
(+1)(+¢e) = +& (+1)(—¢) = —&; (=1)(—¢) = +&; (+e)(+e) = —1;
(+¢)(—¢) = +1; (—e)(—e) = —1. De este resultado se observa que
+¢ es igual a /—1, y que la divergencia del producto se determi-
na de tal forma que ninguna de las reglas operativas comunes son

contravenidas”

La tabla de multiplicacion anterior es interpretada geomeétri-
camente, como que la multiplicacion por un niimero complejo de
longitud (mo6dulo) uno no es otra cosa que un giro en el plano.
Asi por ejemplo si a es un numero real, entonces i« no es otra cosa

que una rotacion alrededor del origen 0 del segmento [0, o].
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Wessel establecié que cualquier segmento, con origen en el
punto de interseccion de los ejes coordenados, podia ser represen-
tado mediante un numero complejo a + b(+¢) y que, de acuerdo
con reglas expresadas anteriormente, y respetando las propieda-
des usuales de la suma y el producto entre numeros reales, la mul-

tiplicacion entre dos numeros complejos venia dada por:
(a+ b(+¢))(c+ d(+e)) = (ac — bd) + (ad + bc)(+¢)).

Por consiguiente Wessel se adelanto a la nocion de espacio vecto-
rial tal como hoy lo conocemos, de modo que los niimeros com-
plejos, desde el punto de vista geométrico, quedan perfectamente
definidos. Su trabajo pasé desapercibido hasta que un siglo mas
tarde (en 1897), fue traducido al francés. Mientras tanto la comuni-
dad matematica atribuia la idea a Jean-Robert Argand (1768-
1822) (otro aficionado al igual que Wessel) el cual redescubria di-
cha representacion en 1806, en un trabajo publicado a sus expen-
sas titulado: su Essai sur une maniere de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions géométriques. En 1813 este en-
sayo fue publicado en la revista francesa Annales de Mathémati-
ques, para un publico mas especializado. Desde entonces la
representacion geomeétrica de los nameros complejos viene sien-
do conocida, en las publicaciones francesas sobre todo, como el
diagrama de Argand. En este ensayo también se propone por vez
primera la idea de moédulo para indicar la magnitud de los vec-
tores y los numeros complejos, asi como la tipica notacion para
los vectores con una flecha horizontal sobre las letras que sefialan
sus extremos. La influencia de este trabajo, al igual que el de Wes-

sel, fue escasa durante mucho tiempo ya que su manejo algebraico
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presentaba ciertas dificultades. En particular el producto que de-
pende del concepto de angulo no definido con precision, como el
lector habra podido observar. Ademas muchos matematicos de la
época pensaban que la interpretacion geométrica de los numeros
complejos no era compatible con los canones que se aplicaban al
algebra desarrollada hasta entonces.

En 1831 Gauss presentaba con todo detalle la representa-
cion geomeétrica de los nuimeros complejos estableciendo una ob-
via correspondencia entre la parte real y la parte imaginaria de
un numero complejo a + ib con las coordenadas rectangulares del
punto del plano (a, b). Esta idea la habia utilizado en su Tesis Doc-
toral acerca del Teorema fundamental del algebra, aunque sin una
mencion explicita sobre ello. Sin embargo, si lo hizo después, en
1811, en una carta enviada a su amigo el astronomo Friedich Bes-
sel (1784-1846). Finalmente en 1831, en un comentario de su articu-
lo Theoria Residuorum Biquadraticorum la idea era plenamente
desarrollada, separandose de laidea de Wessel y Argand que habian
considerado los nameros complejos como segmentos del plano,
como ya hemos referido anteriormente. Como consecuencia los
numeros complejos comenzaron a adquirir aire de respetabilidad
y las viejas ideas de la no existencia de los “ntimeros imaginarios”
comenzaron a ser abandonadas. Gauss afirmaba: “Este tema (de
las magnitudes imaginarias) ha sido tratado hasta ahora desde un
punto de vista erroneo, rodeado de una misteriosa oscuridad, y
esto es debido a la utilizacion de una notaciéon inadecuada. Si, por
ejemplo, +1, —1y v/—1 hubieran sido denominadas directa, inver-

sa y unidad lateral respectivamente, en lugar de positiva, negati-
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va e imaginaria (o incluso imposible) tal oscuridad hubiera estado

fuera de lugar.”

Gauss consider6 que su presentacion resultaba la méas co-
rrecta, haciendo que todas las dificultades sobre estos nliimeros
desaparecieran. De este modo los nimeros reales representaban
unarecta, mientras que los complejos representaban el plano. Des-
de entonces tanto a la representacion de Wessel-Argand, como a
la de Gauss, la conocemos por el nombre de plano complejo. Los
chovinistas franceses hacen referencia al plano complejo como el
plano de Argand, mientras que los no menos chovinistas alema-
nes lo denotan como el plano de Gauss. En justicia deberiamos de
hablar del plano de Wessel-Argand-Gauss. Gauss introdujo tam-
bién el nombre de “ntimeros complejos” para la cantidades a + bi,
y se opuso al término “ntimeros imaginarios” ya que consideraba
que ese apelativo era precisamente uno de los principales causan-
tes del halo de misterio que habia rodeado siempre a estos nime-
ros. Sin embargo no consigui6 eliminar el nombre de “imagina-
rios” para aquellos nameros que quedan representados por el eje
vertical de coordenadas, ya que dicho nombre estaba, y sigue es-

tando, muy arraigado entre los matematicos.

Sin menoscabo de lo anteriormente expuesto, hay ciertos
argumentos para pensar que alla por el ano 1749, Euler tenia vi-
sualizados los nimeros complejos como puntos del plano ya que
en su articulo: De la controverse entre Mrs. Leibniz et Benoulli su
les logaritmes des nombres négatifs et imaginaires (Mémories de
I’Académie des Sciences de Berlin, 1949), afirmaba que: “En cual-

quier otro caso el namero = es imaginario: para encontrarlo uno
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tiene s6lo que tomar un arco g en el circulo unidad y determinar

su seno y coseno. El numero buscado es entonces © = cos(g) +

v —1sen(g)” .

John Warren (1796-1852) era un convencido de la superiori-
dad de la geometria como medio de demostracion a la utilizacion
de meros simbolos de cantidades. En 1828 publica, en la Univer-
sidad de Cambridge, un trabajo titulado A Treatise on the Geome-
trical Representation of the Square roots of Negative Quantities. Los
dias 19 de febrero y 4 de junio de 1829 pronuncia sendas conferen-
cias en la Royal Society sobre el tema objeto de su articulo, llegan-
do a la conclusion de que los nimeros complejos se podian repre-
sentar como vectores del plano y por consiguiente las operaciones
aritméticas elementales entre nameros complejos adquieren una
interpretacion geométrica natural: la suma entre complejos no es
otra cosa que la suma vectorial yla multiplicacion compleja es pre-
cisamente el producto de un vector por un escalar mas la rotacion
de dicho vector.

Hamilton, influenciado por la lectura del trabajo de Warren
usO estos conocimiento para tratar de trasladar al espacio tridi-
mensional una teoria analoga a la de Wessel-Argand-Warren. Du-
rante muchos anos intent6 extender los numeros complejos a un
nuevo sistema de numeros de dimension tres, que pudieran jugar
un papel geométrico en el espacio, analogo al que desempefian
los numeros complejos en el plano, con el fin de representar rota-
ciones y movimientos de vectores en el espacio. En lenguaje mo-
derno, Hamilton buscaba un algebra real normada de dimension

tres. Hoy en dia conocemos que tales algebras no existen. No obs-
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tante su empeno le llevo a dar el paso definitivo acerca de la de-
finicion de los numeros complejos como pares ordenados de nu-

meros reales (a, b) sometidos a las siguientes operaciones:
(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢, b+ d)
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)
bajo las cuales el conjunto, R x R, de los mencionados pares orde-
nados, tiene estructura de cuerpo conmutativo, conocido como el

cuerpo de los numeros complejos y universalmente denotado por
C.

La mencionada formulacion aparecié en un trabajo de
Hamilton publicado en 1835, bajo el titulo “Theory of Conjugate
Functions, or Algebras as the Science of Pure Time. Asi pues, habian
pasado casi tres siglos después de la aparicion de los nimeros com-
plejos en la obra de Cardano para llegar a formular una definicion
satisfactoria de los mismos que permitio dar un gran impulso, no
solamente a la Teoria de Funciones de una Variable Compleja, sino
también a la Matematica y Ciencia en general.

En el ano 1837, Gauss escribia una carta a su amigo
Wolfgang Bolyai (1775-1856), en la que le decia que la representa-
cion de los nameros complejos como pares ordenados de nume-

ros reales, era familiar para él desde el ano 1831.

Desde el punto de vista de Hamilton el numero ¢ es el par
(0,1), con lo que queda erradicado el “misterio del nimero imagi-
nario v/—1”, asi como la objecién de que los calculos con los niime-
ros complejos no eran plenamente satisfactorios, si dichos nume-

ros eran considerados como vectores o puntos del plano. También
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queda perfectamente justificada la notacion a + ib, con a, b nime-
ros reales, para representar a los complejos, sin mas que tener en
cuenta que todo real a« puede verse como el par (a,0). Hemos de
decir que a veces resulta provechoso y practicamente imprescin-
dible ver los nimeros complejos como vectores o puntos, en parti-
cular cuando se trata de hacer mas comprensible su manejo, y por
supuesto en sus aplicaciones a otros campos de la Ciencia. A titu-
lo de ejemplo, segin ya conocemos, un giro en el plano no es otra
cosa que la multiplicacion por un complejo de longitud (modu-
lo) uno. Por otra parte el interés por resolver ecuaciones algebrai-
cas, origen del nacimiento del Algebra y que ocupé durante siglos
a muchos matematicos, cuenta desde entonces con una potente

herramienta.

A pesar del “fracaso” de Hamilton en el intento de introdu-
cir una multiplicacion en tripletas de nameros reales (a, b, c) en
R x R x R que extendiese la multiplicacion establecida en R x R
= C, si consiguio su objetivo de obtener unos numeros que extien-
den a los complejos y que sirven para representar giros en el es-
pacio euclideo tridimensional. Dichos nimeros no son otros que
los cuaternios, los cuales se pueden expresar de la forma: ae +
bi + ¢j + dk, donde a,b, c¢,d son numeros realesy e = (1,0,0,0),
i=1(0,1,0,0),5 = (0,0,1,0) y & = (0,0,0,1), es la base can6nica
del espacio vectorial real de dimension cuatro. El producto entre
dichos nimeros viene dado por:

i’ =3 =k*=1ijk = —e, ij = —ji = k, y e es elemento unidad.

El resto de los productos se obtienen de los anteriores por inter-

cambio ciclicode i, jy k.
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R*, dotado del anterior producto y suma y producto por es-
calares los usuales, se convierte en un algebra asociativa no con-
mutativa de dimension 4 sobre R, conocida por el nombre del alge-
bra real de los cuaternios (nombre que le dio el propio Hamilton),
que se suele notar como H. Otra operacion importante en el dlge-
bra H es la conocida como conjugacién en H. Para cada elemento,
q = a+1ib+ jc+ kd su conjugado viene dado por ¢* = a—1ib— jc—kd.
Las partes real e imaginaria de ¢ se definen como %(q+q*) y %(q—q*)
respectivamente. H se puede dotar de un producto escalar (-, -) de-
finiendo sobre los elementos basicos:

(i,9) = (4, 7) = (k, k) = (1, 1) =1

e igual a cero en los restantes. Claramente si ¢ = a + b + jc + kd,
entonces (q,q) = a* + V? + ¢* + d?, por consiguiente la norma que
induce el anterior producto escalar sobre H coincide con la norma

euclidea de R*. Cada cuaternio no nulo ¢ admite un tnico inverso,
*

q

ells
Todo cuaternio de longitud uno representa un giro en el espacio.

¢!, que coincide con (el paralelismo con C es sorprendente).

En efecto, la aplicacion (a, b, ¢) — ai + bj + ck nos proporciona una
identificacion total entre el espacio R? con la parte imaginaria de
H. Cada cuaternio no nulo r permite definir una nueva “conjuga-
cion” en H mediante la aplicacién C,.(q) := rqr~'. Es sencillo com-
probar que cada cojugacion C, deja invariante la parte real de ¢, es
decir C,(q) y g tienen la misma parte real. En particular, cada C, de-
jainvariante a R3. Mds atin, si tomamos r de norma uno, con parte
real igual a cos(), la conjugacion C, define un giro en R? de angu-
lo 26 alrededor del eje determinado por la parte imaginaria de r.

Observamos que esta propiedad también se verifica para 0 € 277,
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puesto que incluso con parte imaginaria de r igual a cero, el giro
de angulo cero es la identidad en R3. Es interesante observar que
bajo este punto de vista, tanto el eje de giro como el angulo estan
incorporados en el cuaternio r y esto simplifica enormemente los

calculos.

Gran parte de las aplicaciones de los cuaternios se deben a
la propiedad que acabamos de relatar.

Eric Temple Bell (1883-1960) en [26, pag. 354] comenta que
“los cuaternios tienen una historia demasiado larga para ser con-
tada aqui. Incluso Gauss con su anticipacion en 1817 no es prime-
ro en el campo; Euler le precede con un resultado aislado que es
mas simple si se interpreta en términos de cuaternios. El origen de
los cuaternios puede irse ain mas lejos. Augusto de Morgan una
vez, medio en broma, ofrecio remontar su historia desde los anti-

guos hindues hasta la Reina Victoria”.

Ahora bien lo realmente importante es que el gran descubri-
miento de Hamilton hacia posible, no solamente la aparicion de
un algebra que nos permitia representar rotaciones en el espa-
cio tridimensional, sino que, dicha algebra, rompia con uno de los
canones del algebra de la época, como lo es la propiedad conmu-
tatividad del producto. Un descubrimiento de primer orden tal vez

comparable al de las geometrias no Euclideas.

Una amplia informacion sobre el descubrimiento mencio-
nado, puede ser obtenida a través de la lectura de [87, 253, 126]),
incluido la conocida parte romantica del mismo cuando el dia 16

de Octubre de 1843, Hamilton tuvo la inspiracién definitiva acerca
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de su Teoria de Cuaternios, mientras paseaba junto a su esposa por
el Canal Real a las afueras de Dublin. No pudiéndose reprimir, con
ayuda de una navaja, plasmo sobre una piedra del Puente Broug-
ham la férmula fundamental que hemos dado anteriormente:

i =% =k =ijk = —e.

Durante una serie de afios los cuaternios tuvieron una gran
aceptacion. Como ya hemos mencionado anteriormente fueron
utilizados por Maxwell en sus ecuaciones de electromagnetismo
y tras la muerte de Hamilton se desarroll6 toda una escuela de se-
guidores. Tras la formulacion de las ecuaciones de Maxwell, en el
lenguaje del analisis vectorial, dada por Heaviside y Gibbs, don-
de los cuaternios no aparecen de forma explicita, estos perdieron
parte de la atraccion de los cientificos, la cual no regreso hasta si-
glo XX de manos de la Fisica. Por ejemplo las matrices de spin 3
de Wolfgang Erns Pauli (1900-1958), de las que dependen los mo-
mentos angulares de la Mecéanica Cuantica e introducidas por el
mencionado autor en 1927 (ver[183]):

1 0 0 — 01
O’Z: O'y: ] O—IC:
0 —1 0 10

se pueden identificar, salvo constantes, con los cuaternios i, j, k; ya
que el algebra real H es isomorfa a la subalgebra de las matrices de
orden 2 x 2, con entradas en los numeros complejos, generada por
la expansion lineal real del conjunto {/,¢,,0,,0.}, donde I denota
la matriz identidad. Un tal isomorfismo viene dado por:

e—1, 1 =10, j— —ioy, k— —io,
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(ver si acaso [87, pag. 196] ).

Hoy en dia los cuaternios y sus generalizaciones sobre cuer-
pos arbitrarios impregnan no solo la Fisica Fundamental, sino tam-
bién diversas areas de la Matematica. Incluso se utilizan en algo tan
insospechado por su creador (creadores) como es el caso de diseniar
videojuegos, un tal ejemplo es el bien conocido Tomb Raider, o la
robotica la cual constituye otro de los pilares de nuestra civiliza-

cion.

A la luz de nuestro conocimiento actual, esto no es de ex-
tranar ya que, la utilizacion del analisis cuaternionico en los movi-
mientos de objetos, permite reproducir un tal movimiento me-
diante un solo procedimiento (funcidon) cuyo argumento son los
cuaternios. Segin hemos visto, ellos poseen unas leyes de compo-
sicién simples, las rotaciones y traslaciones que inducen en R? son
muy sencillas y eficaces, dando lugar todo ello a un fécil calculo

computacional.

Los ejemplos de relacion entre la Matematica pura y la tec-
nologia que acabamos de presentar llevan la misma intencion
didactica que el de von Neumann, pero sobre todo queremos re-
saltar una vez mas la importancia de la belleza en la Matemati-
ca. Ahora parece apropiado recordar el siguiente dicho atribuido a
Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), premio Nobel de Fisica en
1933:

“Dios es un matemadtico, de modo que incluso con poca evidencia
experimental, una matemdtica bonita tiene una gran posibilidad

de ser correcta’.
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Concluimos nuestro particular “paseo” por los cuaternios
extendiendo (con la ayuda de ellos) al caso de ocho variables, la tri-
vial identidad que estableciamos acerca de que producto de la su-
ma de cuadrados es de nuevo suma de cuadrados. La nueva iden-
tidad es conocida como identidad de Lagrange y reza como sigue:
Sean a; y b, k = 1,2, 3,4, nimeros reales; entonces:

(a + a3 + a3 + a3) (b3 + b5 + b5 +b7) = ] +¢3 + ¢ + ¢,
donde ¢;, k = 1,2, 3,4, son también ntimeros reales.
En efecto: sean p, g los cuaternios dados por
p = aie + ast + azj + ask

q = b1€ + bgi + bgj + b4k‘,

entonces pq = cie + i + ¢35 + ¢4k, y la identidad que deseamos

probar es equivalente a esta otra:

(rq,rq) = (P, p){q, ),

la cual es bien conocido ser cierta (ver si acaso [49, epigrafe 2.5.2]).

La afirmacion de Hadamard, que expusimos anteriormen-
te, podiamos parafrasearla ahora en los siguientes términos:

“El camino mds corto entre dos verdades en el campo real pa-
sa a través del campo cuaternionico.”



3 Funciones complejas de variable

compleja

Comenzamos esta seccion con el Teorema Fundamental del
Algebra, un hito del intelecto humano y que hoy en dia suele enun-

ciarse en los siguientes términos:

“Todo polinomio de grado n mayor o igual a uno, con coefi-
cientes reales o complejos, tiene por lo menos una raiz, real o com-
pleja’.

Como consecuencia se tiene que si p es un polinomio de
grado n mayor que cero, entonces la ecuacion p(z) = 0, tiene exac-
tamente n soluciones complejas, contando su orden de multiplici-
dad. De hecho ambos enunciados son equivalentes, como es bien
conocido.

Siuno considera un polinomio con coeficientes reales p(z) =
a2 + a,_ 12" 1+ ...+ a1x + ag, con a, no cero, y trata de encontrar
sus raices es decir las soluciones de la ecuacion p(z) = 0, entonces
el camino logico a seguir es el que siguieron los pioneros, tratando
de encontrar soluciones constructivas a partir de los coeficientes

de p(x).

Como hemos dicho al comienzo del apartado anterior el in-
tento de resolver ecuaciones se remonta a los egipcios e hindues,
pero la primera vez que aparece un estudio exhaustivo por escrito

de ecuaciones de primer y segundo grado, es en un tratado de alge-

61
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bra de Al-Juarismi , titulado, en castellano, Compendio de cdlcu-
lo por complecion y comparacion. Al-Juarismi fue un matematico,
geografo y astronomo persa- musulman- chii que vivié aproxima-
damente entre los anos 780 y 850. Lo primero que expone en su
obra son los nimeros naturales para pasar después a encontrar
soluciones (que por supuesto son numeros naturales) de ecuacio-
nes, utilizando métodos de tipo geométrico y algebraico. Las so-
luciones coinciden con las que hoy en dia se aprenden en la en-
senanza media (ver [286]). Hemos de destacar que en el mencio-
nado libro no aparecen simbolos de ninguna clase, solo palabras

escritas en arabe.

A Al-Juarismi se le considera como el padre del dlgebra asi co-
mo el introductor de nuestro sistema de numeracion cuyos orige-
nes se pierden en la noche de los tiempos. El Algebra de Al-Juarismi
fue traducida al latin por Gerardo de Cremona (1114-1187) y se uti-
liz6 como libro de texto en las universidades europeas hasta el si-
glo XVI.

Scipio dal Ferro (1465-1526) es aceptado, por lo general, co-
mo el primero que dio un método general para resolver ecuacio-
nes de tercer grado, pero queda la incognita de cuando y como Fe-
rro podia resolver todo tipo de dichas ecuaciones. Cuenta la “his-
toria” que antes de morir comunico6 su formula a su discipulo An-
tonio Maria del Fiore el cual presumia de conocer la formula mara-
villosa para resolver ecuaciones cubicas y desafio a Tartaglia a una
competicion matematica, algo muy comun en la época renacen-
tista. La noche anterior a la fecha del desafio, el 22 de Febrero de

1535, Tartaglia redescubri6 la férmula y gané la competicion. Tar-
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taglia hablo de la féormula a Cardano pero sin presentar la prueba,
de ahi que Cardano tuviese la necesidad de reconstruirla. Todo ello
llev6 a una bien conocida disputa entre dal Ferro y Cardano, éste
defendia que él habia dado la prueba matematica de la solucion,

mientras que dal Ferro inicamente habia presentado la solucion.

Los éxitos obtenidos en las resoluciones de ecuaciones de
tercer grado por medio de radicales en funcion de sus coeficientes,
impulsaron a los matematicos, sobre todo los jovenes, a encontrar
soluciones de ecuaciones de grado mayor que tres. Tal es el caso de
Lodovico Ferrari (1522-1565), discipulo de Cardano y previamente
sirviente de éste. Ferrari conocia my bien los métodos de resolu-
cion de ecuaciones cubicas que habia estudiado con Cardano, ello
le permitié presentar, en el afio 1540, una solucion de las ecua-
ciones de grado cuatro, reduciendo el problema a resolver una de
grado tres. Este método, al igual que el de las ecuaciones de grado
tres, fue incluido por Cardano en su Ars Magna. El lector interesa-
do puede ver, entre otros [52), 30, 150]. Conviene recordar que al
utilizar las formulas de Ferro-Tartaglia-Cardano, podian aparecer

numeros complejos.

En los siguientes tres siglos los matematicos y en particu-
lar los algebristas no cejaron en su intento de resolver ecuaciones
de grado mayor que cuatro por medio de radicales. Vano intento
porque en 1826 Abel probo6 que es imposible resolver, en general,
ecuaciones de grado mayor que cuatro por medio de radicales (ver
[1]). Como no podia ser de otra manera, durante todo este mismo
tiempo, los matematicos y cientificos en general se preocuparon

del problema de probar la existencia de raices de p(z).
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Hemos recordado anteriormente que Girard, en 1629, fue
el primero en conjeturar que todo polinomio de grado n tiene n
raices, pero no comenta nada acerca de si dichas raices deben ser
reales. Previamente Petrus Roth, del que solo se sabe que trabajo en
la ciudad alemana de Nuremberg como calculista (reckoningmas-
ter) hasta su muerte acaecida en 1617, escribi6 en su libro Ariht-
metica Philosophica (1608), que toda ecuacion polin6mica con coe-

ficientes reales de grado n puede tener n soluciones.

La historia de la prueba del Teorema Fundamental del Alge-
bra se desarrolla en paralelo con el descubrimiento de los nime-
ros complejos y es por esta razon por la que muchos historiado-
res dicen que debia llamarse Teorema de los nimeros complejos.
Un magnifico resumen sobre el tema puede verse en [87]. Como
norma general, antes de las “pruebas” presentadas por Gauss, los
investigadores no se ocupan de probar la existencia de las raices
sino mas bien de la forma que tienen. La conjetura de Girard es
tomada tacitamente como un axioma y no dan justificacion ma-
tematica a las formulas establecidas. Euler, sin duda animado por
el hecho de que toda ecuacion de grado cuatro siempre tiene solu-
ciones complejas, lleg6 a formular el siguiente teorema para poli-
nomios reales: Todo polinomio p(x) de grado n posee exactamen-
te n ceros en C. Euler establecio una prueba rigurosa de su teore-
ma para el cason < 4y en 1749 ataca el problema general. Gauss
en su tesis doctoral titulada: “Nueva demostracion del teorema de
que toda funcion algebraica racional de una variable puede ser des-
compuesta en producto de factores reales de primero o de segundo

grado”, leida en la Universidad de Helmestedt en 1779, presenta
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la primera demostracion “satisfactoria” del teorema Fundamental
del Algebra para polinomios reales. La novedad que aporta es que
no es necesario calcular las raices para probar su existencia. El ar-
gumento dado por Gauss es que si el polinomio p de grado n posee
una raiz compleja z = a + ib, ésta representa un punto del plano
(a, b) y este punto debe ser la interseccion de las curvas algebraicas
reales Rep(z) = 0y Imp(z) = 0. Donde si z = = + iy es un namero
complejo, entonces Re z = x e Im z = y. Este argumento depende
del grafico de las curvas y por entonces era dificil demostrar que
debian de tener una interseccion no vacia. A pesar de esta laguna
el teorema fue dado por cierto, si bien tuvieron que pasar mas de
cien anos para que los topologos pudieran confirmarlo acudiendo
a sofisticados argumentos.

Gauss dio hasta cuatro pruebas (para algunos historiado-
res hasta cinco) del Teorema Fundamental del Algebra. En la se-
gunda prueba presentada en 1816, abandona las consideraciones
geomeétricas y pasa a ser mas algebraica pero todavia depende del
Analisis Matematico, concretamente utiliza el hecho de que todo
polinomio de grado impar posee una raiz en el eje real. La tercera
prueba, dada también en 1816, depende de lo que hoy en dia se
conoce Teoria de Cauchy para funciones holomorfas, mas concre-
tamente se basa en el numero de vueltas que la curva p(z) da al-
rededor del origen = = 0 cuando = recorre una conveniente curva
cerrada alrededor del origen. Concretamente en el lenguaje mo-
derno la prueba se basa en el cédlculo de la integral de contorno
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La cuarta prueba establecida en 1849, es una variacion de la
primera y lo que hace es extender la prueba primera al caso de
polinomios con coeficientes complejos, utilizando el argumento
de que las cantidades imaginarias eran ya conocidas. En efecto: si
q(z) es un polinomio complejo, entonces p(z) = ¢(Z)q(z) es un po-
linomio con coeficientes reales. Por consiguiente si z; es un cero

de p, entonces z; 0 Z; es un cero de q.

Hemos de recordar también a Argand quien en 1815 publi-
cabaun articulo titulado: Réflexions sur la nouvelle théorie d ‘analy-
se, el cual contenia la que posiblemente podria ser la prueba mas
simple de todas las pruebas presentadas, hasta la fecha, del teore-
ma que venimos comentando, para el caso de polinomios con coe-
ficientes complejos, utilizando técnicas analiticas. Un resumen de
dicha prueba lo present6 en 1806, en su ensayo sobre la represen-
tacion geométrica de los nimeros complejos, que hemos citado

anteriormente.

La prueba de Argand es muy similar a la que presento
Cauchy en 1820 (ver [57]) la cual era una republicacion, para el ca-
so de polinomios con coeficientes complejos, de la que publicé en
1817 (ver [56]), para el caso de coeficientes reales. Cuanto conocia
Cauchy acerca de las aportaciones de Argand y cuando las apren-
diod, es una cuestion que, hasta donde yo sé, estd todavia en debate.
También resulta extrano que algunos historiadores citen a Gauss
como el primero en establecer la prueba del mencionado teore-
ma, para el caso de coeficientes complejos.

Son muchas las pruebas que se conocen hoy en dia del Teo-
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rema Fundamental del Algebra, pero todas ellas dependen de al-
guna manera del Analisis Matematico, es por lo que muchos mate-
maticos piensan que el nombre mas apropiado deberia de ser Teo-
rema Fundamental del Analisis, sobre todo, porque las pruebas
mas bellas y simples se obtienen de la Teoria de funciones com-
plejas de variable compleja. En este momento no nos resistimos
a presentar la prueba que se deduce del Teorema de Liouville (Jo-
seph Liouville 1809-1882).

Recordemos que una funcion f definida en un abierto €2 de
Cyconvalores en C se dice que es holomorfaen (), si f es derivable
en todo punto de €. Es decir si para todo punto z; en (2, existe el
limite:

o 1) = F(z0)
22 Z— 2
A las funciones que son holomorfas en C, se les denomina fun-

ciones enteras. Pues bien el Teorema de Liouville afirma que foda
funcion entera y acotada debe ser constante.

Sea, pues, p(z) un polinomio no constante, y supongamos
que no tiene raices. Ya que los polinomios son funciones ente-

. I . .
ras, se tiene que f(z) = — es también una funcion entera. Ahora
z

bien como lim,_,, |p(z)| = +o0, se tiene que lim, ,, |f(z)| = 0. En
consecuencia f resulta ser una funcion acotada. Luego, por el Teo-
rema de Liouville, f es una funcion constante, por lo que p también
lo sera. Lo que contradice nuestra hipoétesis inicial, y por tanto p

debe tener una raiz.

La Teoria de funciones de una variable compleja esta plaga-

da de hermosas obras de arte matematico como el que acabamos
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de presentar, cuya raiz es la Formula Integral de Cauchy.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857) esta considerado, junto
a Gauss, como uno de los ultimos genios universales (universalis-
tas) que han marcado el desarrollo de las matematicas a través de
los tiempos. Es quizas el autor mas prolifero después de Euler. Sus
trabajos sobre teoria de funciones de una variable compleja fue-
ron publicados en diferentes lugares sin ningan orden. El mismo
resultado aparece varias veces, aunque frecuentemente, de algu-
na forma, modificado. Otras veces aparecian como breves resime-
nes no facilmente accesibles. Con frecuencia llenaba los Comptes
Rendus Mathematique y el Journal de la Ecole Polytechnique de
Paris con gruesos trabajos que podian oscilar entre 80 y 300 pagi-
nas. Todo ello ha dado lugar a que no exista un claro orden cro-
nologico de sus trabajos y que por tanto no sea facil establecer, con
exactitud, las fechas de algunas de sus resultados y mas concreta-
mente la fecha en la cual formula lo que hoy en dia conocemos
como Formula Integral de Cauchy para el disco. Lo que si esta cla-
ro es que entre los afios 1814 y 1831, Cauchy establece los hechos
basicos de la teoria que venimos comentando; en particular en la
primera memoria de las dos que él presenta ala Academia de Turin
en 1831, aparece la prueba mas simple de su férmula integral para
el disco, cuyos precedentes se pueden encontrar en 1822-23, con
motivo de la resolucion de integrales en coordenadas polares y en

su memoria de 1814, la cual fue publicada en 1827.

En su memoria de 1814, presentada en la Clase I del Insti-
tuto de Francia, aparece su definicion de integral real de funcio-

nes reales entre limites reales, en una forma muy parecida en la
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que podemos encontrar hoy en dia en cualquier texto elemental,
es decir en términos de limite de sumas integrales, con la diferen-
cia de que el valor de la funciéon lo toma siempre en el extremo
izquierdo del intervalo. Apartandose de los métodos utilizados en
el siglo XVIII, donde la integracion se trataba como la inversa de
la derivacion. No obstante, en dicha época se tenia un gran interés
en el calculo de integrales definidas sobre intervalos finitos donde
el integrando podia poseer alguna discontinuidad (curvas discon-
tinuas pueden determinar areas bien definidas), y especialmente
aquellas cuyo rango es infinito (lo que hoy solemos llamar integra-
les impropias), en cuyo caso no disponemos de funciones primiti-

vas.

El concepto de Cauchy de integral como un limite de una
suma, mas idoneo que el de busqueda de una primitiva, dio lugar
a muchas fructiferas generalizaciones modernas de distintos con-
ceptos de integral. El hecho de definir la integracion independien-
temente de la diferenciacion obligaba a Cauchy a probar la rela-
cion habitual entre la integracion y la derivacion, ello lo logré con

la ayuda del Teorema del valor medio.

En la memoria de 1814 también aparecen los gérmenes de
algunas de sus mayores contribuciones a la Teoria de funciones de
una variable compleja. Por ejemplo, los resultados obtenidos en la
Parte I pude ser considerados como equivalentes al llamado Teore-
ma de Cauchy para el caso de integrales a lo largo de cuadrilateros.

Con todo ello Cauchy da pruebas, a los 25 anos, de su gran
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talento como creador independiente. Contribuye de una forma ex-
traordinaria al desarrollo del Analisis Complejo, razon por la cual
esta considerado como el padre de la Teoria de funciones de una

variable compleja.

Como suele ser habitual (“de la nada no se puede sacar na-
da”), ciertas ideas que aparecen en la memoria de 1814, que veni-
mos comentando, tienen como precedentes otras que se pueden
encontrar en publicaciones de autores tales como: Jean le Rond
d’Alembert (1717-1783), Euler, Pierre Simon Laplace (1749-1827),
Legendre y Simeon Denis Poisson (1781-1840). El mismo Cauchy
se encarga de resefar esto en la introduccion y anuncia su propo-

sito en los siguientes términos:

“...apres avoir réfléchi sur cet objet, et rapproché les uns des autres
les divers résultats ci-dessus mentionnés, j'ai cong¢u lU'espoir d’établir
le passage du réel a l'imaginaire sur une analyse directe et rigoureu-
se; et mes recherches m'ont conduit a la métode qui fait l'objet de ce

Mémoire. ..”

(después de haber reflexionado sobre este objeto, y acercado
unos a otros los resultados diversos mas arriba mencionados, con-
cebi la esperanza de establecer el paso de lo real a lo imaginario so-
bre un analisis directo y riguroso; y mis buisquedas me condujeron

al método que es objeto de este Informe).

En el mes de Febrero de 1825, Cauchy comunicaba a la
Academia de las Ciencias de Paris una memoria titulada: Mémoire
sur les intégrales définies prises entre des limites imaginanaires. En

Abril del mismo afio publicaba un resumen de ella en el Bulletin
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de Férussac y la totalidad fue publicada como un folleto separado
en Agosto (ver[58]). Esta memoria constituye un decisivo avance
dado por Cauchy al desarrollo de la Teoria de funciones complejas
de una variable compleja. Si en 1814 Cauchy presenta su teoria de
integracion de funciones reales sobre intervalos reales, ahora pre-
senta la integracion de funciones complejas entre limites comple-
jos. Define la integracion de una funcion a lo largo de un camino
que une dos numeros complejos, como limite de sumas que se van
aproximando. Inicialmente impone que las partes real e imagina-
ria, de la variable independiente, describan una funcion monéto-
na a lo largo del camino; pero conforme avanza en el trabajo esta
restriccion desaparece (ver si acaso [26, pag. 250-1] y [58]). Apare-
cen también aqui las primeras formulaciones del Teorema de Cau-
chy y el Teorema de los residuos (restringido al desarrollo en serie
de funciones racionales de funciones cuya tnica singularidades
son polos aislados). Algunas ideas y “maquinaria” de las que apa-
recen en este ultimo son atribuidas a Ostrogradskﬁ, ya que, aun-
que Cauchy trabajaba siempre practicamente solo, por esta época

realizo unas pocas colaboraciones con él.

El Teorema de Cauchy es un teorema fundamental el cual
establece que la integral de una funcion holomorfa en un abierto
a lo largo de una “conveniente” curva cerrada, contenida en dicho
abierto, vale cero. Este gran teorema, como lo llamaba Gauss, fue
descubierto por éste y se lo comunicaba a su amigo Bessel por me-
dio de una carta en 1811. No se hizo publico (méas bien se ocultd) y
esa es la causa por la que mas tarde fuera redescubierto por Cau-
chy y después por Karl Theodor Wihelm Weierstrass (1815-1897).
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En 1831 Cauchy presentaba dos importantes memorias en
la Academia de Ciencias de Turin y en la primera de ellas, segun
hemos comentado, aparece la prueba mas facil de la Férmula in-
tegral de Cauchy para el disco, asi como la Formula de Taylor, las
cuales presentaremos a continuacion. En la segunda memoria pre-
sentada en Turin, aparece el Teorema de Cauchy asi como el Teo-
rema de los residuos, para el caso de dominios acotados por una
curva simple cerrada (curva de Jordan).

Hemos de decir que Cauchy no compartia la vision geomé-
trica de los niimeros complejos. El hablaba de “expresién imagi-
naria” y la definia, en 1821, como toda expresion simbdlica de la
forma a + bv/—1 donde q, b representaban dos cantidades reales.
Esta representacion es algebraica. No estando satisfecho con la in-
terpretacion del namero i , en 1847 (doce anos después de la for-
mulacion de Hamilton), Cauchy introduce una definicion que, en
palabras de él mismo, hace possible reducir las expresiones imagi-
narias y la propia ¢ a cantidades reales. Concretamente, utilizando
el concepto de clase de equivalencia, €l interpreta el calculo en-
tre nameros complejos como el calculo entre polinomios reales
moédulo z? + 1. En terminologia moderna si R[z] denota el ani-

llo de los polinomios reales en una indeterminada x, entonces C

Rlz]
2 + 1
[100, Ex. 29.4, pags. 267 y 271]). Por consiguiente Cauchy probo6 un

puede ser identificado con el cuerpo cociente (ver si acaso
caso particular del Teorema de Kronecker sobre extensiones fini-
tas de cuerpos. Kronecker lo formul6 en 1853 con algunas lagunas
que después rellenaron Weber en 1886 y Hilbert en 1896 (ver [100,
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pag. 266]). Este ultimo relato sobre la obra de Cauchy no es otra
cosa que un ejemplo del espiritu perfeccionista de Cauchy y del
rigor que introdujo en las matematicas, algo no usual, que con-
vertia sus complicadas pruebas originales en elegantes articulos
posteriores, utilizando técnicas satisfactorias. Esto explica, como
comentabamos anteriormente, la dificultad para fechar sus des-
cubrimientos. A pesar de este esfuerzo nadie de su época, excepto
Ostrogradskii, se interesé por sus técnicas y resultados. El tiem-
po vendria a demostrar que habia nacido una de las teorias mas
bellas, y por tanto ttiles, de las matematicas. El lector interesado
puede ver [265] 25} 26, 41], entre otros.

Hallegado el momento de presentar otra de las grandes for-
mulas, no solo de la variable compleja sino de las matematicas.
Recordemos que una aplicacion continua v de un intervalo ce-
rrado [a, b], de nameros reales, en C se dice que es un camino si
existe una particion a = ¢y, < t; < ... < t, = b del interva-
lo [a,b], tal que la restriccion de v a cada una de los intervalos
tj,tit1], 7 =0, j =1,...j = n— 1, es derivable con derivada con-
tinua. Si ademas f es una funcion continua sobre la imagen de ~,
entonces se define la integral de f alo largo de v como:

[ twydwi= [ RelsGoy @i+ [ Im(fon @l

b

La Formula integral de Cauchy para el disco establece que
si 2 es un abierto de C, D es un disco cerrado contenido en €, v
es la frontera de D orientada positivamente, es decir recorremos

~ en el sentido contrario a las agujas del reloj, y f es una funcion
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holomorfa en (2, entonces:

f(z) = ! : / J(w) dw, paratodo z en D.
2 J,w—z

Hemos de decir que la formula sigue siendo cierta si suponemos

que f es continua sobre vy holomorfa en D.

Esta férmula, de una belleza estética extraordinaria, lo que
nos esta diciendo es que si uno olvida los valores de f en el inte-
rior del disco D, entonces, mediante la integracion, puede recupe-
rarlos a través del conocimiento de f en la frontera. Constituye la
base sobre la cual se desarrolla lo que se conoce como Teoria local
de la variable compleja, y por consiguiente son muchos los resul-
tados que se deducen a partir de ella. Uno de ellos es que una tal
funcion es indefinidamente derivable. Ademas se conocen las su-
cesivas derivadas n-ésimas, ™, de f con tal de conocer ésta en la
frontera. Concretamente, en las hipotesis que hemos establecido

para la formula integral se tiene que:

!
FM(z) = " /( f(w) dw, paratodo z € D yparatodo n € N.
v w

o — z)nHl

Si la formula de Cauchy para el disco nos permite conocer
los valores de una funcion, f, holomorfa en un disco D(z,r), de
centro 2, y radio r, conociendo sus valores en la frontera (donde
se supone que f es continua), ahora vamos a obtener una espe-
cie de resultado dual, en el sentido de que el conocimiento de f
y sus sucesivas derivadas en z), nos va a permitir conocer f en

el mencionado disco. Mas concretamente, el resultado conocido
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como formula de Taylor de una funcion holomorfa en un disco o
simplemente desarrollo de Taylor afirma que: Si f es una funcion

holomorfa en un disco D(zy, r), entonces:

. f(n)
f(z) = Z fn_('Zo)(Z — 2p)", paratodo z en D(z,r).
n=0 )

Ademas la convergencia es absoluta y uniforme sobre los compac-

tos contenidos en D(z, 7).

Hemos de resaltar que si tenemos una funcion holomorfa,
f,enun abierto 2y 2, un punto de (2 entonces para conocer las de-
rivadas f(")(z,) debemos conocer f en un entorno de zj, lo que nos
lleva a concluir, gracias a la formula anterior, que el conocimien-
to local de f en un punto, nos permite conocer f en todo un disco
centrado en dicho punto con tal de que dicho disco esté contenido
en (2.

El desarrollo de Taylor también nos dice que si una funcion
f es derivable en un disco entonces se puede expresar en él co-
mo la suma de una serie de funciones polinémicas, es decir f es
limite de polinomios, por consiguiente si a partir de un término
de la serie se suprimen todos los restantes lo que obtenemos es un

polinomio que representa una aproximacion de la funcion f.

Recordemos que una funcion real de variable real (resp. com-
pleja) f se dice que es analitica en un punto a, si se puede repre-

sentar como una serie de potencias

Z cn(x —a)"

n=0
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con radio de convergencia no nulo. Ademas la convergencia es
absoluta y uniforme en los compactos contenidos en el interva-

lo (resp. disco) de convergencia. Una tal funcion admite derivadas

f"(a)
n!

Una serie de Taylor de una funcion real (resp. compleja) f defini-

de cualquier ordeny ¢, = para todo » mayor o igual a cero.
da en un intervalo abierto (a — r,a + ), centrado en «a (resp. en un
disco abierto D(a,r), con centro ) admitiendo derivadas de cual-

quier orden, se define como:
. fn)
Z f (a) (x _ a)n.
—~ n!

Si esta serie converge para todo x perteneciente al intervalo
(@ — r,a + r) (resp. D(a,r)) y la suma es igual a f(z), entonces f
es analitica en a. En el caso de funciones complejas de variable
compleja, los conceptos de funcion analitica en un punto y deri-
vable u holomorfa en un entorno de dicho punto coinciden, algo

que, como es bien conocido, no ocurre en el caso real.

La formula de Taylor para funciones holomorfas en un disco
era presentada por Cauchy el once de octubre de 1831 en la Aca-
demia de Ciencias de Turin, donde €l dio una conferencia acerca
de un resumen, de su primera memoria de Turin, titulado: Sur la
mécanique céleste et sur un nouveau calcul qui s'applique a un gran
nombre de questions diverses. La motivacion venia dada por el he-
cho de que los métodos de célculo utilizados por Laplace en su
obra Mecanique Celeste, se basaban en desarrollos en series cuya
convergencia no era probada rigurosamente. Deficiencia que vino
a corregir Cauchy y a partir de entonces el empleo de series infini-

tas se convirtié en una parte esencial de la teoria de las funciones
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tanto de variables reales como complejas. A este respecto convie-
ne recordar, entre otras, que las funciones elementales complejas
son las extensiones naturales holomorfas de las funciones elemen-
tales reales. Hacia el final de su vida, Cauchy se dio cuenta de la im-
portancia del concepto de la convergencia uniforme, nociéon que

ya era conocida por el fisico G. G. Stokes (1819-1903), entre otros.

El problema de sumar una serie infinita para lograr un re-
sultado finito se remonta a la época presocratica. Para Zenén de
Elea, que vivié aproximadamente entre el 490 y 430 a. C., el pro-
blema era imposible y dio lugar a sus famosas paradojas (ver [40),
pag. 180], [179, pag. 35. Vol. 1]). Aristoteles (384 a.C-322 a.C) , pro-
puso resoluciones filosoficas a las paradojas de Zenon. Democrito
de Abdera (vivio aproximadamente 460-370 a.C) y mas tarde Ar-
quimedes, dieron contenido matematico a las mencionadas para-
dojas a través de lo que se conoce como método exhaustivo de
Arquimedes; mediante el cual un nimero infinito de subdivisio-
nes geometricas progresivas pueden alcanzar un resultado finito
(ver [179, pag. 35-37. Vol. 1] y [40, pag. 114-16]). Un método simi-
lar era utilizado por Liu Hui (vivio en el siglo III) en su libro Los
nueve capitulos del arte matemadtico, publicado en el ano 263 (ver
[41, pag. 180]).

En el siglo XIV en la Escuela de Kerala de Astronomia y Mate-
maticas, fundada por Madhava de Sangamagrama (1350-1425) (el
cual es considerado como el padre del Analisis Matematico, por
haber dado el paso decisivo desde los procedimientos finitos de
los matematicos antiguos, hacia el concepto de infinito a través del

concepto de limite, nucleo del analisis moderno clasico)
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aparecieron los primeros ejemplos de series de Taylor (segiin cons-
ta en escritos posteriores de matematicos hindues) tales como los
correspondientes a las funciones seno, coseno, tangente y arco-

tangente; los cuales se le atribuyen a Madhava.

James Gregory (1638-1675) en su obra The Universal Part
of Geometry, publicada en 1668, present6 los desarrollos en se-
rie de Taylor de diversas funciones tales como las funciones trigo-
nométricas (en esencia también eran conocidas por Jean Bernoulli
en una serie de cinco articulos publicados entre 1689 y 1704); ade-
lantandose en cerca de cincuenta anos a Brook Taylor (1685-1731)
quien en sus Methodos Incrementorun Directa et Invers, publicada
en
1715, present6 su famosa formula, para toda funcion real de varia-
ble real que sea desarrollable. Siguiendo asi los pasos de su maes-
tro Newton (entre otros) que habia observado que muchas funcio-
nes no necesariamente polinémicas o trigonométricas, se

podia expresar como series de potencias tales como:
1

oo

1 = Z x" paratodo x de modulo menor que uno;
— X
n=0
1 o
i Z(—l)”x% para todo x de médulo menor que uno.
X
n=0

La importancia de la féormula de Taylor sdlo fue reconocida cuan-
do Joseph Louis Lagrange (1736-1813), en 1772, se dio cuenta de
su gran valor y la definié como “el diferencial principal del funda-

mento del calculo”.

Hemos de decir que previamente a Taylor, Colin Maclau-
rin (1698-1746), en su obra titulada Treatise of Fluxions, publica-
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da el ano 1742, introdujo lo que hoy conocemos como series de
MacLaurin, las cuales no son otra cosa que un caso particular de
los desarrollos de Taylor centrados en el cero. Ademas, las series
de Maclaurin habia aparecido doce afios antes de que fueran pu-
blicadas por él, en un trabajo de James Stirling (1692-1770) titu-
lado: Methodus Differentialis. Probablemente Taylor desconociera
todos estos precedentes a su teorema, pero el hecho es que la, a
veces caprichosa, Historia ha bautizado con el nombre de desa-
rrollos de Taylor a los desarrollos en serie de potencias de “fun-
ciones apropiadas”, exceptuando los mencionados desarrollos de
Maclaurin (ver también [54]). Los desarrollos de Taylor tienen
muchas aplicaciones tales como: Analisis de limites, resolucion de
limites indeterminados, estimacion de nimeros irracionales aco-
tando su error, estudio de puntos estacionarios para funciones
reales de variable real (maximos o minimos relativos, puntos de
silla), estimacion de integrales, determinacion de convergencia y
suma de series, etc. Ademas son el fundamento matematico mas
importante para desarrollar métodos numéricos que buscan apro-
ximar funciones por medio de polinomios y juegan un fundamen-
tal papel en el desarrollo de las calculadoras. Una vez mas se cum-
ple la maxima de que la matematica mas bella es la mas util.

Cauchy en 1827 ya habia descubierto la formula de las deri-
vadas de una funcion holomorfa en términos de la integral a lo
largo de una circunferencia, la cual hemos presentado anterior-
mente. Utilizando este resultado, en su primera memoria de Turin,
también obtenia estimaciones para los términos del desarrollo en

serie de Maclaurin de una funcién f holomorfa en un disco abier-
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to D(0, R) y para sus restos, una vez eliminados un ntmero finito
de términos. En particular él prob6 que, si notamos por

M;(0,7) = max{|f(z)|: |z| =r} paratodortalque( <r < R,

entonces:
F7(0)] _ My(0,1)
nl -
para todo entero no negativo n. Resultado que se extiende “mu-

Y

tatis mutandis” al caso de una funcién f holomorfa en un disco
abierto D(zy, R), obteniendo:

£ (20)] < My(=,7)

n! rn

)

para todo entero no negativo n. Desigualdades que hoy en dia co-
nocemos con el nombre de desigualdades de Cauchy. En particular
si f es una funcion enteray acotada por una constante M, se tiene
que, paran = 1 ytodo z € C,

re <2

r

para todo » > 0. Lo que nos lleva a poder afirmar que f posee
derivada cero en C y por consiguiente ha de ser constante. He-
mos obtenido pues el Teorema de Liouville. Este teorema se debe a
Cauchy (Comp. Rend., n° 19, (1844) 1377-81), como el lector puede
colegir después de lo expuesto anteriormente. Lo que ocurri6 es
que Carl Wilhelm Borchardt (1817-1880) lo conocio en un curso
impartido por Liouville en Paris en 1847 y se lo atribuy¢ a éste (ver
[179, pag. 667. Vol. 2]).

A continuacion vamos a presentar algunas otras obras de

arte de la Teoria de funciones holomorfas. Recordemos que un
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subconjunto A de un espacio topologico Hausdorff (en particular
C) se dice que es conexo si se verifica que toda funcion continua
de A en el conjunto de los numeros enteros es constante. Clara-
mente la cualidad de ser conexo es una propiedad topologica y no
es dificil probar que si A es un abierto de C, entonces A es conexo
si, y solo si dados dos puntos arbitrarios de A existe una poligonal,
totalmente contenida en A, que une dichos puntos; es decir A es

poligonalmente conexo.

Como ya hemos comentado anteriormente, la formula de
Taylor para funciones holomorfas f en un abierto 2 nos permite
trasladar el conocimiento local de f en un punto a todo un dis-
co centrado en dicho punto con tal de que el mencionado disco
esté contenido en (2. En particular si z; es un punto de 2 tal que
f"(2) es igual a cero para todo n en N U {0}, tendremos que f
es idénticamente cero en un disco (abierto) D, contenido en ).
Ahora si z; es un punto de D, podemos afirmar que la propiedad
anterior, para f ,se extiende a Dy union con un disco D; contenido
en ). Procediendo sucesivamente de esta manera cabe preguntar-
se por el final proceso, o dicho de otra forma: ;es f igual a cero en
Q2. El Principio de Identidad nos dice que la respuesta es afirma-
tiva si Q2 es conexo. El mencionado principio lo podemos enunciar

en los siguientes términos:

Sea 2 un abierto conexo (dominio) de C, zy un punto de 2
y f una funcion holomorfa en ). Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(@) f™(z) es igual a cero para todon enN U {0}.
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(b) f esidénticamente cero en un entorno de z.
(¢) zy es un punto de acumulacion de ceros de f.

(d) f esidénticamente cero en ).

Entre las muchas consecuencias que se pueden obtener del
resultado anterior me gustaria resaltar la siguiente. A tal efecto recor-
demos que un algebra asociativa A se dice que es un dominio de
integridad si siempre que ab es igual a cero, con a, b pertenecientes
a A, entonces a 0 b ha de ser cero. Por otra parte el conjunto H(f?)
de las funciones holomorfas en un abierto (2 es de forma natural
un algebra asociativa bajo las operaciones suma y producto pun-

tuales, y producto por escalares. Pues bien podemos enunciar:
“H(Q2) es un dominio de integridad si, y solo si ) es conexo.”

Un precioso resultado que pone en equivalencia una
propiedad algebraica con otra topoldgica. El siguiente otro es de

parecida naturaleza.

“Sea f una funcion holomorfa en un abierto ) y zy un punto
en ). Entonces f es inyectiva en un entorno de z, si, y solo si, f'(z)
es distinto de cero. Ademads si se da alguna las dos condiciones an-
teriores entonces f'(z) es distinto de cero en dicho entorno.”

Con el objeto de presentar uno de los resultados cumbres de
la teoria que venimos tratando, conocido con el nombre de Teore-
ma de Riemann de Representacion Conforme, necesitamos recor-
dar el concepto de conjunto simplemente conexo el cual presen-

tamos en los siguientes términos.
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Sea A un subconjunto de C, diremos que B contenido en A
es una componente conexa de A, si B es un subconjunto conexo
maximal de A. Ya que claramente son conexos, tanto el conjunto
formado por un solo punto, como la union de conexos con inter-
seccion no vacia; se tiene que las componentes conexas de A no
son otra cosa que la union de conexos que contienen a un pun-
to dado. Pues bien, diremos que un subconjunto A de C es sim-
plemente conexo si el complementario de A en C, C\ A, carece de
componentes conexas acotadas. Coloquialmente hablando: C\ A
“carece de agujeros”. Este concepto, al igual que el de conexion,
son conceptos topologicos, y es facil ver que ambos conceptos son
independientes. Por ejemplo una corona es un conexo no simple-
mente conexo mientras que la union de dos discos abiertos dis-

juntos es un simplemente conexo no conexo.

El Teorema de George Friedrich Benhard Riemann (1826-

1866) de Representacion Conforme afirma que:

Todo dominio, (), simplemente conexo de C o bien es C o exis-
te una aplicacion biyectiva y biholomorfa (tanto ella como su inver-
sa son holomorfas) de( en el disco unidad. Ademads, fijado un pun-
to z, en(}, la aplicacion puede ser elegida de tal manera que aplique

dicho punto en otro prefijado en el disco unidad.

Podemos decir por tanto que, desde el punto de vista de la
holomorfia, solo existen dos abiertos conexos simplemente cone-
xos en C, a saber: el plano complejo y el disco unidad. Como un
facil corolario se obtiene que dados dos dominios propios sim-

plemente conexos de C, siempre existe una aplicacion biyectiva y
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biholomorfa entre ellos, lo que nos permite, desde punto de vista

practico, trabajar en uno u otro segin nos interese.

El teorema anterior era establecido por Riemann en la parte
final de su tesis titulada: Grundlagen fiir eine Theorie der Functio-
nen einer verdnderlichen complexen Grisse (Bases para una teoria
general de funciones de una variable compleja ), sometida a la
consideracion de Gauss en 1851. Riemann utilizaba en su prue-
ba el Principio de Dirichlet (en la teoria del potencial) y presen-
taba una laguna consistente en considerar que un cierto infimo
debia de ser de hecho un minimo. Muchos matematicos inten-
taron eliminar el error y presentaron pruebas mas convincentes.
Entre ellos podemos citar a: Carl Gottfried Neumann (1832-1925),
Herman Amandus Schwarz (1843-1921), Axel Harnach (1851-1888),
Jules Henri Poincaré (1854-1912), etc. La primera prueba riguro-
sa fue presentada por Willian Fogg Osgood (1864-1934) en el ano
1900. En este mismo afno Hilbert también presentaba una prueba
pero menos general que la de Osgood. En 1910 Paul Koebe (1882-
1945) y Constantin Carathéodory (1873-1950) presentaron otra
prueba convincente y asequible. La demostracion que hoy en dia
es considerada como canonica se debe a Lipot Fejér (1880-1959)
y a Frigyes Riesz (1880-1956). Su nuevo método esta basado en la
teoria de funciones y una de las herramientas clave, es el criterio
de compacidad de Montel. (ver [48, 13, 295]).

El dltimo resultado que presentamos sugiere que se puede
obtener una prueba del Teorema de Riemann de Representacion
Conforme, desde el punto de vista del algebra. En cualquier caso

representa una pieza de arte matematico.
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Sean (), y, dos dominios del plano complejo, entonces exis-
te una aplicacion biyectiva y biholomorfa entre )y y Q2 si, y solo
si las correspondientes dlgebras de funciones holomorfas H(,) y
H(Q) son isomorfas. (ver [84, pag. 243-246]).






4 (C*-algebras

En este apartado vamos a abstraer propiedades de los
numeros complejos que nos llevaran, de una forma natural, a pre-
sentar nuevos modelos matematicos los cuales irrumpen en la li-
teratura en los anos cuarenta del pasado siglo, adquiriendo un gran
protagonismo que se prolonga hasta nuestros dias. De entre ellos
destacaremos los conocidos con el nombre de C*-dlgebras, don-
de el arte matematico resplandece de una forma extraordinaria. El
volumen literario que existe sobre algebras de Banach (en parti-
cular C*-algebras) es inmenso y su influencia tanto en el Analisis
Funcional como en otras areas de las matematicas y de la Fisica ha
sido y sigue siendo decisiva. El lector puede consultar, entre otros,
los siguientes textos 37,129, 78,79, 207, 82,129, 237,218,219, [226,
252,169,12,16,143, 16, 17,162,159, 184].

Un dlgebra sobre un cuerpo K (igual aR o C), es un espacio
vectorial A sobre K provisto de una aplicacion bilineal (a,b) — ab
del producto cartesiano de A por A en A, la cual es llamada el pro-
ducto o la multiplicacion de A. Se dice que A posee unidad si exis-
te un elemento / en A, distinto de cero (llamado la unidad de A)
satisfaciendo: Ia = al = a para todo a en A. Un &lgebra se dice
que es asociativa (respectivamente conmutativa) si su producto es
asociativo (respectivamente conmutativo). Un elemento a en un
algebra asociativa A con unidad se dice que es inversible si existe
ben A tal que ab = ba = I. El elemento b es Gnico y se suele notar

como ¢!, al que llamaremos el inverso de a. Si todo elemento no

87
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cero de A es inversible se dice que A es un dlgebra de division. Si
A es un algebra cuyo espacio vectorial subyacente es un espacio
normado verificando ||ab|| < ||a|| ||b||, para cualesquiera a,b en A,
diremos que A es un dlgebra normada y si la norma es completa
diremos que A es un dlgebra normada completa si ademas A es
asociativa diremos simplemente que A es un dlgebra de Banach.
Un algebra normada con unidad de norma uno diremos que es un

dalgebra normada unital.

Nobert Wiener (1894-1964), en el afio 1932, trabajando so-
bre los teoremas tauberianos (ver [300]) observa que se verifica la
desigualdad fundamental: ||ab|| < ||a|| |||/, en el dlgebra de las se-
ries de Fourier absolutamente convergentes (hoy conocida como
el algebra de Wiener), pero no realiza un estudio sistematico de
tal estructura. El modelo matematico que hemos presentado co-
mo algebras de Banach era introducido en 1936 por Mitio Nagumo
(1905-?) y Kosaku Yosida (1909-1990) bajo el nombre de “anillos
métricos” (ver [209, 307]). Israel Moiseevich Gelfand (1913-1981)
en su trabajo del ano 1939 (ver [116]) acufio el término de “anillos
normados”, nominacion seguida por la escuela soviética hasta que
anos mas tarde, en 1956 (ver también [119]), Mark Aronovich Nai-
mark (1909-1978) emple6 el nombre de “anillos de Banach” (ver
[210, 211]). El actual nombre de algebra de Banach fue empleado
por primera vez por Warren Ambrose (1914-1995) en 1945, en su
trabajo [7].

Hemos de recordar también que durante el periodo que va
desde el afio 1936 a 1943 von Neumann y Francis Joseph Murray
(1911-1996) asi como S. W. P. Steen (siglo XX) publican una serie de
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trabajos dedicados al estudio de anillos de operadores sobre espa-
cios de Hilbert, con diferentes topologias y a la teoria axiomatica
de dichos operadores. Muchos de sus resultados eran abarcados
por los trabajos de la escuela rusa, los cuales proporcionan el mo-
delo apropiado para el estudio de la transformada de Fourier y el
analisis armonico. En el trabajo de Steen, [270], publicado en 1940
aparece por primera vez el concepto de H*-algebra estudiado por

Ambrose en su articulo anteriormente citado.

Recordemos algunos otros conceptos que nos van a facilitar
una mejor comprension en lo que sigue. Una aplicacion biyectiva
entre dos algebras que conserva la estructura algebraica se dice
que es un isomorfismo. También diremos que dichas algebras son
isomorfas. Si las algebras son normadas y existe una aplicacion li-
neal entre ellas que conserva la norma, diremos entonces que di-
cha aplicacion es una isometria y si ademas la aplicacion es biyec-
tiva, diremos entonces que las algebras son isométricas. Dos alge-

bras normadas isométricamente isomorfas son indistinguibles.

En 1878 Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) (ver [109]
y [110]) establecia que no existen mas algebras reales asociativas
finito- dimensionales de division que R, C o el dlgebra de los cua-
ternios reales. Este resultado era obtenido también, poco después,
por Charles Sanders Pierce (1839-1914) (ver [93, pag. 65. Th. 2.31]),
y extendido por Stanislaw Mazur (1905-1981) (ver [197]), en 1938,
al caso de algebras infinito-dimensionales, estableciendo que:

Teorema de Mazur. Toda dlgebra real, asociativa, normada

y de division es isomorfa a R, C (vista como real) o al dlgebra de los
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cuaternios reales.

En 1939 (ver [116]) Israel Moiseevich Gelfand anunciaba sin
prueba el siguiente teorema, que él mismo llamé de Gelfand-Mazur,
ya que también habia sido anunciado por Mazur en el trabajo que
hemos referido anteriormente. La prueba apareci6 publicada por
Gelfand en 1941 (ver [117]).

Teorema de Gelfand- Mazur. Toda algebra compleja, aso-
ciativa, normada y de division es isomorfa a C.

La prueba actual de ambos teoremas puede verse por ejem-
plo en ([237, pag. 38-40] o [37, pag. 71-74]). El isomorfismo natural
que aparece en el Teorema de Gelfand-Mazur es isométrico, si el
algebra es unital. También se tiene que los mencionados teoremas
son equivalentes (ver si acaso [31]) y constituyen uno de los prime-
ros resultados fundamentales de la Teoria General de las algebras
de Banach. En una nota al pie de la pagina 18 del libro de Wies-
law Zelazko (1933-), (ver [311]), éste afirma que el manuscrito del
trabajo ([197]) de Mazur contenia una prueba completa de am-
bos teoremas, pero al ser sometido a su publicacion en la revista
Comptes Rendues, los editores le pidieron que lo expresara de una
forma mas concisa ya que era demasiado voluminoso. Esta fue la
razon que llevé a Mazur a suprimir las pruebas. Zelazko reprodu-
ce en [311, pag. 19-22] la prueba original de Mazur, la cual utiliza,
entre otros el mencionado teorema de Frobenius y la version del

Teorema de Liouville para funciones armonicas.

Me gustaria resaltar que tanto uno como otro teorema

siguen siendo ciertos si sustituimos la hipotesis de ser algebras de
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division por el hecho de que la norma satisfaga: ||ab|| = ||a|| |||
para todo a, b en la correspondiente algebra (ver [197,[117,[188]), e

incluso basta con que exista una constante M satisfaciendo
lall [[6]] < M|[ad]|

para todo «, b en la correspondiente algebra. Asi pues podemos
enunciar la siguiente bella caracterizacion de los numeros com-

plejos, entre las dlgebras asociativas complejas normadas:

Toda dlgebra asociativa compleja normada, A, cuya norma satisfa-

ce ||ab|| = ||a|| ||b]| para todo a, b en A es isométricamente isomorfa a
C.

(ver si acaso [247, The. 10.19] y [311, Chapter I. 5]).

Me gustaria resaltar que los teoremas referidos pueden ser
generalizados al caso de algebras no necesariamente asociativas.
En la monografia (en progreso) de Miguel Cabrera Garcia (1956-
) y Angel Rodriguez Palacios (1947- ) (ver [49, Chapter 2, Sect. 5,
6 y 7]) aparece una informacion muy completa. A titulo de ejem-
plo citamos la siguiente extension del resultado anterior. Para su
mejor comprension recordemos que un algebra se dice ser de po-
tencias asociativas, si la subalgebra engendrada por cualquiera de

sus elementos es asociativa.

Toda algebra compleja normada, A, de potencias asociativas
(en particular asociativa) para la que existe una constante M satis-
faciendo
|al| ||6]] < M||ab|| para todo a, b en A, es isomorfa aC.
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A nivel puramente algebraico es bien conocido como la abun-
dancia de elementos inversibles repercute en el conocimiento del
algebra donde existe un concepto de elemento inversible. Asi, por
ejemplo, resulta un divertimento comprobar como si se nos olvi-
da el producto en los nameros complejos, podemos recuperarlo a
partir de la suma y del conocimiento de la aplicacion que a cada
numero (no cero) le hace corresponder su inverso (2? = z — (27! —
(z — 1)71)71). Sin embargo no cabe esperar que el mero conoci-
miento del conjunto de todos los elementos inversibles nos permi-
ta conocer el dlgebra. Por ejemplo, si A es un algebra asociativa, no
conmutativa, con unidad y definimos un nuevo producto en A en
la forma a.b = ba, obtenemos una nueva algebra que posee los mis-
mos elementos inversibles que A y sin embargo dichas algebras
no son isomorfas, y por tanto no identificables. Por consiguien-
te resulta de interés responder a la pregunta: ;bajo qué condicio-
nes el conocimiento de los elementos inversibles permite cono-
cer el algebra?. A esta cuestion responden los teoremas de Mazury

Gelfand-Mazur que hemos citado anteriormente.

A continuacion presentamos algin otro resultado que, si
bien no tiene la repercusion de los anteriores, representa una bella

generalizacion local de ellos.

En 1951 Robert Edmund Edwards (1926- ), (ver [88]), ca-
racterizaba los numeros reales, complejos o cuaternios reales, como
aquellas algebras, A, asociativas normadas reales con unidad satis-
faciendo: ||a|| |[a™Y|| = 1, para todo elemento a inversible en A. Este
resultado mejora los de Mazur, anteriormente mencionados, para

el caso de algebras asociativas normadas cuya norma satisface la
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condicion: ||ab|| = ||a|| ||b||, para todo a, b; ya que esta implica que
la|| |lat|] = 1, para todo elemento « inversible, pero no al con-
trario. En 1979 Bernard Aupetit (1941- ) probaba, ([16, Cor. 3.3])
(ver también [49, Chapter 3, Sect. 9]), que el resultado de Edwards
sigue siendo cierto si se supone que la propiedad ||a| [ja7!|| = 1
es satisfecha por todo elemento a contenido en un subconjunto
abierto formado por elementos inversibles en un algebra norma-
da con unidad. Notemos que si el dlgebra es de Banach, entonces
el conjunto de los elementos inversibles es abierto.

Consideremos ahora a los nimeros complejos, vistos co-
mo un algebra sobre si mismos, y recordemos que la conjugacion
sobre C no es otra cosa que un automorfismo conjugado lineal
(A\z = A%) de cuadrado la identidad. Pues bien si A es un alge-
bra compleja, no necesariamente asociativa, entonces toda apli-
cacion conjugado lineal, %, de A en A, de cuadrado la identidad,
tal que (ab)* = b*a*, para todo a, b en A, se dice que es una involu-
cion (o una involucion de algebra) sobre Ay que A es una x-algebra
0 un dlgebra con involucion. Asi pues, una involucion sobre A no
es otra cosa que un antiautomorfismo conjugado lineal de cua-
drado la identidad. Si A es un algebra con involucion xy B es una
subalgebra de A tal que para todo elemento b en B se verifica que
b* pertenece a B, diremos que B es una subdlgebra autoadjunta,
invariante para la involucion o x-subdlgebra de A. A los elementos
a de A tales que a* = a se les conoce con el nombre de elementos

simeétricos.

Por otra parte la aplicacion modulo, | . |, sobre los nime-

ros complejos satisface la igualdad: | z*2 |=| 2 |* para todo z. Al
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igual que hemos hecho con la conjugacion, esta otra propiedad
también se axiomatiza, dando lugar de una forma natural al con-
cepto de C*-algebra, que algunos autores le ahiaden el apelativo de
abstracta o simplemente hablan de B*-algebra. El término de C*-
algebra era introducido por Irving Ezra Segal (1918-1998) en 1947
(ver [257]) para referirse a las algebras que recogemos en el ejem-

plo (iv) a continuacion.

Siguiendo la terminologia de Jacques Dixmier (1924- ), [79],
una C*-dlgebra es un algebra de Banach compleja, A, dotada de
una involucién de algebra, *, verificando ||a*a|| = ||a||?, para todo
a en A. Esta ultima condicion se conoce con el nombre de Axioma
de Gelfand-Naimark o propiedad estelar.

Ademas de los nameros complejos, los siguientes ejemplos

son C*-algebras.

(i).- El espacio de Banach C((2) de todas las funciones con-
tinuas valuadas sobre los complejos y definidas sobre un espacio
topologico compacto Hausddorff €2 (por ejemplo un disco cerrado
en C) dotado de la multiplicacién puntual, involucién f*(t) = f(t)
y la norma del supremo

[f1] = sup{] f(2) |: ¢ € €2},

es una C*-algebra conmutativa.

(ii).- Al igual que C(2), el dlgebra Cy(€2) de todas las fun-
ciones continuas complejo valuadas sobre un espacio localmente
compacto Hausddorff 2 (por ejemplo C) que se anulan en el in-

finito (para cada real positivo ¢, el conjunto {t € Q :| f(t) |> €}
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es compacto), es también una C*-algebra conmutativa sin unidad

salvo que (2 sea compacto en cuyo caso Cy(f2) es igual a C'(£2).

(iii).- Sea H un espacio de Hilbert complejo y notemos por
BL(H) el espacio de los operadores lineales y acotados sobre H,
entonces dicho espacio dotado con el producto: la composicion
de operadores, involucion: la usual adjuncion de operadores y la

norma de operadores definida por
1T = sup{|T(x)[| - llz]l <1, = € H},

es una C*-algebra.

(iv).- Toda subalgebra cerrada (para la topologia de la nor-
ma) y autoadjunta de BL(H ), es claramente una C*-algebra.

Recordemos que una aplicacion lineal ¢, entre algebras con
involucion que conserve el producto yla involucion (¢(a*) = ¢(a)*)
se dice que es un *-homomorfismo. Si ademas es biyectiva diremos
que ¢ es un x-isomorfismo. Si anadimos que las algebras sean nor-
madas y ¢ conserva la norma diremos que ¢ es un
x-homomorfismo isométrico. Si ademas es biyectiva diremos que
¢ es un x-isomorfismo isométrico. Dos algebras entre las que existe
un *x-isomorfismo isométrico se dice que son isométricamente * -
isomorfas. Es claro que dos algebras isométricamente * -isomorfas

son indistinguibles.

En un famoso articulo fechado en 1943, (ver [118] o [81]),
Gelfand y Naimark prueban que, salvo x-isomorfismos isométri-
cos, no existen mas C*-algebras que las que acabamos de presen-

tar (el caso conmutativo aparece ya en el articulo [116]). Concre-
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tamente ellos prueban los siguientes teoremas de representacion:

Teorema conmutativo de Gelfand-Naimark. Sea A un dlge-
bra de Banach conmutativa, compleja con involucion satisfaciendo
|la*a|| = ||a*||||a|| para todo a en A. Entonces A es isométricamente -
isomorfa a C(£2), si A posee unidad y a Cy(£2), si el algebra no posee

unidad.

Teorema no conmutativo de Gelfand-Naimark. Sea A un dlgebra de
Banach compleja con unidad I e involucion satisfaciendo:

(D) [la*all = [la*[|al]
@) [la*]| = llall

(3) a*a + I es inversible

para todo a en A. Entonces A es isométricamente x-isomorfa a una
x-subalgebra cerrada de BL(H), para conveniente espacio de Hil-
bert complejo H.

Claramente las propiedades (1)y (2), en el teorema anterior,
implican la propiedad estelar. Por otra parte, como ya observaban
Gelfand y Naimark en su articulo; de la propiedad estelar junto a
la desigualdad ||ab|| < |la|| ||6||, se sigue facilmente (2) y (1). Por
consiguiente en los teoremas anteriormente enunciados podemos
sustituir las propiedades (1)y (2) por la propiedad estelar. Respec-
to a la propiedad (3) hemos de decir que también es redundante
(ver [129, Corollary 5.8]). Tal redundancia era probada implicita-

mente por Masanori Fukamilla (1912-?) en 1952 (ver [111, Lemma
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4]), aunque fue Kaplansky el primero que hizo una elaborada ver-
sion de la prueba en 1959, basandose en el contenido del citado le-
ma (ver [161, appendix]), el cual era también descubierto por John
Leroy Kelley (1926-1999) y Robert Lawson Vaught (1926-2002) en
1953 (ver [173]).

Gelfand y Naimark también conjeturaron que las
C*-algebras podian ser caracterizadas como aquellas algebras de
Banach complejas con involucion satisfaciendo la propiedad (1).
Se emplearon casi veinticinco afio en dar una respuesta afirma-
tiva a dicha conjetura y ello se debe principalmente a los traba-
jos: [213] y [214] de Tamio Ono (siglo XX-?), [123] de James Gibert
Glimm (1934, )-Richard V. Kadison (1925-) y [293] de B. J. Vowden
(siglo XX-?). Finalmente en 1973 Huzihiro Araki (1932, ) y George
A. Elliott(1945- ) probaron que la submultiplicatividad de la nor-
ma (||abl| < ||a|| ||b]|) se puede deducir de la propiedad estelar, (ver
[11]). En consecuencia, una C*-algebra nos es otra cosa que un
algebra asociativa compleja con involucion, cuyo espacio vectorial
subyacente es un espacio de Banach satisfaciendo la propiedad es-
telar. El lector interesado en ampliar la informacion puede acudir
a [82]. Hoy en dia, los mencionados teoremas se suelen enunciar

en los siguientes términos:

Teorema conmutativo de Gelfand-Naimark. Toda C*-dlgebra con-
mutativa es x-isomorfa e isométrica a un C(S2), si posee unidad y a
Co(QY), si el dlgebra no posee unidad.

Teorema no conmutativo de Gelfand-Naimark. Toda C*-dlgebra

es x-isomorfa e isométrica a una x-subdlgebra cerrada del algebra
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de los operadores lineales y acotados sobre un espacio de Hilbert.

En particular este ultimo teorema nos dice que todo C'(f2) o
Cy(Q2) puede verse como una x-subalgebra cerrada de un BL(H).
La prueba de los mencionados teoremas puede verse, entre otros,
en [37,79,182,1207].

La prueba del Teorema conmutativo tiene su base en la
Teoria de Representacion de Gelfand para algebras de Banach com-
plejas conmutativas, que el mencionado autor present6 en 1941,
[117]. El teorema fundamental de representacion establece que
una tal algebra A puede ser representada mediante un homomor-
fismo, conocido como el homomorfismo de Gelfand, en un alge-
bra de funciones Cy(£24) (C(§24) si A posee unidad); donde 24 es
el conjunto de los homomorfismos no nulos de A en C dotado de
una conveniente topologia, conocida como la topologia de Gel-
fand, que lo convierte en un espacio Hausdorff localmente com-
pacto (compacto si A posee unidad) (ver [159, Section 2.2]). A Q4
se le conoce con el nombre del espacio de caracteres del algebra,
el cual es siempre no vacio si A posee unidad (ver [159, Theorem
2.1.8]).

Queremos hacer notar que el espacio de caracteres de C(2)
(respectivamente C'(f2)) es homeomorfo (existe una aplicacion
biyectiva y bicontinua) a {2, lo cual los hace indistinguibles (ver
[181, Theorem 4.1.1]). Por otra parte el homomorfismo de Gelfand
es un x-isomorfismo isométrico si, y solo si A es una C*-dlgebra con-
mutativa (ver [159, Theorem 2.4.5]).

Los teoremas de Gelfand-Naimark son uno de los hechos
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mas notables de la Teoria de las C*-algebras pues, no solamente
nos dicen hacia que C*-algebras debemos dirigirnos en el estudio
de tales modelos, sino que marcan un antes y un después en el
desarrollo de la Matematica. Una forma de interpretar el Teorema
conmutativo es que es posible establecer una correspondencia bi-
yectiva entre los espacios topologicos compactos (respectivamen-
te localmente compactos) Hausdorff y las C*-algebras conmutati-
vas con unidad (respectivamente sin unidad). En esta correspon-
dencia lo deseable es que espacios topologicos matematicamente
indistinguibles vayan a parar a algebras indistinguibles y recipro-
camente. También seria deseable que cualidades topoldgicas de
los espacios topologicos repercutieran en cualidades de las alge-
bras y a la inversa. De ello dan informacion los proximos resulta-
dos. El primero de ellos que presentamos se conoce en la litera-
tura como Teorema de Banach-Stone, ya que fue descubierto por
dichos autores en 1932-1937 (ver [19, 273]).

Teorema 1.Sean 2, y Qs dos espacios topologicos Hausdorff
compactos (respectivamente localmente compactos) las siguientes

condiciones son equivalentes:

(@) C(§2) (respectivamente Cy(€),) es isométricamente isomorfo a
C(Q29) (respectivamente Cy(£)s))

(b) C() (respectivamente Cy(£21))es isomorfo a C(€)s) (respecti-
vamente Cy(23))

(c) Q1 yQs son homeomorfos, es decir existe una aplicacion biyec-

tiva y bicontinua entre )y y .
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Ademadas cada aplicacion lineal sobreyectiva e isométrica’l de C();)
sobre C(€),) es de la forma: Tf = a.(f o h), donde h es un homeo-
morfismo de); en ), ya es una funcion escalar continua de modulo
igual a uno. (ver [159, Section 2.2] o [181), Section 4.1] o [114]). En

particular, ya que todo espacio topoldgico compacto (respectiva-
mente localmente compacto) Hausdorff, 2, es homeomorfo al es-
pacio de los caracteres de C(£2), Q¢ (q), (respectivamente ¢, ))), se
tiene que C'(Q?) (respectivamente Cj(£2)) es isométricamente iso-
morfo a C(2¢(q)) (respectivamente C'(Q¢q))-

El Teorema anterior se extiende al caso de C*-algebras con-

mutativas en los siguientes términos.

Teorema 2. Sean A, B dos C*-dalgebras conmutativas. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(a) Existe un x-isomorfismo isométrico entre Ay B.
(b) Existe un isomorfismo entre A y B.

(c¢) Elespacio de caracteres de A es homeomorfo al espacio de ca-

racteres de B.

(ver [159, Corollary 2.4.6]).

Teniendo en cuenta que el hecho de ser homeomorfos es
una relacion de equivalencia en el conjunto de los espacios to-
pologicos Hausdorff compactos (respectivamente localmente
compactos), y que igual podemos decir acerca de la propiedad de
ser isomorfas en el conjunto de las algebras asociativas conmuta-

tivas; estamos en condiciones de poder enunciar:
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Existe una biyeccion entre las clases de los espacios topologi-
cos Hausdorff compactos (respectivamente localmente compactos)
y las clases de las C*-dlgebras conmutativas con unidad (respecti-
vamente sin unidad) isomorfas.

Recordemos que un elemento e de un algebra se dice que
es idempotente si ee = e. La unidad de un algebra siempre es un
idempotente no cero. Es facil de probar que si €2 es un espacio
topologico compacto Hausdorff conexo, entonces C'(2) no posee
mas idempotentes, distintos de cero, que la unidad. Por consiguien-
te si queremos que C'(£2) posea otros idempotentes, no cero, he-
mos de considerar que ) tenga algan grado de desconexion. Un
espacio topologico Hausdorff se dice que es totalmente discone-
X0 si no contiene otros subconjuntos conexos que los formados
por un solo elemento. Nuestra siguiente afirmacion era probada
en [287, Proposicion 2.5]), siguiendo ideas de [18] y [85]).

Sea ) un espacio topologico compacto Hausdorff, entonces () es to-
talmente disconexo si, y solo si, C({) es el cierre del subespacio gene-
rado por el conjunto de sus idempotentes, es decir todo elemento de
C(92) es limite de una sucesion cuyos elementos son combinaciones

lineales de idempotentes.
El lector pude deducir el siguiente otro:

Sea A una C*-algebra conmutativa con unidad, entonces el espacio
de caracteres de A es totalmente disconexo si, y solo si, A es el cierre
del subespacio generado por el conjunto de sus idempotentes.

Si aumentamos el grado de desconexion de €2 obtenemos

el siguiente resultado. A tal efecto es conveniente recordar que un
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espacio topologico Hausdorff se dice que es estoneano o extrema-
damente disconexo si el cierre de cada uno de sus abiertos es un
abierto de dicho espacio. Todo espacio extremadamente discone-
x0 es totalmente disconexo. El reciproco no es cierto en general
(ver [156, pag. 222]). Por otra parte un elemento idempotente, e,

de una C*-algebra se dice que es una proyeccion si e* = e.

Sea () un espacio topolégico compacto Hausdorf{f estoneano, enton-
ces todo elemento de C(X2) es limite de una sucesion cuyos elementos
son combinaciones lineales de proyecciones.

La prueba puede verse en [252, Proposition 1. 3. 1]. El lector
interesado puede encontrar en la pagina seis de [252] y en [274],
una condicion necesaria y suficiente sobre los elementos de C(£2)

para que ) sea estoneano.

En la teoria de algebras existen dos procesos muy utiles co-
nocidos con los nombres de unitizacion y complexificacon. El pri-
mero de ellos permite adjuntar a un algebra A, sobre un cuerpo K
(en nuestro caso R o C), una unidad. A tal efecto se considera el
espacio vectorial producto de A por Ky se define el producto:

(a,a)(b,B) := (ab+ ab+ Ba, af),

para todo a,b en Ay «, 5 en K. Es facil ver que I := (0,1) es una
unidad para tal algebra, a la que notaremos por A; y a sus elemen-
tos por (a,«) := a + «l. Si A es un algebra normada entonces la
férmula ||(a,a)||) = |ja||+ | « |, determina una norma en A; que
la convierte en un algebra con unidad de norma igual a uno. A
puede verse como un ideal cerrado de A; mediante el homomor-

fismo isométrico que lleva a en (a,0). Ademas A es completa si, y
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solo si, también lo es A;. Hemos de resenar también que si A es
una C*-algebra entonces su unitizacion es de nuevo una C*-3lge-
bra definiendo la involucién en A; de una forma natural, a saber:
(a+al) :=a"+al).

La parte algebraica del proceso de complexificacion se ob-
tiene de una forma analoga a como obteniamos los niimeros com-
plejo a partir de los reales. De manera que si A es un algebra real,
entonces el espacio vectorial producto cartesiano de A por A es
un algebra compleja, que notaremos por Ac, definiendo el pro-
ducto: (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc), para todo a,b,c,d en A. De
esta manera la aplicacion de A en A¢ que lleva a en (a,0) es un R-
homomorfismo inyectivo y A puede verse como una subalgebra
real del algebra compleja Ac. Si el dlgebra A es un algebra norma-
da entonces a su complexificacion se le puede dotar de estructura
de algebra normada de forma que el homomorfismo anterior es
isométrico. La norma sobre Ac¢ es una extension de lanormaen A
((||la]| = ||(a,0)|])) y si A es completa, también lo es Ac.

Dada un algebra A, asociativa, compleja con unidad I, se
define el espectro de a, para cada a en A como el conjunto de los
numeros complejos A tales que a — A\l no pertenece al conjunto
de los elementos inversibles en A, y que notaremos por Sp(a, A), 0
simplemente Sp(a), cuando no haya confusion respecto al dlgebra
a que nos estamos refiriendo . Si A es normada, el espectro asi de-
finido es un subconjunto no vacio de C y ademas compacto, en el
caso de que A sea completa. En este punto queremos hacer notar
al lector que el teorema de Gelfand-Mazur es una consecuencia

inmediata de la no vaciedad del espectro de cualquier elemento.
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Si el algebra asociativa normada compleja A no posee unidad, se
define el espectro de un elemento como el espectro en su unitiza-
cion: Sp(a, A) := Sp(a, Ap).

El concepto de espectro que acabamos de introducir es pu-
ramente algebraico y la definicion “tiene sentido” para algebras
reales. Sin embargo no es de utilidad en este caso, pues incluso
puede ser vacio (por ejemplo considérese C, vista como algebra
real, y tomese « igual al numero 7). El problema se soluciona acu-
diendo ala complexificacion. Sea pues A un algebra real asociativa
con unidad y a un elemento de A, se define el espectro de « relati-
vo a A, como el espectro de «a relativo a Ac: Sp(a, A) := Sp(a, Ac).

En consecuencia, mediante paso a complexificacion y/o uni-
tizacion, si fuese necesario tenemos definido el concepto de es-
pectro de un elemento de un algebra asociativa normada, una de
las nociones mas importantes en la Teoria de las dlgebras de Ba-
nach, basica en la Teoria de Representacion de Gelfand. A través
del conocimiento del espectro de un elemento podemos obtener
muy buena informacion de dicho elemento (recordar la diagona-

lizacion de matrices).

Existe un procedimiento que permite expresar el concepto
de espectro de un elemento sin acudir a la unitizacion o complexi-
ficacion. A tal efecto se introduce una nueva operacion, en un alge-
bra dada A (asociativa), conocida con el nombre de casi-producto,
notada por oy definida como: aob = a+b—abparatodo a,ben A. Es-

ta operacion es asociativa y tiene al cero por unidad (aunque no es
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bilineal). Por consiguiente, bajo esta nueva operacion A es un se-
migrupo cuyos elementos inversibles son conocidos con el nom-
bre de los elementos casi-inversibles (o casi-regulares) del algebra
Ay los notaremos por g-Inv(A). Si a es casi-inversible y b es su in-
verso respecto al casi-producto, diremos que b es el casi-inverso de
a. Si el algebra posee unidad I, la relacion entre el producto del
algebray el casi-producto viene dada por la igualdad: (I —a)(I —b)

= I — aob para todo a, b en A. En consecuencia podemos enunciar:

Sea A un algebra asociativa, entonces:

(a) Si A poseeunidad I, entoncesa perteneciente a A es casi-inver-
sible y b es su casi-inverso si, y solo si, I — a es inversible en A
con inverso I — b.

(b) a es casi-inversible en A yb es su casi-inverso si, y solo si, (0,1)—
(a,0) es inversible en A con inverso (0,1) — (b,0), en la unitiza-
cion de A.

(¢) Elconjunto de los elementos casi-inversibles en A coincide con

el conjunto de los casi-inversibles en la unitizacion de A.

Supongamos que A es un algebra asociativa compleja nor-

mada sin unidad. Ya que A es un ideal propio de su unitizacion, A;,

se sigue que A carece de elementos inversibles en A; y por consi-

guiente cero pertenece al espectro de todo elemento de A. Por otra

parte si A posee unidad, /, entonces a—AI no es inversible si, y solo
a

si, X no es casi-inversible. Por consiguiente se tiene que:

Spla, A\{0} = {A € C\{0} : § ¢ a-InvA);
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independiente de que A tenga o no unidad, gracias al apar-
tado (c) anterior, con la precaucion de anadir cero si a no es inver-
sible. Lo que nos da una caracterizacion del espectro en términos
del dlgebra A para el caso sin unidad. Nuestro siguiente resulta-

do caracteriza el espectro de un elemento de un 4algebra real en

términos intrinsecos del algebra. Sea a un elemento de un dlgebra

normada real A, entonces:

(a) Cero pertenece al espectro de a si, y solo si, A no posee unidad
o bien A tiene unidad y a no es inversible.

(b) Si z es un numero complejo distinto de cero, entonces = perte-
nece al espectro de a si, y solo si, el |z|72(2(Re 2)a — a*) no per-

tenece al conjunto de los elementos casi-inversibles de A.

Esta caracterizacion se debe a Kaplansky (ver[160] y [237,
Theorem 1.6.6]). En el caso de algebras de Banach complejas con-

mutativas el espectro de un elemento puede ser obtenido a partir

del conocimiento del espacio de caracteres, concretamente: Sea a

un elemento de un algebra de Banach compleja conmutativa A y
Q4 su espacio de caracteres entonces:

(@ Sp(a,A) ={¢p(a) : ¢ € Qa}, si A posee unidad;

(b) Sp(a, A)\ {0} = {o(a) : ¢ € Qa} \ {0}, si A no posee unidad.

(ver [37, Theorems 4, 5 pag. 82-83]).
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Dada un algebra asociativa normada A, se tiene que, para
todo a perteneciente a 4, la sucesioén ||a"|* es convergente y tie-
ne como limite al nimero inf{|a"||* : n € N}, al cual lo notare-
mos por r(a) y se le conoce con el nombre del radio espectral de
a. Es claro que el radio espectral de un elemento no depende de la
norma de algebra elegida en A con tal de que sea equivalente a la
de partida. También es claro que el radio espectral de un elemen-
to permanece invariante por paso a la complexificacion o unitiza-
cion, asi como que el radio espectral de un elemento es menor o
igual que la norma de dicho elemento. Si ahadimos que A sea con-
mutativa se tiene que el radio espectral es subaditivo y submulti-
plicativo, es decir: r(a+b) < r(a)+7(b) yr(ab) < r(a)r(b), para todo
a, ben A (ver [37, Corollary 5.3]).

El siguiente bello y ttil resultado, conocido en la literatu-
ra por Formula de Gelfand-Beurling, nos permite conocer el radio
espectral de un elemento de un algebra de Banach a partir del co-
nocimiento del espectro de dicho elemento, es decir, a partir del
conocimiento de la estructura algebraica.

Para cada elemento a perteneciente a un dlgebra de Banach
se verifica que el radio espectral de a coincide con el maximo del

modulo de los numeros en el espectro de a

r(a) = max{| A |: X\ € Sp(a)}.

La teoria que acabamos de presentar es basica y puede
seguirse por cualquier monografia dedicada a las algebras de Ba-

nach. Nosotros recomendamos [37] y [237].
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Un ideal izquierdo J de un algebra asociativa A se dice que
es un ideal izquierdo modular si existe un elemento v, unidad mo-
dular derecha, en A tal que au — a pertenece a .J para todo elemen-
to a perteneciente a A (analogas definiciones se dan para ideales
derechos o bilateros). Si A posee unidad, ésta es unidad modular.
Con ayuda del Lema de Zorn se sigue facilmente que todo ideal iz-
quierdo modular propio esta contenido en un ideal izquierdo mo-
dular maximal (no existe otro ideal del mismo tipo que lo conten-
ga). Los ideales izquierdos modulares maximales de un dlgebra de

Banach son cerrados.

En 1945, [151], Nathan Jacobson (1910-1999) introduce el
concepto del radical de un algebra asociativa A, conocido como
el radical de Jacobson (ver también [37, Definition 24.13]), al que
notaremos por Rad(A), el cual agrupa a los elementos “malos” del
algebra en cuestion. Gracias a [37, Proposition 24.14], el radical de
A se puede definir, de forma equivalente, como la interseccion de
todos los ideales izquierdos modulares maximales. Un algebra se
dice que es un dlgebra de radical si carece de ideales izquierdos
modulares maximales propios (distintos de ceroy A), en cuyo ca-
so se define el radical como la totalidad del algebra. Se dice que A
es semisimple si su radical se reduce al cero. Si A es un algebra de
Banach entonces su radical es cerrado y el algebra de Banach co-
ciente, A/Rad(A) es semisimple. Si ademas A es conmutativa en-
tonces, gracias a que existe una aplicacion biyectiva entre los ca-
racteres del algebra y los ideales maximales modulares (ver [159,
Theorem 2.1.8]), se tiene que el radical de una tal algebra es la in-

terseccion de los nucleos de sus caracteres.
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El siguiente resultado, que el lector puede seguir a través
de [37, Seccion 17], caracteriza el radical de un algebra de Banach
conmutativa A en términos del radio espectral:

Sea A un algebra de Banach conmutativa y a un elemento A. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

(a) a pertenece al radical.

(b) p(a) es cero para todo p perteneciente al espacio de caracteres
de A.

(c) Elespectro dea es cero.

(d) Elradio espectral de a es cero.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que un
algebra de Banach conmutativa, A, es semisimple si, y solo si, pa-
ra cada a en A, el radio espectral de a es cero implica que a es ce-
ro. Ya que el radio espectral es subaditivo y submultiplicativo, ello
equivale a que el radio espectral sea una norma de algebra sobre
A.

Es claro que un elemento casi-inversible de un algebra de
Banach posee radio espectral cero. Por otra parte, si A es un alge-
bra asociativa, entonces su radical esta contenido en el conjunto
de los elementos casi-inversibles (ver [37, Proposition 24.16]). De
hecho Rad(A) es el mas grande ideal izquierdo de A contenido en
q-Inv(A), (ver [37, Corollary 24.18] o [237, Theorem 2.3.2]). En con-

secuencia tenemos que todo elemento del radical de un algebra
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de Banach posee radio espectral cero. El reciproco no es en gene-
ral cierto (salvo conmutatividad), de ahi el interés y acierto de la

siguiente caracterizacion la cual resulta ser una de las mas ttiles:
Sea A un algebra de Banach, entonces:

Rad(A) = {a € A:r(ab) =0 paratodob e A}
= {a € A:r(ba) =0 paratodob € A}

(ver [37, Proposition 25.1]).

Es bien conocido (ver si acaso [27], [76]) que todas las nor-
mas sobre un espacio vectorial de dimension finita son equivalen-
tes, y por consiguiente la estructura algebraica determina la topo-
logia que induce la norma. Esta propiedad deja de ser cierta para
espacios normados completos (espacios de Banach) de dimension
infinita ya que en tal caso siempre es posible encontrar una nor-
ma completa sobre dicho espacio no equivalente a la de partida.
En otras palabras, salvo dimension finita, la topologia de la norma
(completa) no es tnica a nivel de espacios de Banach en general.
Por otra parte en apartado primero, dedicado a la Fundamenta-
cion de las matematicas, recorddbamos el Teorema de
Gelfand-Silov-Kaplansky-Rickart, el cual nos decia que la estruc-
tura topologica de C'(2) , como algebra de Banach, era determi-
nada por la estructura algebraica. Propiedad que se conoce como
unicidad de la topologia de la norma completa. Es obvio que no ca-
be esperar que esta propiedad sea cierta para cualquier algebra de
Banach, ya que todo espacio de Banach puede considerarse como

un algebra con producto cero. Resulta pues natural la buisqueda de



Juan C. Martinez Moreno 111

condiciones de tipo algebraico que aseguren que, si dos normas
sobre un algebra asociativa dotan a ésta de estructura de algebras
de Banach, entonces necesariamente han de ser equivalentes. Este
es un problema que aun hoy en dia permanece abierto y probable-
mente sea uno de los mas apasionantes de la teoria general de las
algebras de Banach. Nuestro proximo objetivo es presentar que el
problema tiene solucion para el caso de algebras de Banach semi-

simples.

La unicidad de la topologia de la norma completa para alge-
bras de Banach conmutativas semisimples es relativamente facil y
originariamente se debe a Gelfand, [117]. La prueba se basa en las
propiedades de que el radio espectral es un invariante algebraico
respecto a normas equivalentes y es subaditivo, unido a la carac-
terizacion de la semisimplicidad, que hemos visto anteriormente,
y al Teorema de la Grafica Cerrada (ver [247, pag. 51]). En este mo-
mento no nos resistimos a dar la prueba, aunque sea esquemati-
camente. En efecto, si A es una tal algebra, ||.||; es cualquier otra
norma de algebra completa sobre Ay |.|| es la norma original en
A, bastara probar que la aplicacion identidad de (A4, ||.||) en (4, ||.||)
es continua, para ello es suficiente (gracias al Teorema de la Grafi-
ca Cerrada) probar que si a, es una sucesion en A tal que ||a,|| y
|a, — al|; convergen a cero, entonces a es igual a cero. Ello se sigue
de:

r(a) <r(a—an) +7(an) < flan — ally + flan]l

Ellector interesado puede consultar también [181}, Corollary 5.3.1]
o [159, Corollary 2.1.11].
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La pruebadela unicidad de la norma (unicidad de la topolo-
gia de la norma completa) para algebras de Banach semisimples
no conmutativas es bastante mas complicada. En 1950, (ver [236]),
Rickart planteaba el problema y daba una solucion (parcial) para
algebras de Banach tales que la interseccion de todos los ideales
modulares maximales se reduce a cero. Un ano mas tarde John Da-
vid Newburgh (siglo XX-?), (ver [212]), daba también una prueba
bajo la hip6tesis de la continuidad del radio espectral. El problema
era definitivamente resuelto casi veinte anos después (1969) por
Barry Edward Johnson (1937-2002) (ver [153]).

La prueba de Johnson utiliza la teoria de representaciones
irreducibles de algebras de Banach, y dado que el problema puede
ser reducido al caso de algebras primitivas, como ya habia pues-
to de manifiesto Rickart en 1950 (ver también [237, Chapter 2 &
5]), €l demuestra que toda algebra de Banach primitiva posee la
propie-dad de la unicidad de la topologia de la norma completa
(ver también [37, Theorem 25.9] para la prueba).

En 1982 Aupetit obtenia una nueva e independiente prueba,
basada en un importante resultado de Edoardo Vesentine (1928-)
(ver [288] o [17, Theorem 3.4.7]), el cual afirma que si f es una fun-
cion holomorfa de un dominio del plano complejo con valores en
un algebra de Banach compleja, entonces la composicion de f con
el radio espectral (z — r(f(z))) es una funcion subarmonica. La
demostracion de Aupetit elude la teoria de representacion y utili-
za como principal idea (en palabras del propio autor) la propiedad
de que el radio espectral es independiente de la norma comple-

ta. Concretamente Aupetit establece en [15] el siguiente teorema
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del cual se deduce (pasando a complexificacion, si fuese necesa-
rio, y tomando como ¢ la aplicacion identidad) (ver si acaso [49),
Theorem 4.4.43]) el Teorema de Johnson de la unicidad de la nor-

ma completa.

Sean A, B dos dlgebras de Banach complejas siendo B semisimple
y sea ¢ una aplicacion lineal de A en B satisfaciendo que el radio
espectral de ¢(a) es menor o igual al radio espectral de a para todo

a en A, entonces ¢ es continua.

Siguiendo la linea marcada por Aupetit, Thomas J. Ransford
(1954- ) presentaba en 1989, en nuestra opinion, la prueba mas
elegante y corta del teorema que venimos comentando. El utili-
za, como Unicas herramientas, el concepto de radio espectral, la
caracterizacion del radical en términos del radio espectral, que
hemos presentado anteriormente, y una version del Teorema de
los tres circulos de Hadamard para el radio espectral (ver [233],
[234] Section 6.4] y [66), pag. 133-137]), el cual viene a reemplazar
la subarmonicidad empleada por Aupetit. Ransford establece el si-
guiente teorema, debido a Johnson, que muestra como propieda-
des conjuntistas-algebraicas sobre una aplicacion implican una

propiedad topoldgica de la misma.

Sean A, B dos algebras de Banach y supongamos que B es semi-
simple, entonces todo homomorfismo sobreyectivo de A en B es au-
fomaticamente continuo.

Recordemos que un algebra J (sobre R o C) se dice que es

un dlgebra de Jordan si es conmutativay satisface la siguiente iden-
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tidad, conocida como identidad de Jordan:

a*(ab) = a(a®b) paratodoa,ben J.

Si A es un algebra asociativa y cambiamos su producto por
el siguiente: a o b = 3(ab + ba) para todo a,b en A, entonces A se
convierte en un algebra de Jordan que se suele notar como A" y
se le conoce con el nombre del dlgebra simetrizada de A. Al nuevo
producto, o, se le conoce como el simetrizado del original en A.
Las subalgebras (de Jordan) de A, o isomorfas a estas, son cono-
cidas como algebras de Jordan especiales. Si un algebra de Jordan

no es especial se dice que es excepcional ([312, Section 3.1], [3]).

El lector interesado en dichas algebras puede consultar las
monografias de Jacobson y Kevin Mor McCrimmon (1941-), [152])
y [202] respectivamente. En [147] aparece también una amplia in-

formacion sobre sus aplicaciones.

El nombre de 4lgebras de Jordan se debe a Abraham Adrian
Albert (1905-1972) quien asi lo hizo en 1946 en honor al fisico Er-
nest Pascual Jordan (1902-1980) el cual las introdujo en 1932-1933,
como un intento de crear un algebra infinito-dimensional de ob-
servables para la Mecanica Cuantica, diferente del algebra de las
matrices simétricas (ver [42, Introduction], [154), Introduction], [202,
Part I.1] y [258]).

Hemos de resaltar que las técnicas de Aupetit pueden ser
aplicadas a algebras normadas completas donde no es aplicable

la teoria de representacion de Johnson, como es el caso de las al-
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gebras de Jordan, dando lugar a una revolucion de la teoria de las
algebras de Jordan normadas completas, conocidas con el nom-
bre de algebras de Jordan-Banach. En la teoria de algebras de Jor-
dan no existen representaciones irreducibles o cocientes por idea-
les izquierdos modulares maximales, pero los conceptos de casi-
inversible y casi-inverso se trasladan sin ninguna dificultad. Con-
cretamente McCrimmon prueba que, dada un algebra de Jordan,
J, existe un mas grande ideal casi-inversible conocido como el ra-
dical de McCrimmon o radical de Jacobson de J. Se dice que J
es simisimple si el mencionado ideal se reduce a cero (ver [200],
[201], [202]). Aupetit presenta en [15] la unicidad de la topologia
de la norma completa para el caso de algebras de Jordan-Banach
semisimples. De hecho las técnicas de Aupetit, que el lector puede
disfrutar a través de la lectura de sus libros [16] y [17], consisten
en seguir profundizando en el empleo del Analisis Complejo en la
Teoria de las algebras de Banach lo que le permite, no solamen-
te presentar una nueva, simple y bonita vision de una gran parte
de la mencionada Teoria, sino también trasladar la misma al con-
texto de otras algebras normadas completas, no necesariamente

asociativas.

En el afio 2007 Graham Robert Allan (1936-2007) publica un
articulo donde establece que varias propiedades del radio espec-
tral pueden ser establecidas por similares métodos, aunque mas
elementales, a los empleados por Aupetit y Ransford. Entre ellos
establece un Principio del Maximo (débil y fuerte) del cual deduce
un teorema de los tres circulos de Hadamard, un poco mas gene-

ral que el de Ransford. A partir de €1, y siguiendo el argumento de
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Ransford, establece el hecho clave dado por Aupetit en la prueba
de su teorema, referido anteriormente. (ver [8] y [9, sections 5.9,
5.10]).

En 1985 A. Rodriguez (ver [241]) introduce los conceptos de
radical débil y ultra-débil para algebras arbitrarias. El radical ultra-
débil contiene al radical débil y a la vez esta contenido en los radi-
cales que en la literatura ha jugado un papel relevante en la teoria
de continuidad automatica, asi como en la Teoria de Estructura de
algunas algebras. En particular el radical ultra-débil esta conteni-
do en el radical de Jacobson de un algebra asociativa o de Jordan.
Rodriguez obtiene que algebras con radical débil cero poseen la
propiedad de la unicidad de la topologia de la norma completa,
y que los homomorfismos sobreyectivos de un algebra normada
completa en una tal algebra que ademas posee radical ultra-débil
cero, son automaticamente continuos. Obteniendo asi una bella,
y no facil, extension al contexto no (necesariamente) asociativo de

los teoremas a los que nos hemos referido anteriormente

Finalmente nos gustaria resenar que las técnicas de Aupetit-
Ransford-Allan han sido refinadas en la monografia de Cabrera-
Rodriguez (ver [49, Section 3.8]) obteniendo extensiones no (nece-
sariamente) asociativas de los teoremas de continuidad automa-
tica de homomorfismos y unicidad de la topologia de la norma
completa, a los que nos venimos refiriendo. El lector interesado
también encontrara, en el mencionado libro, una amplia docu-

mentacion historica.

Volvamos a los niimeros complejos y recordemos que el
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modulo de un nimero complejo z viene dado por la férmula:
|z| = V/2Z. Lo que nos dice que la norma de la C*-4lgebra de los
numeros complejos, C, y por consiguiente su geometria, viene de-
terminada por su estructura algebraica. Cabe preguntarse si esta
propiedad sigue siendo cierta para C*-algebras arbitrarias. La res-
puesta es afirmativa y de hecho se tiene que en toda C*-algebra se
satisface la siguiente formula que, en el caso particular de C, nos

da la anterior igualdad. Concretamente:
Sea A una C*-dlgebra, entonces: ||a|| = \/r(a*a), para todo a en A.

La anterior igualdad es una consecuencia de que, si a es un
elemento normal (a*a = aa*) en una C*-algebra A, entonces el ra-
dio espectral de a coincide con su norma (ver [37, Proposition 7y
Theorem 8, pag. 190] y téngase en cuenta la Formula de Gelfand-
Beurling) y que el elemento «*a es un elemento normal para todo

aen A.

Como consecuencia inmediata de la anterior féormula se

tiene que:

(a) Todo x-isomorfismo entre C*-dlgebras es una isometria y por
consiguiente dos C*-dlgebras x-isomorfas son indistinguibles.

(b) Todo x-homomorfismo entre C*-algebras es continuo y de nor-

ma menor o igual a uno.

(c) Toda C*-algebra es semisimple y por consiguiente todo homo-
morfismo sobreyectivo de un dlgebra de Banach en una C*-

dlgebra es continuo.
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Por consiguiente la mencionada férmula, no solo nos dice
que la norma de una C*-algebra es tnica, y viene determinada por
la estructura algebraica, sino que ademas toda C*-algebra, vista
como un algebra de Banach, posee la propiedad de la unicidad de
la topologia de la norma completa.

La pregunta de si toda isometria lineal sobreyectiva entre
C*-algebras es un x-isomorfismo tiene respuesta negativa, y por
tanto no es cierto, en general, que toda isometria lineal sobreyecti-
va entre C*-4lgebras debe ser un x-isomorfismo (ver si acaso [229]).
De hecho dada una C*-algebra es muy facil construir una tal iso-
metria sobre ella la cual no es un *-isomorfismo. Por consiguiente
no podemos afirmar que la estructura algebraica en una C*-alge-
bra queda determinada por su geometria.

En 1951, (ver [155]), Richard V. Kadison (1925- ) prob6 que:
Toda isometria lineal sobreyectiva, ®, entre C*-dlgebras unitales A,
B, es de la forma : ®(a) = uF(a), para todo a en A. Donde u es un
elemento unitario (uw'u = uu* = I ) en B, y F' es un x-isomorfismo

entre las dlgebras de Jordan A™ y B™.

Extendiendo de esta forma el clasico Teorema de Banach-
Stone, que citamos anteriormente, al caso de C*-algebras unitales

no conmutativas. Posteriormente volveremos sobre este tema.

Ahora nos vamos a ocupar de presentar una propiedad
geomeétrica la cual permite distinguir las C*-algebras entre las alge-
bras de Banach complejas unitales. Una vez mas la inspiracion
es encontrada en los numeros complejos. Sea pues z un nimero

complejo y notemos por 0(«) a toda funcion real en la variable real
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a tal que
0(e)

lim —= = 0.
a—0

Es muy facil de comprobar que:

| 1 +iaz |= 14 0(«) si, y solo si, z es un namero real.

Ya que el conjunto de los operadores simétricos (T* = T) en
la C*-algebra de los operadores lineales y acotados sobre un espa-
cio de Hilbert complejo representa un papel analogo al que reali-
zan los nameros reales en la C*-algebra de los nameros complejos;
Ivan Vidav (1918- ) conjeturo que los
operadores simétricos podrian ser caracterizados en términos de
una propiedad similar a la que acabamos de presentar, donde el
modulo fuese sustituido por la norma de operadores. Conjetura
que comunico por carta a Josef Wichmann (siglo XX-? ) quien dio
una respuesta afirmativa (ver [82, pag 178]). Asi pues, teniendo
en mente el Teorema de Gelfand-Naimark, podemos enunciar la
siguiente caracterizacion de los elementos simétricos de una C*-

algebra unital, en términos de la geometria local:

Un elemento a en una C*-dlgebra unital es simétrico si, y solo
Si,
| + iaal| = 1+ 0(«). Donde I denota la unidad.

(ver si acaso [35, Example 3 pag. 47])

En lo que sigue, dada un algebra de Banach compleja y uni-
tal A, notaremos por D(/) el conjunto de los funcionales (f : A —

C) lineales f sobre A tales que ||f|| = 1 = f(I), conocido como el
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espacio de estados de A. Hemos de resenar que, gracias al Teorema
de Hahn-Banach, (ver [247, Inicios Chapter 3]), D(/) es no vacio y
no varia si en vez de considerar A consideramos cualquier subes-
pacio de A conteniendo a /. V(a) denotara el subconjunto con-
vexo compacto no vacio de C, conocido con el nombre de rango
numérico de a, y definido por V(a) = {f(a)/f € D(I)}. Finalmente
H(A) significara el conjunto de los elementos a de A satisfacien-
do || + iaal| = 1 + o(«). Tales elementos eran denominados por
Gilinter Lumer (1929-2005), como los elementos hermitianos de A
(ver [189]). En el mencionado articulo, Lumer establecia (esencial-
mente) que un elemento a es hermitiano si, y solo si, V' (a) es un
subconjunto de R; lo cual equivale (ver [35, Lemma 2, pag. 46]) a
que « satisfaga la condicion geométrica local: || exp(iaa)|| = 1. Con-
dicion geométrica que, como es bien conocido, caracteriza a los

numeros reales en el conjunto de los nimeros complejos.

Ya que en una C*-algebra unital el conjunto de los elemen-
tos simétricos coincide con el conjunto de los elementos hermitia-
nos (ver [35, Lemma 2, pag. 46]), y ya que cualquier algebra A con
involucion se puede escribir en la forma A = Sim(A) + iSim(A),
donde Sim(A) denota el conjunto de los elementos simétricos de
A, se deduce que, si A es una C*-adlgebra unital entonces
A = H(A) +iH(A), siendo la suma tologica-directa (H(A) es ce-
rradoy H(A) NiH(A) = 0).

El desafio para el matematico esta ya servido, y consiste en

dar respuesta a la siguiente cuestion:
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;Es toda algebra de Banach compleja unital A satisfaciendo
A=H(A)+iH(A)
una C*-algebra?.

Dado que, segin hemos observado, el hecho de ser un ele-
mento hermitiano depende exclusivamente de la geometria local
en A (del subespacio engendrado por el elemento en cuestion y
la unidad) y que dichos elementos han de coincidir con los ele-
mentos simétricos, debemos apostar por que la involucion natu-
ral sobre A = H(A) + iH(A) (vista como espacio vectorial) dada
pora* = h — ik, paraa = h + ik en A, que es precisamente la que
existe en los naumeros complejos, ha de ser una involucion de alge-
bra, es decir (ab)* = b*a*. Por otra parte en el afo 1951 (ver [155])
Kadison ya habia probado que en un algebra de Banach comple-
ja unital existe una unica involucion que la convierte en una C*-
algebra (otras pruebas de este hecho eran dadas por Henri Frede-
ric Bohnenblust (1906-2000) y Samuel Karlin (1924-2007) en 1955
(ver [32]) y méas tarde por Lumer en 1961 (ver [189])).

En el ano 1956 Vidav (ver [289]) establecia el siguiente teo-

rema:

Teorema de Vidav. Sea A un algebra de Banach compleja unital
satisfaciendo:

(a) A= H(A) +iH(A).

(b) Si h es un elemento hermitiano, entonces su cuadrado admite
una representacion h?> = u + iv tal que u, v son elementos her-

mitianos verificando uv = vu.
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Entonces se tiene que:

(a) Ladescomposiciona = h + ik, con h, k hermitianos, es unica.

(b) La involucion natural sobre A es una involucion de dlgebra.

Ademdis si h es es un elemento hermitiano entonces |h?|| = ||h||?.

(¢) Laigualdad ||a|lo = +/||aa*| define una norma sobre A, equiva-
lente a la de partida, bajo la cual A es una C*-dlgebra.

Este laborioso teorema suponia un primer paso ala respues-
ta de la cuestion planteada. Siguiendo la informacion dada en [35,
pag. 57] y [82), pag. 180], hemos de decir que en 1966 Barnett Weil
Glickfeld (siglo XX-?) y Earl Robert Berkson (siglo XX-?) presenta-
ron dos pruebas independientes afirmando que, de hecho, la nor-
ma dada en (c¢) coincide con la norma original de A (ver [122, 28]).
Dos anos mas tarde Theodore W. Palmer (1935- ) ( ver [216]) pro-
baba que la hipétesis (b) en el teorema de Vidav era redundante
y ademas daba una prueba mas simple del hecho de que A es ya
una C*-algebra bajo su norma original. En 1970 Palmer (ver [217])
present6 una prueba mas natural de sus resultados anteriores, uti-
lizando con destreza la teoria de rango numeérico de un elemento
en un algebra normada compleja y unital. El propio Palmer en el
mencionado articulo dice: “el principal resultado de [216] es pre-
sentado en su propio contexto: la teoria de rango numeérico de

operadores sobre un espacio lineal normado.”

Pasaron pues doce anos desde la aparicion del teorema de
Vidav y no pocas aportaciones a la teoria de las algebras de Ba-

nach tales como: las realizadas por Nelson Dunford (1906-1986)
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en teoria de operadores, utilizada por Berkson; la simplificacion
de la prueba de la aportacion de Glickfeld que hizo Robert B. Burc-
kel (siglo XX-) ( ver [238]) o el Teorema de Russo-Dye (ver [251],
[37, Th. 38.12, pag. 210]) Bernard Russo (1939- )-Henry Abel Dye
(1926-1986); para poder llegar a formular el siguiente teorema.

Teorema de Vidav-Palmer. Sea A un dlgebra de Banach
compleja unital satisfaciendo: A = H(A) + iH(A). Entonces A es
una C*-algebra bajo la involucion natural.

El teorema anterior junto a la caracterizacion geométrica de
los elementos simétricos de una C*-algebra, que hemos presenta-
do anteriormente, permite formular una de las caracterizaciones
mas elegantes de las C*-algebras con unidad, recogida en el si-
guiente teorema. De modo que tales algebras no son otra cosa que
una clase de algebras de Banach complejas unitales que pueden
ser descritas en términos de su geometria local es decir, en térmi-
nos de la geometria de los subespacios generados por un elemento
y la unidad, sin referencia alguna al producto.

Teorema asociativo de Vidav-Palmer. Un dlgebra de Banach
compleja unital A, admite una involucion bajo la cual es una C*-
algebra si, y solo si, A = H(A) +iH(A).

Teorema no asociativo de Vidav-Palmer

En lo que sigue utilizaremos la terminologia de V-dlgebra
para designar a toda algebra A compleja normada completa con

unidad de norma igual a uno satisfaciendo que A = H(A)+iH(A).
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Donde H(A) denota el conjunto de los elementos hermitianos de
A, es decir, aquellos elementos a en A cuyo rango numeérico V (a)
es un subconjunto de numeros reales (V' (a) es siempre no vacio).
A la propiedad A = H(A) + iH(A) se le conoce con el nombre
de axioma de Vidav vy si la involucion natural de una V-algebra
((h + ik)* = h — ik) es un involucion de algebra, diremos que la

involucion natural esmultiplicativa.

En Diciembre del afio 1976 presenté mi Tesis Doctoral (diri-
gida por A. Rodriguez Palacios) cuyo objetivo consistia en el inicio
de un estudio sistematico de las algebras de Jordan-Banach, en
completo paralelismo con el caso asociativo (ver [191]). Como es
natural, en el intento perseguido, no podia faltar un tipo de alge-
bras de Jordan que jugasen un papel analogo al de las C*-alge-
bras. Si A es una tal dlgebra y consideramos el algebra simetrizada
de A, AT, entonces esta ultima pasa a ser un algebra de Jordan-
Banach compleja con involuciéon pero, salvo que A sea conmu-
tativa, siempre es posible encontrar un elemento a, en A tal que
lag.af|] = ]ag||? (ver [191, pag. 11]). Lo que nos dice que el en élge-
bra simetrizada de una C*-algebra, puede no ser cierta la propie-
dad estelar. Por consiguiente, tratar de construir una teoria para
las algebras de Jordan-Banach complejas, andloga a la de las C*-
algebras, por adicion del Axioma de Gelfand-Naimark esta conde-
nada al fracaso, a menos que estemos dispuestos a olvidarnos de
las 4lgebras simetrizadas de las C*-algebras no conmutativas. Por
otra parte si A posee unidad, dado que el conjunto de los elemen-
tos hermitianos de A depende de la geometria local de A, la cual
coincide con la de A, se tiene que A" = H(A") + iH(A™"). Es de-
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cir el dlgebra simetrizada de toda C*-algebra con unidad es una V-
algebra de Jordan. Hecho que invita a considerar las V-algebras de
Jordan, dentro de la clase de las algebras de Jordan-Banach, como
las similares a las C*-algebras con unidad. Nosotros probamos que
la involucion natural de una V-algebra de Jordan J es multiplica-
tiva (ver [191] Teor.5.5.3, pag. 113]). Hecho que constituy6 el nudo
gordiano en la prueba del Teorema (asociativo) de Vidav-Palmer.
Al igual que el caso asociativo, la dificultad principal se centr6 en
probar que el cuadrado de todo elemento hermitiano es también
hermitiano. En dicha prueba jug6 un papel importante el siguien-
te Teorema espectral (ver [191), Teor.4.6.4, pag. 72] o [192]), al cual
volveremos a referirnos mas tarde.

Sea J un dlgebra de Jordan-Banach compleja con unidad.
Entonces:

Sp(Rq, BL(J)) C %(Sp(a, J)+ Sp(a,J)), para todoa en J.

Donde R, denota el operador de multiplicacion pora en J (R,(b) =
ba) y BL(J) el dalgebra de Banach de los operadores lineales y conti-

nuos sobre J.

Al igual que nuestras V-algebras de Jordan engloban a las
subalgebras cerradas, autoadjuntas y unitales del algebra sime-
trizada, BL(H)*, de toda algebra de operadores sobre un espa-
cio de Hilbert complejo H; Erik Magnus Alfsen (1930- ), Frederic
W. Shultz (1945- ) y Erling Stormer (1937-) presentaban en 1975
(y probaban un teorema de tipo Gelfand-Naimark) una clase de
algebras de Jordan-Banach reales, conocidas con el nombre de JB-

algebras (ver [5] y [133]), y entre las que se encuentran la parte
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simétrica de toda subdlgebra cerrada y autoadjunta de BL(H)™.
A estas ultimas se les conoce con el nombre de JC-dlgebras y eran
introducidas por Topping y Stormer en 1965 (ver [280] y [275]).

Recordemos que una JB-algebra es un algebra de Jordan-
Banach real, J, satisfaciendo que ||a||? < ||a®*+V?|| para todoa,ben J

(Alfsen, Shultz y Stormer afiadian también la presencia de unidad

).

En relacion con ambas axiomaticas nosotros probamos que
la parte simétrica de una V-algebra de Jordan J, es decir H(J), es
necesariamente una JB-algebra (ver [191, Teor.5.5.16, pag. 116]).
Por otra parte en la lectura final del Colloquium de St. Andrews de
la Sociedad Matematica de Edinburgh celebrado en julio de 1976,
Kaplansky introducia el concepto de C*-dlgebra de Jordan, cono-
cido hoy en dia por el nombre de JB*-dlgebra (ver [308, Introduc-
tion]). Para €l una tal algebra, J, es un algebra de Jordan-Banach
compleja dotada de una involucion x* satisfaciendo:

1. ||al| = ||a*|| para todo a en J

2. |Uu(a®)|| = ||a||* para todo a en J y donde U, es el operador
lineal en J definido por U,(b) = a(ba) + (ba)a — ba?, para todo b
perteneciente a J

3. Toda x-subalgebra asociativa y completa para la norma de
J es una C*-algebra

Después de destacar la potencial importancia de tales alge-

bras propuso resolver la siguiente conjetura:
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Toda isometria sobreyectiva entre JB*-algebras unitales con-

servando la unidad, ha de ser un *-isomorfismo.

John David Maitland Wright (1942- ) y Martin A. Youngson
(siglo XX- ) daban una respuesta afirmativa a dicha conjetura en
1978 (ver [306]). Lo que en particular da que, la estructura algebrai-
ca de toda JB*-dlgebra unital queda determinada por su geometria
(fijada la norma, la involucion y el producto son tnicos).

Respecto a la axiomatica anterior queremos precisar varias
cosas. La primera de ellas es que los axiomas 1 y 3 son redun-
dantes, como ya era puesto de manifiesto por Youngson y Wright
(ver [308, Lemma 4], [305, pag. 292], respectivamente). La segun-
da es que si A es una C*-algebra (basta con que A sea asociativa
normada con una involucion x), es muy fécil ver que la igualdad
|Ua(a*)|| = |la||® es equivalente a |la*al| = ||a]|?, para todo a en A.
De ahi que al Axioma 2 se le conozca también por el nombre de
Axioma de Gelfand-Naimark para algebras de Jordan. Seguramen-
te este detalle, asi como que las subalgebras de Jordan especiales
cerradas y autoadjuntas de una C*-algebra son JB*-algebras, era
conocido por Kaplansky.

A las subalgebras de Jordan especiales cerradas y autoad-
juntas de una C*-algebra constituida por todos los operadores so-
bre un espacio de Hilbert complejo, se les conoce con el nombre
de JC*-algebras (ver [34]). Existen otras JB*-algebras no especiales,
tal es el caso de la JB*-dlgebra excepcional M$ (notada también
como H3(0)) constituida por el subespacio de las matrices de or-

den 3 x 3, con entradas en el algebra de los Octoniones complejos
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O (ver [87] o [312]) que son simétricas con respecto a la involucion
(lineal)

(a; ;)" := (a;;), y donde el producto considerado es el dado por
aob = 3(ab+ ba) (ver [306], [305], [133, Remark 3.1.8]). La parte
autoadjunta de este algebra es la JB-algebra de las matrices Her-
mitianas de orden 3 x 3 sobre los numeros de Cayley u octoniones
reales (ver [87], [312, pag.34]), descubierta por E. P. Jordan, J. von
Neumann y Eugene Paul Wigner (1902-1995) en 1934 (ver [154], [3]

y [1211).

El estudio sistematico de la teoria de las JB*-algebras[(a)]
comienza con el trabajo de Wright, [305], publicado en 1977. Co-
mo principal resultado establece que en la complexificacion de ca-
da JB-algebra con unidad existe una tinica norma que la dota de
estructura de JB*-algebra unital. Ya que los elementos autoadjun-
tos de una tal dlgebra constituyen una JB-algebra, se tiene asi una
correspondencia uno a uno entre las categorias de las JB-algebras
con unidad y la de las JB*-algebras unitales. Hemos de decir que
esta correspondencia sigue siendo cierta si no se supone la presen-
cia de unidad ya que en [264] y [24] se prueba que la unitizacion de
una JB-algebra es una JB-4algebra, y lo mismo ocurre para el caso
de JB*-algebras ([309], [228, 11.4.6 Corolario] o [223]). Ello permite
a Wright dar la version compleja del teorema de Gelfand-Naimark
para JB-algebras (establecido por Alfsen, Shultz y Stormer) de mo-
do que, hasta cierto punto, la teoria de JB*-algebras puede quedar
reducida al estudio de las JC*-édlgebras y al dlgebra excepcional M3
(305, Theorem 3.3]).

Wright también prueba que todo x-homomorfismo inyectivo
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entre JB*-algebras unitales es isométrico y por consiguiente la nor-
ma de una JB*-dlgebra unital es uinica y queda determinada por la

estructura algebraica. Por consiguiente, para el caso de JB*-alge-

bra unitales (en particular, los nimeros complejos), la norma (por
tanto la geometria) y la estructura algebraica, quedan mutuamen-
te determinadas.

El Teorema asociativo de Vidav-Palmer cumple, una vez mas,
la regla de que lo bello suele ser lo mas ttil y en consecuencia se
ha mostrado como una magnifica herramienta matematica para
establecer pruebas elementales acerca de resultados, unos cono-
cidos y otros no, en la Teoria de las C*-algebras (ver por ejemplo
[33], [36], [49]).

Esta fue otra de las razones por la cual nosotros iniciamos el
estudio de las V-algebras de Jordan, cuando atun no habia nacido
el concepto de JB*-algebra. Por la misma época, Bonsall presenta
un articulo (ver [34), Corollary 16]) en el que, utilizando que una JB-
algebra (con unidad) es especial si, y solo si, es isomorfa a una JC-
algebra (ver [5, Lemma 9.4]), establece un teorema de tipo Vidav-
Palmer para V-algebras de Jordan especiales, probando que, salvo
renormacion si fuese necesario, éstas no son otra cosa que JC*-
algebras. Por otra parte es facil probar que toda JB*-algebra unital,
J, es una V-algebra de Jordan. A tal efecto basta recordar que el
Axioma 3, en la axiomatica de Kaplansky, se satisface automatica-
mente y por consiguiente la subélgebra de J, engendrada por un
elemento simétrico y la unidad, es una C*-algebra conmutativa, y
por tanto tal elemento es hermitiano en J (ver si acaso [308, Theo-

rem 7 (a)] o [310, Corollary 4]). Por todo ello es natural preguntarse
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si el reciproco es cierto, es decir, establecer el Teorema de Vidav-

Palmer para algebras de Jordan-Banach complejas unitales.

Larespuesta es afirmativa. En efecto, en 1979 Youngson pro-
baba que si J es una V-algebra de Jordan y H(J) es una subalgebra
real de J, olo que es equivalente: la involucion natural de J es mul-
tiplicativa, entonces J con su norma e involucion natural es una
JB*-4lgebra. Este mismo resultado era obtenido, independiente-
mente, por Rodriguez en 1980 (ver [239]). Por consiguiente ya que,
como hemos mencionado anteriormente, nosotros habiamos pro-
bado en 1977 que la involucion natural de una V-algebra de Jordan
es multiplicativa, podemos afirmar que una tal dlgebra es una JB*-
algebra (ver [192]). En consecuencia podemos enunciar un teore-
ma analogo al Teorema asociativo de Vidav-Palmer, para algebras
de Jordan.

Teorema de Vidav-Palmer para algebras de Jordan. Un digebra
de Jordan-Banach compleja unital J, admite una involucion bajo
la cual es una JB*-dlgebra si, y solo si, J = H(J) +iH(J).

Los resultados de Wright sobre la complexificacion de una
JB-algebra, unidos al teorema anterior, establecen una perfecta re-
lacion entre las axiomaticas de: JB-algebra unital, JB*-algebra uni-
tal y V-algebra de Jordan.

Nuestro proximo objetivo va a consistir en presentar el mas
amplio contexto algebraico en el cual la involucion natural de una
V-algebra es multiplicativa y por tanto delimitaremos el campo
donde el teorema de Vidav-Palmer puede ser establecido.

Recordemos que un algebra A se dice que es alternativa si
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satisface las siguientes dos identidades:

1. a®b = a(ab),

2. ba? = (ba)a,

para todo a,ben A.

Toda algebra asociativa es trivialmente alternativa y éstas
son “localmente” asociativas, ya que un famoso Teorema de Emil
Artin(1898-1962) establece que un algebra A es alternativa si, y so-
lo si, la subalgebra engendrada por dos elementos arbitrarios de A
es asociativa (ver [256), pag.29] o [312, pag.36]). Las algebras de los
octoniones reales o complejos, son ejemplos de algebras alterna-

tivas no asociativas (ver [256, pag.47] o [312, Lemma 2.9]).

Un algebra A se dice que es de Jordan no conmutativa si

satisface las siguientes dos identidades:

1. (ab)a = a(ba), (ley flexible)

2. (a*b)a = a*(ba), (axioma de Jordan)

para todo a,ben A.

Claramente toda algebra de Jordan o alternativa es un alge-
bra de Jordan no conmutativa. Si A es un algebra asociativa, con
producto (a,b) — ab, y A es un elemento perteneciente al cuer-
po base entonces la aplicacion (a, b) — Aab + (1 — \)ba, define un
nuevo producto (A # 1) bajo el cual A es un algebra de Jordan no
conmutativa. Ademads si A # 1y A no es conmutativa, entonces

este nuevo producto no satisface la propiedad conmutativa.
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La definicion formal de algebra de Jordan no conmutati-
va era dada por Richard Donald Schafer (siglo XX- ) en 1955 (ver
[255]) si bien ya habian aparecido en un trabajo de A. A. Albert
en 1948 (ver [4]). En el ano 1978, Gabor Domokos (siglo XX- )y
Susan Kovesi-Domokos (siglo XX- ) (ver [80, 297, 298]), constru-
yen un algebra de Jordan no conmutativa de dimension 7, conoci-
da con el nombre del dlgebra de color, que permite describir pro-
piedades del “modelo quart”, introducido por Murray Gell-Mann
(1929- ) (Premio Nobel de Fisica en 1969) y Kazuhiko Nishijima
(1926-2009), en la Fisica de particular (ver [120]). En ese mismo
ano, Amin Mojtar Kaidi(1948-), cuyo nombre actualmente es Ela-
min Kaidi Lhachmi, presenta su Tesis Doctoral (ver [206]) en la
cual realiza un estudio de las mencionadas algebras desde el pun-
to de vista de las algebras de Banach, en la linea seguida en mi Te-
sis Doctoral. Hasta entonces, las algebras de Jordan, propiamente,
no conmutativas, solo se habian estudiado desde el punto de vista
algebraico. Ver por ejemplo [255} 75,203,198, 199, 201}, 204].

Recordemos que una involucion * sobre un algebra norma-
da se dice que es isométrica si ||a*|| = ||a||, para todo elemento a.
En un trabajo realizado en colaboracion con Kaidi y Rodriguez (ver

[193]), publicado en 1981, probabamos el siguiente teorema:

Teorema-MMR. Para toda V-algebra A, las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) A es un dlgebra de Jordan no conmutativa.

(b) La involucion natural de A es multiplicativa.
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(c) La involucion natural de A es isométrica.

Este teorema aparece en trabajo de Rodriguez, ([239, Theo-
rem. 8]), citado anteriormente, donde prueba que (a) implica (c);
remitiendo el resto de la prueba a resultados que aparecen la Te-
sis Doctoral de Kaidi y en la mia propia. La primera consecuencia
que obtenemos es que, la equivalencia entre (a) y (b) nos delimi-
ta la clase de algebras no asociativas donde el Teorema de Vidav-
Palmer puede ser establecido; e invitamos al lector a que descubra

otros lindos mensajes que nos deja el mencionado teorema.

Por otra parte si se tiene en cuenta que un algebra A es V-
algebra si, y solo si, lo es A™ (el dlgebra simetrizada de A), que la
involucion natural de una V-algebra es multiplicativa si, y solo si,
lo es en su algebra simetrizada (ver [193, 5. Corollary]), que para un
algebra de Jordan no conmutativa A, el operador U, definido por
U,(b) = a(ba) + (ba)a — ba* a,b en A, coincide con el operador Uf
definido de la misma manera pero en el dlgebra de Jordan A* (ver
si acaso [206, Proposicion 4.4.5]) y el Teorema de Vidav-Palmer pa-
ra algebras de Jordan; podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema de Vidav-Palmer para algebras de Jordan no conmuta-
tivas. La clase de las V-algebras de Jordan no conmutativas coincide
con la clase de las dlgebras de Jordan no conmutativas con unidad
complejas normadas completas dotadas de una involucion de dlge-

bra x satisfaciendo que ||U,(a*)|| = ||a||?, para todo elemento a.

A toda algebra de Jordan no conmutativa, A, compleja, nor-

mada completa y dotada de una involucion, x, satisfaciendo el axio-
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|U.(a)|| = ||a||®, para todo elemento a en A

se le conoce con el nombre de JB*-dlgebra no conmutativa. De
modo que el teorema anterior puede enunciarse en los siguientes

términos:

La clase de las V-dlgebras de Jordan no conmutativas coinci-
de con la clase de las JB*-algebra no conmutativas unitales.

Teorema que engloba a los teoremas de Vidav-Palmer pa-
ra algebras asociativas y Jordan. También queda patente que en
un algebra de Jordan no conmutativa, compleja, unital, normada
y completa existe una unica involucion que la convierte en una
JB*-4lgebra no conmutativa. Ademas, teniendo en cuenta que la
unitizacion de toda JB*-algebra no conmutativa A, es una JB*-alge-
bra no conmutativa unital (y por tanto una V-algebra) cuya nor-
ma es una extension de la de A ([228, II. 4. 6 Corolario] o [223]),
y que todo x-homomorfismo inyectivo entre JB*-algebras unitales
es isométrico ([305]), podemos afirmar que la norma de una JB*-
dlgebra no conmutativa es tinica y viene determinada por la estruc-
tura algebraica.

En otra direccion, gracias al Teorema de Artin, podemos afir-
mar que, para algebras alternativas normadas dotadas de una in-
volucion x, la Propiedad Estelar (||la*a|| = ||a||?) es equivalente al
axioma ||U,(a*)|| = ||a|]*. De modo que, como una facil consecuen-
cia del teorema anterior, podemos enunciar el siguiente Corolario,
previamente establecido por Rodriguez en 1980 (ver [239, Coro-
llary. 9 ], [206, Teorema 4.5.14] o [45]).
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Corolario-A. Toda V-algebra alternativa A satisface la Propiedad
Estelar, es decir: ||a*a|| = ||a||* para todo a en A y donde x denota la
involucion natural.

El anterior corolario unido al Teorema de Vidav-Palmer pa-
ra algebras de Jordan no conmutativas, nos permite afirmar que,
en el ambiente de las algebras alternativas, se da la equivalencia
entre la Propiedad Estelar, el Axioma de Vidav y la propiedad
1Ua(a)]| = [lall®.

Corolario-B.Sea A un dlgebra compleja, alternativa, normada com-
pleta, unital dotada de una involucion x. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(@) ||a*a|| = ||a||? para todo a en A
D) |U.(a®)|| = ||al]® para todo a en A

(c) A esuna V-dalgebra.

En relacion con la anterior afirmacion hemos de decir que
el algebra de los octoniones complejos puede ser dotada de una
norma que la convierte en una V-algebra (ver [193, Example. 13]),
y por consiguiente tenemos asegurada la existencia de V-algebras

alternativas no asociativas.

Rodriguez prob6 que, en un ambiente minimo apropiado,
la identidad alternativa se sigue de la Propiedad Estelar; mostran-
do con ello la fuerza matematica de esta altima. En particular po-

demos enunciar el siguiente teorema:
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Teorema-A. Toda algebra compleja con unidad, normada comple-
ta, dotada de una involucion y satisfaciendo la Propiedad Estelar;
ha de ser una V-algebra alternativa cuya involucion natural coin-

cide con la original. (ver [239, Theorem. 14])

De hecho el mencionado autor prueba el resultado ante-
rior bajo condiciones mas generales. A partir del Teorema-A y del
Corolario-B podemos establecer el siguiente corolario, el cual mues-
tra una insospechada equivalencia entre la Propiedad Estelar y la
identidad alternativa, en el ambiente de algebras no asociativas,

generadas por sus elementos hermitianos (A = H(A) +iH(A)).

Corolario-C. Sea A una V-dalgebra y « su involucion natural. Enton-
ces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(@) ||a*a|| = ||a||* para todo a en A

(b) A es un dlgebra alternativa.

Recordemos que un dlgebra se dice que es de potencias aso-
ciativas si la subalgebra engendrada por cualquier elemento es un
algebra asociativa, y que toda algebra de Jordan no conmutativa es
de potencias asociativas. En el trabajo realizado en colaboracion
con Kaidi y Rodriguez, anteriormente mencionado, probabamos
que la involucion natural de toda V-algebra de potencias asociati-
vas es multiplicativa, y en consecuencia una tal algebra ha de ser
de Jordan no conmutativa, gracias al Teorema-MMR. Dado que,
para un algebra, la propiedad de ser de potencias asociativas es

muy débil, nos llevo a conjeturar que toda V-algebra ha de ser un
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algebra de Jordan no conmutativa. La destreza matematica de An-
gel Rodriguez le condujo a dar una respuesta afirmativa a dicha
conjetura, estableciendo en 1983 (ver [240, Theorem. 1]) que la in-
volucion natural de toda V-algebra es siempre multiplicativa. La
prueba dada por Rodriguez de esta afirmacion es novedosa ya que
es muy diferente de las ya referidas para el caso asociativo y Jor-
dan.

Teniendo ahora en cuenta el Teorema-MMR, podemos enun-
ciar el siguiente bello y sorprendente resultado, el cual nos dice
que si un algebra compleja, normada completa y unital esta gene-
rada por sus elementos hermitianos (recordemos que el concepto
de elemento hermitiano es un concepto geométrico); entonces ha
de ser un algebra flexible, satisfaciendo la identidad de Jordan; es
decir posee una rica cualidad algebraica a saber: ha de ser un alge-

bra de Jordan no conmutativa.

Teorema de Rodriguez. Toda V-dlgebra es un dlgebra de Jordan no

conmutativa.

Este teorema, unido al Teorema de Vidav-Palmer para alge-
bras de Jordan no conmutativas, nos permite enunciar el siguiente

otro:

Teorema de Vidav-Palmer para algebras no asociativas. La clase
de las V-algebras coincide con la clase de las JB*-dalgebra no conmu-
tativas unitales.

A la luz del Teorema de Rodriguez y del Teorema-A, cabe

plantearse la siguiente cuestion:
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JEs toda algebra compleja dotada de una involucion, x, nor-
mada completa, unital y satisfaciendo ||U,(a*)|| = ||a|?®, para todo

elemento a, un dlgebra de Jordan no conmutativa?.

La respuesta es afirmativa y esta contenida en el siguiente
resultado, el cual supone un refinamiento matematico del teore-
ma anterior (ver [240, Theorem. 12 y Notes and Remarks. 14]). He-
mos de decir que salvo la implicacion (b) implica (a), el resto de las
afirmaciones se deducen del Teorema de Rodriguez y del Teorema

de Vidav-Palmer para algebras de Jordan no conmutativas.

Teorema-B. Sea A un dlgebra compleja, normada completa y uni-
tal. Las afirmaciones (a) y (b) que enunciamos a continuacion son

equivalentes y cualesquiera de ellas implica la afirmacion (c).

(a) A satisface el axioma de Vidav.

(b) Existe una aplicacion en A, x, conservando la suma, conjuga-
do lineal y de cuadrado la identidad talque I* = I y||U,(a*)| =
|al|?, para todo elemento a en A.

(c) A es un dlgebra de Jordan no conmutativa y la aplicacion x,
cuya existencia se asegura en (b), coincide con la involucion

natural de A y por consiguiente es una involucion sobre A.

El lector interesado en los teoremas de estructura y repre-
sentacion de las JB*-algebras no conmutativas, puede acudir a los
trabajos: [223], [224], [45], [44], [10], [157] y a los resimenes que
aparecen en [242], [158].
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En el apartado titulado Funciones complejas de variable com-
pleja hemos visto que, desde el punto de vista de la holomorfia,
solo existen dos dominios simplemente conexos en C, a saber: el
propio Cy el disco unidad. Recordemos ahora que dados dos espa-
cios de Banach complejos F, F'y un abierto U de E se dice que una
aplicacion de U en F' es holomorfa en U si es derivable Fréchet en
cada punto de U. Pues bien, en 1907, Jules Henri Poincaré (1854-
1912) demostro (ver [231]) que entre las bolas unidad (abiertas) de
C? correspondientes a la norma del méximo y a la euclidea, res-
pectivamente, no es posible establecer una aplicacion biyectiva y
bioholomorfa ( tanto ella como su inversa son holmorfas), y por
consiguiente el Teorema de Riemann de Representacion Confor-
me no se verifica (ver también [248, pag. 27], [59, pag. 185]). Lo que
nos lleva a que en C", con n mayor o igual a dos, la clasificacion de

los dominios simplemente conexos se convierte en intratable.

Por otra parte, para todo punto a del disco unidad (abierto),
D, de C existe una aplicacion, S,, biyectivay biholomorfa en D, co-
nocida como simetria de D en qa, tal que 52 es igual a la identidad
y a es un punto aislado fijo para S, (ver [235, pag. 270-271 ]). Esta
cualidad, unida al hecho de que D es un dominio acotado, se axio-
matiza diciendo que todo subconjunto abierto, (2, de un espacio
de Banach complejo que posea las mencionadas tres cualidades,
es un dominio simétrico acotado. Ademas, para cada a en (2, la si-

metria S,, queda univocamente determinada por a. Fijado a en {2

139
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se dice que €2 es un dominio simétrico con punto base (ver si acaso
[170] o [185] o [60]).

Los dominios simétricos acotados hacen el papel (de hecho
son simplemente conexos, [285 The. 2.10]) de los dominios sim-
plemente conexos en C, y en el caso finito-dimensional eran des-
critos en 1935 por Elie Cartan (1869-1951) (ver [55], [141, Chapter

X. Section 6]) en los términos que veremos a continuacion.

A efectos de facilitar la comprension recordemos que un do-
minio simétrico acotado se dice que es reducible si es producto
cartesiano topologico de dos dominios simétricos acotados. En ca-
so contrario se dice que es irreducible. En dimension finita, estos
ultimos, salvo isomorfismos (aplicaciones biyectivas y biholomor-
fas) coinciden con la bola unidad abierta de ciertos espacios de
Banach complejos conocidos con el nombre de factores de Cartan
clasicos. Hemos de decir también que en 1956, Harish-Chandra
(1923-1983) (ver [134]) daba una nueva prueba de la existencia de
dichos factores por un método general, independientemente de la

clasificacion de los grupos de Lie simples (ver también [254]).

Se denominan factores de Cartan, sin restriccion de dimen-
sion, a uno de los siguientes seis tipos de espacios de Banach: Los
factores de Cartan de Tipo 1 son los espacios de Banach comple-
jos, BL(H, K), de los operadores lineales y acotados entre dos es-
pacios de Hilbert complejos H y K. En el caso de que H y K sean
de dimension finita n y m respectivamente, no son otra cosa que
los espacios lineales de las matrices de orden n por m con entradas

en los nameros complejos, dotados de la norma de operadores.
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Los factores de Cartan de Tipo 2y Tipo 3 son subespacios
(cerrados) de factores de Tipo 1. Para definirlos recordamos que
dada una conjugacion (operador conjugado lineal e isométrico de
cuadrado la identidad), j, sobre un espacio de Hilbert complejo H,
podemos definir la siguiente involucion lineal T — T := j7*j de
BL(H) en si mismo. El factor de Tipo 2 (respectivamente el Tipo
3) es el subespacio de BL(H) formado por todos los operadores

anti-simétricos (resp. simétricos) para dicha involucion.

Se denomina factor de Cartan de Tipo 4 o factor deTipo Spin
a cualquier espacio de Hilbert complejo H, de dimension mayor
que dos, provisto con una conjugacion x +— 7 y dotado de la nor-

ma

l2ll} = (2, @) + V{2, 2)2 = [(z, T),

donde (x, =) denota el producto escalar de x por z. Todo factor de
Tipo Spin se puede ver como un subespacio cerrado y autoadjunto
de un BL(K) (K espacio de Hilbert complejo) con la propiedad de
que el cuadrado de cada uno de sus elementos sea un miiltiplo de
la identidad (ver [136]).

El factor de Cartan de Tipo 6 es precisamente la JB*-algebra
excepcional M?$ (también notada por H3(0)).

Por ultimo, el factor de Cartan de Tipo 5 es el conjunto for-
mado por las matrices 1 x 2, M; »(0), con entradas en los octonio-

nes complejos, y puede ser visto como un subespacio del factor de



142 La Matematica como arte

Tipo 6 via el monomorfismo

-

(a,b) — 0 0 | paracadaa,bec O

SloQl

A los factores de Tipo 5y 6 se les conoce con el nombre de
factores de Cartan excepcionales.

La descripcion de Cartan de los dominios simétricos acota-
dos, en dimension finita, queda recogida en los siguientes teore-

mas:

Teorema-A. Todo dominio simétrico acotado es el producto (carter-

siano) topologico de dominios simétricos acotados irreducibles.

Teorema-B. Todo dominio simétrico acotado finito-dimensional
irreducible es, salvo isomorfismos, la bola unidad abierta de alguno
de los factores de Cartan clasicos.

El Teorema-B de Cartan puede verse como una extension
del Teorema de la Aplicacion Conforme de Riemann, al caso de
dimension finita mayor o igual a dos.

Cartan utiliza la descripcion de las dlgebras de Lie comple-
jas simples como herramienta para la determinacion de los domi-
nios simétricos acotados, y sus técnicas sugieren una conexion en-
tre estos y los sistemas triples de Jordan, conexion que fue explici-
tamente establecida, treinta y cuatro afios mas tarde, por Max Koe-
cher (1924-1990) (ver [180]). La contribucion al desarrollo de los
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sistemas triples de Jordan llevada a cabo por Kurt Meyberg (siglo
XX-) y Ottmar Loos (1939-) (ver [205] y [186]); permitieron obte-
ner a este ultimo , en 1977, una definitiva clasificacion de los do-
minios a los que nos venimos refiriendo, en términos de sistemas
triples de Jordan (que definiremos a continuacion). Estableciendo
una correspondencia biyectiva entre los dominios simétricos aco-
tados irreducibles y la bola unidad abierta de los sistemas triples
de Jordan complejos finito-dimensionales simples, los cuales son

precisamente los factores de Cartan clésicos (ver [187, Sect. 4]).

El paso definitivo que llevaria a la clasificacion de los do-
minios simétricos acotados en dimension arbitraria era dado por
Wilhelm Kaup (1936- ) en el ano 1983. En efecto Kaup, inspirado,
entre otros, por el trabajo realizado en el caso finito-dimensional
y los trabajos de: Joseph A. Wolf (1936- ) [303], Lawrence Albert
Harris (1944-) [136], Jean Pierre Vigué (1948- ) [290] y [291]; mas
los suyos propios: [164], [166], [165], y [168]; prueba, como resul-
tado principal, en [167], la existencia de un conjunto de axiomas
algebraico-geométrico-analiticos (que veremos a continuacion) los
cuales identifican a una clase de espacios de Banach complejos
conocidos por el nombre de JB*-triples, y establece que:

Teorema de Kaup-A Todo dominio simétrico acotado en un espacio
de Banach complejo es isomorfo a la bola unidad de un JB*-triple,
y ésta siempre es un dominio simétrico. De modo que la categoria
de todos los dominios simétricos acotados con punto base es equi-
valente a la categoria de los JB*-triples.

Queremos resenar que una de las herramientas matemati-
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cas utilizadas por Kaup en la prueba del anterior resultado, des-
tacada por Harald Upmeier (1950- ) en su informe para la revista
Mathematical Reviews (ver MR710768 (85c:46040)), es el Teorema
espectral para algebras de Jordan-Banach. Este teorema nos dio
la llave para nuestra prueba de la multiplicatividad de la involu-
cion natural en el caso de V-algebras de Jordan, segin comenta-
mos en la seccion dedicada al Teorema no-asociativo de Vidav-
Palmer. Ello pone de manifiesto que, en matematicas, los hechos
“interesantes” conviene no olvidarlos aunque no jueguen el papel

para el que fueron concebidos.

La brillante contribucion de Kaup unida al precedente esta-
blecido por Harris en [136], establece una relacion entre el Analisis
Funcional, los sistemas triples de Jordan y la holomorfia infinito-
dimensional. Los JB*-triples también aparecen, desde el punto de
vista del Analisis Funcional, como la estructura matematica que
posee la imagen de una proyeccion contractiva sobre una C*-alge-
bra (ver [104], [105], [269] y [169]). Desde su aparicion en los anos
ochenta del pasado siglo han pasado a tener un papel preponde-
rante, no solo en el Analisis Funcional sino también en la Fisica,
campo en el que irrumpen con el trabajo pionero de Yaakov Fried-
man (siglo XX- ) y Ari Naimark (1943- ) publicado en 1992 (ver
[103], ver también [101] y [108]).

El lector interesado puede consultar [283), 285, 43, 149, 250,
60,102, 61,227,196, 113], entre otros.

En 1976 Kaup y Upmeier probaban el siguiente teorema,

cuya prueba era simplificada por Harris tres anos mas tarde (ver
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[171] y [137]), el cual nos dice que todo espacio de Banach com-
plejo queda determinado por la estructura holomorfica de su bola
unidad abierta

Teorema de Kaup-Upmeier. Dos espacios de Banach complejos son
isométricamente isomorfos si, y solo si, existe una aplicacion biyec-
tiva y biholomorfa entre sus correspondientes bolas unidad abier-
tas.

Los teoremas de Kaup-A y Kaup-Upmeier, unidos al hecho
de que las isometrias lineales biyectivas entre JB*-triples coinciden
con los isomorfismos algebraicos entre ellos (ver [167, Proposition

5.5]), nos permiten enunciar que:

Dos dominios simétricos acotados son isomorfos si, y solo si
los correspondientes JB*-triples asociados son isométricamente iso-

morfos, es decir matemdticamente indistinguibles.

Por consiguiente la clasificacion de los dominios simétricos

acotados se traslada a la clasificacion de los JB*-triples.

Creo que antes de seguir avanzando en la informacion que
presentamos acerca de los JB*-triples, debemos introducir su defi-
nicion, comenzando con el concepto de sistema triple de Jordan
al que también nos hemos referido. Un sistema triple de Jordan
complejo (resp. real) es un espacio vectorial complejo (resp. real)

V, junto con una aplicacion
{,,.}:VXxVxV >V

(z,y,2) = {z,y, 2}
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llamada producto triple, que es bilineal y simétrica en las variables
exteriores y conjugada lineal (resp. lineal) en la central, verificando
la siguiente identidad conocida como identidad de Jordan:

{z,y,{a,b,c}} = {{z,y,a},b,c} —{a,{y, 2,0}, c}t +{a,b,{z,y,c}}
para cualesquiera z,y,a,b,cen V.

Ejemplos de sistemas triples de Jordan son los siguientes:

(a) Elespacio delas matrices con n filas y m columnas con entra-
das en el cuerpo de los nimeros complejos o reales,
M, «m(K) conK = R o C, donde el producto triple viene dado
por{R,S, T} = L(RS*T+TS*R)para R, S, T € Mx;n(K)y S*
es la matriz que se obtiene de aplicar a S la usual trasposicion
de matrices y conjugar en las entradas.

(b) Todo espacio prehilbertiano H, con el triple producto

(r0,2) = (2, 1)z + (2, o),

donde (-, -) denota el producto escalar en H.

Todo subespacio de un sistema triple de Jordan (real o com-
plejo), V, que es cerrado para el producto triple se dice que es un
subtriple de V. Dado un sistema triple de Jordan V' y dos elemen-
tos a,b de V, notaremos por L(a,b) al operador lineal de V en V'
que aplica cada x en {a, b, x}.

Un JB*-triple es un sistema triple de Jordan complejo, F,
provisto de una norma que lo dota de estructura de espacio de Ba-

nach satisfaciendo:
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(a) paracadaa € E el operador L(a, a) es hermitiano con espec-

tro no negativo.

(b) paracadaa € E, se tiene que || L(a,a)| = ||a|*.

La definicion original de Kaup imponia que el producto tri-
ple fuese continuo pero ello se sigue del axioma (a), el cual exige la
continuidad del operador L(a, a), para todo a en el JB*-triple, y de
la siguiente identidad de polarizacionla cual es valida en cualquier
sistema triple de Jordan complejo y para cualesquiera que sean q,

£ numeros reales:

3
4aBL(a,b) =Y i"L(aa+ Bi"b, aa + Bi"b) (5.1)

n=0

De hecho, teniendo en cuenta el axioma (b) y tomando o = ||z|~*

y 8 = |ly||~! enlaidentidad de polarizacion, se sigue que
1Lz, y) ]| < 4l [llyl]

Friedman y Russo probaron que de hecho se tiene que

I L(z,y)|| < [lz|l[y]
(ver [107, Corollary 3]).

Por otra parte el axioma (b) puede ser reemplazado por el

siguiente otro:

(b") Paracadaa € FE, se tiene que || {a, a,a} || = ||a|®.

(ver [96, pag. 10-11]).
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Axioma que se conoce con el nombre de axioma de Gelfand-
Naimark o la Propiedad estelar para JB*-triples. Nombre que viene
justificado por el hecho de que toda C*-algebra es un JB*-triple pa-
ra el producto triple dado por: {a, b, c} = 1(ab*c+cb*a) paraa, b, ¢, y
recordar que la propiedad estelar para toda C*-algebra A se puede

reformular en los términos:
|Us(a®)|| = ||a||® para todo a en A.

Igualdad que coincide con el axioma (b') cuando consideramos a

A como JB*-triple.

El siguiente teorema constituye un caso especial del Teore-
ma de Kaup-A y permite reconocer entre los espacios de Banach
complejos, aquellos que son JB*-triples (ver si acaso [60, Theorem
2.5.27]).

Un espacio de Banach complejo es un JB*-triple si, y solo si,
su bola unidad abierta es un dominio simétrico.

La belleza de este resultado (al igual que las aportaciones de
Koecher y Loos en el caso finito-dimensional) reside en ver como,
bajo una propiedad holomorfa de la bola unidad de un espacio de
Banach complejo se esconde un sistema triple de Jordan. Es decir,
a partir de una propiedad holomorfa surge una estructura alge-

braica.

Ejemplos de JB*-triples son los siguientes:

= Toda JB*-algebra es un JB*-triple si se considera como pro-
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ducto triple
{a,b,c} = (aob*)oc+ (cob)oa— (aoc)ob,

(ver [283], 20.35]). En particular los factores de Cartan de Tipo

5y 6 son JB*-triples para el producto triple anterior.

= Si A es una C*-algebra, entonces A" es una JB*-algebra. Asi,
del ejemplo anterior se sigue que A es un JB*-triple bajo el

producto triple

1
{a,b,c} = §(ab*c + cba).

= Recordemos que todo subtriple cerrado de un JB*-triple es
un JB*-triple (ver si acaso [283], Corollary 20.9]). Sean ahora
H, K dos espacios de Hilbert complejos y consideremos el
espacio de Hilbert M igual a la suma hilbertiana de H y K,
entonces el espacio BL(H, K) puede ser visto, de forma na-
tural (ver si acaso [283] pag. 301]), como un subtriple cerrado
del JB*-triple BL(M ). Luego se tiene que BL(H, K) es un JB*-
triple. En consecuencia los factores de Cartan de Tipo 1,2y 3

son JB*-triples para el producto triple
{a,b,c} = %(ab*c + cb*a),
donde x significa la adjuncion de operadores.

= Una J*-algebra es un subespacio lineal y norma cerrado de
BL(H, K) que ademas es cerrado para la operacion algebrai-
ca a — aa*a. Estos modelos fueron introducidos por Harris
en 1973, en conexion con el estudio de los espacios de Ba-

nach cuya bola unidad es un dominio simétrico acotado (ver
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[136]). Utilizando laidentidad de polarizacién (5.1), no es dificil
probar que toda J*-algebra puede ser dotada de estructura de

sistema triple de Jordan bajo el producto triple:
{a,b,c} = %(ab*c + cb*a).

Ya que cada J*-algebra es un subtriple cerrado del JB*-triple
BL(H, K), se tiene que toda J*-algebra es un JB*-triple, para
el producto anterior.

= El Factor de Tipo Spin es también un JB*-triple par el produc-
to triple:

{CL’,y,Z} = <IL‘, y>Z—|— <Z7 y>£1§' - <l‘, 2>y
» Dada una familia { F;},.; de JB*-triples, el espacio de Banach
OFE; ={z € llic/E; : ||z|| = sup{||lxi]| ;i €} <00}

con producto triple definido coordenada a coordenada, es
un nuevo JB*-triple, conocido como la /., -suma de la fami-
lia {E£;}ier (ver [167, pag.523]).

Recordemos que un morfismo entre sistemas triples de Jordan es
una aplicacion lineal que conserva el producto triple, si ademas es
una aplicacion biyectiva se dice que es un isomorfismo. En 1986
Friedman y Russo establecian (ver [107]) lo que hoy en dia cono-
cemos con el nombre de Teorema de Gelfand-Naimark para JB*-
triples el cual afirma:

Todo JB*-triple es isométricamente isomorfo a un subtriple de una

(. -suma de alguna coleccion de factores de Cartan.
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El lector interesado en la Teoria de estructura de los JB*-
triples puede consultar [250], donde aparece una ordenaday com-
pleta informacion. Nosotros estamos ahora interesados en mos-
trar que, en dichos objetos matematicos, la estructura algebraica
determina la geométrica y reciprocamente. Siendo ésta una de las

cualidades mas ttiles y atractivas.

Recordemos que un elemento a en una C*-algebra se dice
que es una isometria parcial si p = aa* es una proyeccion (p =
p* = p?), o lo que es equivalente aa*a = a (ver [226, 2.2.8]). En
algebras de Von Neumann, es decir en C*-algebras que son duales
de un espacio de Banach, las isometrias parciales juegan un papel
analogo al que desempena exp(if) en la descomposicion polar de
un nimero complejo. Concretamente si ¢ es un elemento en una
tal algebra entonces existe una unica isometria parcial » tal que a
puede escribirse enla formaa =| a | u, donde | a | esla raiz cuadra-
da de a*a (ver [226, Proposition 2.2.9]). Por otra parte un elemen-
to e de un sistema triple de Jordan se dice que es un tripotente si
{e, e, e} esigual a e. Por consiguiente cuando una C*-algebra es vis-
ta como un JB*-triple, entonces las isometrias parciales coinciden

con los tripotentes.

En los JB*-triples E que son duales de un espacio de Ba-
nach F,, conocidos con el nombre de JBW*-triples, esta asegurada
la abundancia de tripotentes. Ademas se conoce que F, es uinico
y que el producto en F es separadamente w*-continuo (ver [106],
[23], [194] y [146) Theorem 3.21]). En laliteratura aparecen diversas
caracterizaciones geomeétricas de las isometrias parciales en un

algebra de von Newmann (ver por ejemplo [72, Lemma 5]) asi co-
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mo de los elementos tripotentes de un JBW*-triple (ver por ejem-
plo [89] y [148]). Todas ellas requieren un amplio bagaje de la teoria
desarrollada sobre dichos objetos matematicos. En el ano 2002,
Charles Akemann (siglo XX- ) y Nik Weaver (siglo XX- ) establecen
una caracterizacion de las isometrias parciales de una C*-algebra
A en términos de la estructura del espacio de Banach subyacen-
te a A. Concretamente ellos prueban (ver [2, Theorem 1]) que un
elemento x de norma uno en una C*-algebra A es una isometria

parcial si, y solo si, los conjuntos
Di(z) :={y€ A: existea > 0talque ||z + ay| = ||z — ay| = 1}

y
Dy(x) :=={y € A: |z + Byl = méx{1, [|By||} paratodo 8 € C}
coinciden.

En particular se tiene una sencilla caracterizacion geométri-

ca de los tripotentes de una C*-algebra vista como JB*-triple.

En un trabajo realizado en colaboracion con Francisco José
Fernandez Polo (1976-) y Antonio Miguel Peralta Pereira (1974-),
publicado en el 2004, probamos que tal caracterizacion geométri-
ca es valida para los tripotentes de un JB*-triple arbitrario. Mas
aun nosotros probamos que si £ es un JB*-triple, entonces en el
correspondiente conjunto Ds(x), el cuerpo de los nameros com-
plejos, C, puede ser sustituido por el cuerpo de los niimeros reales,
R, (ver [97, Theorem 2.1 y Remark 2.4]). De modo que a partir del

conocimiento de la estructura de espacio de Banach real de un
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JB*-triple podemos detectar los elementos tripotentes. En conse-
cuencia podemos afirmar que las isometrias lineales reales (en par-
ticular complejas) sobreyectivas entre JB*-triples conservan los ele-

mentos tripotentes.

La formulacion del Teorema de Banach-Stone en el caso de

C*-algebras unitales, realizada por Kadison en 1951, asegura que:

Toda isometria lineal sobreyectiva, ®, entre C*-dlgebras unitales A,
B, es de la forma : ®(a) = uF(a), para todo a en A. Donde u es un
elemento unitario en B, y F' es un x-isomorfismo entre las dlgebras
de Jordan A* y B™.

En consecuencia, y tal como Kadison pone de manifiesto
en la introduccion de su articulo, la aplicacion F' conserva la es-
tructura de algebra de Jordan y los elementos simétricos. Es decir,
F' conserva la estructura "mecanica cuantica’de las C*-algebras y
por consiguiente, dicha estructura queda determinada (salvo la
multiplicacion por un elemento unitario en su producto) por la
geometria de dichas algebras (basta tomar como aplicacion @, de
una C*-algebra A en si mismo igual, la identidad y suponer la po-
sibilidad de que existan en A dos productos distintos). Ademas F
conserva productos triples de la forma aa*a. De donde utilizando
la identidad de polarizacion se tiene que F' conserva el producto
triple.

El teorema de Kadison era extendido por Alan L. T. Pater-
son (1944- ) y Allan M. Sinclair (siglo XX- ) en 1972 al caso no uni-
tal, pero donde ahora el elemento unitario pertenece al dlgebra de
multiplicacion de la C*-algebra de llegada (ver [220]). Hemos de
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decir que previamente, en 1969, Harris (ver [135, Theorem 4, pag.
58]), obtenia una extension del teorema de Kadison; considerando
isometrias lineales sobreyectivas entre subespacios autoadjuntos,
cerrados para la topologia de la norma y para la operacion paso al
cuadrado, de operadores lineales y acotados sobre un espacio de
Hilbert complejo, es decir, entre JC*-algebras. De hecho Harris es-
tablece que: toda isometria lineal sobreyectiva entre JC*-algebras
que conserve la unidad, ha de ser un *-isomorfismo. Por consi-
guiente el teorema de Harris debe ser considerado como un pre-
cedente al teorema de Paterson-Sinclair, anteriormente aludido, y

al de Wrigth-Youngson, que recordamos a continuacion.

Como hemos visto anteriormente, en 1978 Wrigth y Young-
son probaban que las isometrias lineales sobreyectivas entre JB*-
dlgebras unitales, que conservan la unidad, coinciden con los -
isomorfismos entre las mencionadas dlgebras. Lo que, en particu-
lar, da que la estructura algebraica de toda JB*-dlgebra unital que-
da determinada por su geometria (fijada la norma y la estructura
lineal, la involucion y el producto son tinicos). Ademas una tal iso-

metria conserva el producto triple.

Por otra parte Harris, en en [136, pag. 18 y Theorem. 4], pro-
baba que las isometrias lineales sobreyectivas entre J*-algebras coin-
ciden con los isomorfismos. Resultado que, al igual que los teore-
mas de Kadison y Wrigth-Youngson, constituyen un caso particu-
lar del siguiente teorema debido a Kaup, el cual muestra que el
ambiente apropiado para establecer el Teorema de Banach-Stone
es el de los JB*-triples.
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Teorema de Kaup-Banach-Stone. Toda isometria lineal sobreyec-
tiva entre JB*-triples es un isomorfismo. (Ver [167, Proposition 5.5]
o [60, theorem 3.1.7]).

Queremos resenar que el resultado anterior mejora el teore-
ma de Wrigth-Youngson en el sentido de que no es necesario im-
poner que la isometria conserve la unidad para concluir que es un
x-isomorfismo. Como hemos referido anteriormente, el teorema
de Kadison es también un caso particular, como bien puede com-

probar el lector acudiendo a [72} pag. 416].

Finalmente, si se tiene en cuenta que todo isomorfismo en-
tre JB*-triples es una isometria (ver [170, Proposition 5.5], o [146,
Proposition 2.4], o [60, theorem 3.1.20]), podemos afirmar que las
isometrias lineales sobreyectivas entre JB*-triples coinciden con los

isomorfismos. Lo que en particular da que:

Teorema de Kaup-B. En todo JB*-triple la estructura algebraica de-

termina la norma y reciprocamente

Es decir si £ es un JB*-triple entonces cualquier otra norma
sobre E bajo la cual £ es un JB*-triple ha de coincidir con la origi-
nal, y si fijamos la estructura de espacio de Banach en FE, cualquier
triple producto sobre £ que haga que F sea un JB*-triple, coincide
con el previo. Una bella cualidad que realza la importancia de la
consideracion de los JB*-triples. Por otra parte ya que el producto
binario en una C*-algebra o JB*-algebra determina el triple pro-
ducto que la convierte en JB*-triple, se deduce de lo anterior que

la estructura algebraica determina la norma en una tal algebra.
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Ademas ya que toda C*-algebra conmutativa unital es una
JB*-4lgebra unital y en este caso, el producto binario asi como la
involucion quedan determinados por el producto triple, podemos
asegurar igualmente que la geometria determina la estructura al-
gebraica en tales algebras. Propiedad que sigue siendo cierta para

el caso no unital, pasando a la unitizacion.

Finalmente me gustaria llamar su atencion acerca de que
el Teorema de Kaup-B representa una insospechada extension del
hecho, conocido por Gauss, de que la estructura algebraica y la
geometria de los numeros complejos estan mutuamente determi-
nadas. Algo que bien conocen los alumnos que siguen un curso

elemental de variable compleja.

La prueba que Kaup ofrece acerca del hecho de que, toda
isometria lineal sobreyectiva entre JB*-triples ha de ser un isomor-
fismo, se basa en la vision holomorfica de los JB*-triples. Por tan-
to depende de la teoria de la holomorfia infinito-dimensional y
en particular de toda una maquinaria desarrollada por él mismo
y por Upmeier, sobre la mencionada teoria, contenida en los tra-
bajos [164] y [283], respectivamente. En 1990 T. Dang (siglo XX-
), Friedman y Russo (ver [72]) presentan una prueba alternativa
que ellos mismos definen como: “elemental en el sentido de que
utiliza inicamente propiedades simples de la geométrica afin de
la bola unidad de un JB*triple junto a los analogos instrumentos
algebraicos teoricos de teoria de operador estandar (descomposi-
ciones espectral, polar y de Jordan; biduales, y un Teorema de Ef-
fros)”. Hemos de decir que la mencionada prueba evita casi toda

la maquinaria de holomorfia infinito-dimensional, como propia-
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mente reconocen sus autores.

Nuestra caracterizacion geomeétrica de los tripotentes en un
JB*-triple que hemos presentado anteriormente, nos permite dar
una prueba del Teorema de Kaup-Banach-Stone, facilmente ase-
quible, en la que solo se utilizan, como principales herramientas,
los hechos basicos que exponemos a continuacion. A efectos de
su mejor comprension recordemos que un JBW*-triple es un JB*-
triple £ que es dual de un espacio de Banach E., conocido como
el espacio predual de E. Se conoce que FE, es tinico y que el pro-
ducto en E es separadamente w*-continuo (ver [23], [194] y [146,
Theorem 3.21]).

(1). El bidual E" de un JB*-triple E es un JBW*-triple y la in-
mersion candnica de FE en E es un monomorfismo isométrico. Por
consiguiente el producto triple en E" es una extension del producto
triple en E. (ver [77]).

(2). El conjunto de las combinaciones lineales finitas de tri-
potentes
ortogonales dos a dos, en un JBW*-triple E es denso en E. (ver [146,
Lemma 3.11]).

El lector queda invitado a establecer la prueba teniendo en
cuenta que si ¢ es una isometria lineal entre dos JB*-triples, en-
tonces, gracias al Teorema de Hahn-Banach, su bi-traspuesta (ver
si acaso [247, pag. 95]) es una isometria lineal entre sus bidua-
les. Luego, gracias a (1), podemos suponer que los JB*-triples son
JBW*-triples. Por otra parte ¢ conserva la ortogonalidad entre tri-
potentes (ver [96, Teorema 3.2.1] o [97, Therem 2.2]).
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Me gustaria resaltar que la geometria de la bola unidad de
un JB*-triple permite determinar su estructura algebraica. En par-
ticular en el caso de C*-algebras, la geometria de su bola unidad
determina las estructuras no asociativas que subyacen dentro ella.
Por consiguiente las propiedades de los “objetos fisicos” que re-
presentan, quedan determinadas por la referida geometria.

Finalmente quiero hacerles ver que el Teorema de Kaup-
B (y por tanto el Analisis Funcional) puede servir para invitar a
geOmetras y algebristas a establecer un “pacto” acerca de la vera-
cidad de la afirmacién: la Geometria es Algebra; y acabar con una
vieja discusion que se recrudece cada vez que hay que realizar un
Plan de estudios. Lo cual ocurre, por desgracia, en nuestro Pais con

demasiada frecuencia.
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7 DISCURSO DE CONTESTACION

ANTONIO CANADA VILLAR

Académico Numerario de la Seccion de Matematicas

Excelentisimo Sr. Presidente, Excelentisimos e [lustrisimos Senores
Académicos, Queridos amigos y familiares del nuevo Académico

Numerario, Senoras y Senores:

En primer lugar quiero expresar mi satisfaccion y profundo
agradecimiento a esta Academia, por el honor que me ha conce-
dido, al permitirme contestar al discurso pronunciado por el [Imo.
Sr. D. Juan Cecilio Martinez Moreno, mi querido amigo Juan, con
quien he compartido innumerables momentos de trabajo y amis-
tad, trabajo que va disminuyendo con los afios y amistad que va

creciendo con los mismos.

En relacion con el bello discurso que acabamos de oir, me
gustaria comenzar recordando unas palabras de Miguel de Guzman
Ozamiz, Catedratico (ya fallecido) de Analisis Matematico de la
Universidad Complutense de Madrid, y maestro de muchos de

nosotros:
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“Las matemdticas no tratan de verdades insondables ni in-

falibles. La matematica es una actividad del hombre, vieja como la
musica y la poesia, y que, como ellas, persigue una cierta armoniay
belleza, ésas que puede proporcionar la estructura mental agil, lim-

pia y elegante de las construcciones matemadticas”

El discurso que acabamos de escuchar es, de hecho, un can-
to a la belleza de las matematicas. No podia ser de otra mane-
ra, puesto que nuestro querido amigo Juan ha sido siempre un
enamorado de las mismas. Con toda seguridad contribuyeron a
ello varios factores, pero yo destacaria: la tranquilidad que se res-
piraba en Villanueva de Mesia en sus afnos de ninez, pues en Vi-
llanueva de Mesia, pueblo de la provincia de Granada, nacio Juan
hace no tantos anos, y alli, bajo los dlamos centenarios y el rumor
de las acequias, Juan aprendi6 a pensar y a reflexionar sobre los
hechos importantes de la vida. Resaltemos a continuacion la figu-
ra de su primer y queridisimo maestro: su propio padre, de quien
aprendio las primeras nociones de matematicas con el rigor ne-
cesario para ello y también recibi6 una ayuda inestimable de su
hermano mayor Angel. Hay cosas que olvidas con el tiempo, pero
afortunadamente, nunca olvidaras quién te las enseno. Un apaci-
ble pueblo para pensar en las ideas matematicas, un excepcional
padre como primer maestro matematico y un buen hermano que

le solucion6 mas de una duda: los ingredientes estaban servidos.

Las matematicas se aprenden resolviendo problemas y es-
ta actividad ocup6 buena parte de la vida de Juan en sus anos de
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Bachillerato en el Instituto Padre Suarez de Granada, donde co-
mo él mismo reconoce en su discurso, tuvo que lidiar con aquellos
que estaban propuestos en libros de texto muy duros y de gran ni-
vel; gran acierto por parte de sus profesores, pues beber en fuen-
tes adecuadas es clave para un aprendizaje correcto y el de las
matematicas no tiene secretos, si encuentras placer en su estudioy
tienes como norma de vida el esfuerzo diario. Indudablemente, la
inteligencia humana tiene limitaciones y pueden darse problemas
matematicos que sea incapaz de resolver, como ha ocurrido siem-
pre y ocurre en la actualidad. Pero, el esfuerzo diario parece gene-
rar conexiones misteriosas en nuestra mente, mucho mas pode-
rosas que las de los ordenadores mas modernos y Juan ha tenido
desde muy joven esas cualidades: encontrar placer en el estudio y
una capacidad de trabajo y esfuerzo admirables.

Juan se licencio en Matematicas en la Universidad de Gra-
nada en 1973 y se doctoro, también en la Universidad de Granada,
en 1976, con una tesis doctoral titulada “Sobre algebras de Jordan
normadas completas”. Fueron unos anos clave para el desarrollo
de las matematicas en nuestra Universidad (y en Espana, en ge-
neral). Se estaba comenzando a realizar investigacion de calidad y
docencia avanzada y era necesario montar toda la infraestructura
concerniente a grupos y proyectos de investigacion, creacion de
bibliotecas adecuadas, etc. Juan contribuy6 de manera significati-
va a todo esto, creando, junto con sus compaieros de la seccion de
Matematicas, un ambiente apropiado para la docencia y la crea-
cion cientifica. Uno de los placeres que aportan las matematicas
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es aprender y compartir con otros, y Juan ya hacia esto desde sus

anos de licenciatura, donde tuvo excelentes amigos con quienes

compartié muchas horas de trabajo matematico.

Juan tiene una trayectoria docente e investigadora muy am-
plia, de altisima calidad y es un ejemplo de dedicacion a la Univer-
sidad, donde ha hecho de todo. Como docente ha desempefiado
todas las figuras de profesor posibles (ayudante, encargado de cur-
so, adjunto interino, adjunto contratado, titular de Universidad y
Catedratico de Universidad desde 1992 hasta la actualidad). Ha
impartido materias muy diversas de analisis matematico, aunque
sus preferidas han sido, sin duda ninguna, las relacionadas con va-
riable compleja. El titulo de su discurso es buena prueba de ello:
“La Matematica como arte desde el prisma de los nameros com-
plejos”. Su actividad investigadora se enmarca en Analisis Funcio-
nal y Algebra. M4s precisamente, espacios de Banach y dlgebras no
necesariamente asociativas provistas de una norma. Ha participa-
do en numerosos proyectos de investigacion y ha sido investigador
principal en varios de ellos. Tiene numerosas publicaciones en re-
vistas de gran nivel y ha actuado como referee de muchas de ellas,
como Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, Quar-
terly Journal of Mathematics, Journal of Algebra, Communications
in Algebra, Mathematische Zeitschrift, Journal of the London Mat-
hematical Society, Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions, etc. Quiero resaltar que muchas de las aportaciones de sus
trabajos han sido recogidas en diversas monografias muy presti-
giosas. Ha participado como conferenciante en muchos congresos
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de alto nivel internacional, destacando los celebrados en Tubinga,
Oberwolfach y Blaubeuren (Alemania), Montpellier (Francia) y Sao
Paulo (Brasil). Ha sido director de tres tesinasy tres tesis doctorales
e impartido conferencias en diferentes universidades nacionales 'y
extranjeras. Tiene el maximo numero posible de sexenios de in-
vestigacion y de quinquenios docentes, ademas de haber organi-
zado diversos congresos de su especialidad. También ha prestado
numerosos servicios institucionales que serian dificiles de enume-
rar. En resumen, un universitario, profesor e investigador ejemplar

que ha contribuido a que la Universidad sea cada vez mejor.

Conoci a Juan en 1976, como profesor mio, cuando yo estu-
diaba tercer curso de la licenciatura en Matematicas. Fue una suer-
te tenerle como profesor de calculo numérico. Yo he tenido siem-
pre una cierta prevencion por el llamado calculo numérico, pero
Juan lo enfoc6 desde el punto de vista del analisis matematico,
impartiendo en realidad andlisis numérico, y eso ya tenia otra pin-
ta, puesto que no se trataba de contar de uno en uno, sino intro-
duciendo las herramientas tipicas del analisis matematico, paran-
dose siempre que hiciera falta en algtin que otro nimero irracio-
nal. La esencia de las matematicas no consiste en complicar lo que
es simple, sino en simplificar lo que es complicado y esto lo consi-

guio Juan.

iQué tiempos aquellos! Eramos jovenes y con mucha ilusion
y recuerdo que ya tuvimos algunas de nuestras discusiones tipi-

cas en torno a definiciones, teoremas, demostraciones, hipotesis,
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etc., es decir en torno a como se hacen matematicas, discusiones

de amigo que continuamos en la actualidad, aunque cada vez con
menos vigor, pues ambos hemos comprendido con el tiempo que,
exagerando un poco, los nameros (racionales, irracionales, com-
plejos, etc.) son en realidad un invento de la mente humana, un
invento diabdlico, aunque haya muchos que se empenen (entre
los que me encuentro) en defender su utilidad. Dicen (decimos)
que con los niimeros se puede demostrar cualquier cosa y siempre
encontramos sitio y lugar para seguir hablando de matematicas,
nuestra pasion comun, pero cada vez mas hablamos de un buen

vino, una buena musica o una bonita excursion por la Naturaleza.

Juan ha tenido siempre una formacion teorica profunda y
hablando un poco mas en serio (0 un poco mas en broma, depen-
de de la hip6tesis que admitamos), los matematicos intentamos
entender el problema que nos ocupa en su integridad, sin impor-
tarnos las posibles aplicaciones, pero, sorprendentemente, el in-
tento humano por entender los fendmenos de la Naturaleza, se ve
enormemente facilitado cuando se usan las matematicas. Buena
prueba de ello es que los griegos, basandose inicamente en “razo-
namientos de matematica pura” dedujeron las propiedades de las
cOnicas, mucho antes de que se comprobase que tales curvas re-
presentan las orbitas de los planetas y otros cuerpos celestes. Por

si fuera poco, Galileo Galilei dijo

Las matematicas son el alfabeto con el cual Dios ha escrito el

Universo,
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frase que se ve reforzada por la reflexion de Leonardo da

Vinci, sobre la necesidad de contenidos tedricos:

Aquellos que se enamoran solo de la prdctica, sin cuidar de
la exactitud o de la ciencia, son como el piloto que se embarca sin

tomin ni aguja, y nunca sabra donde va a parar.

El excelente discurso que acabamos de escuchar lleva por
titulo “La Matematica como arte desde el prisma de los nameros
complejos”. La Real Academia Espanola, define la palabra “arte”
como “Manifestacion de la actividad humana mediante la cual se
expresa una vision personal y desinteresada que interpreta lo real o
imaginado con recursos pldasticos, lingtiisticos o sonoros”, y la pala-
bra “matematica” como ‘ciencia deductiva que estudia las propie-
dades de los entes abstractos, como niimeros, figuras geométricas o
simbolos, y sus relaciones”. Hagamos hincapié en que para la Real
Academia Espanola, la matematica es una ciencia. Para la mayoria
de las personas, ciencia y arte son diametralmente opuestos, pues-
to que la ciencia trata de entender y explicar la realidad, mientras
que el arte parece soélo existir en la mente humana. Pero, ;es que
las ideas matematicas existen en alguna otra parte que no sea la

mente humana?

Nuestro querido amigo Juan se ha empenado en demostrar-
nos que la matematica es bella, y tengo que reconocer que lo ha
conseguido, a pesar de que tuve que leer por primera vez el discur-

so en el mes de Agosto pasado. En relacion con esto, en la segunda



208 CAPITULO 7. DISCURSO DE CONTESTACION

parte de “El ingenioso hidalgo Don Quijote de la Mancha”, se dice

“En lo que faltaba de camino les fue contando el licenciado
las excelencias de la espada, con tantas razones demostrativas y con
tantas figuras y demostraciones matematicas, que todos quedaron

enterados de la bondad de la ciencia’.

Pues bien, Juan da tantas razones para convencernos de que
la matematica es bella que lo ha conseguido plenamente. El dis-
curso esta lleno de citas y reflexiones, y leyéndolo, se llega a la con-
clusion de que las matematicas constituyen una actividad que usa
reglas similares a las sinfonias de Beethoven, las pinturas de Da
Vinci o las poesias de Homero. Como dijo Poincaré: “La ciencia no
es una coleccion de resultados, afirmaciones y teoremas, de la mis-
ma forma que una casa no es una coleccion de ladrillos”.

En el discurso se hace un recorrido amplio y bien docu-
mentado sobre una historia compleja, la de los nameros comple-
jos. Comienza con algunos elementos de la fundamentacion de las
matematicas, donde Juan expone con maestria y claridad cues-
tiones espinosas, como el quinto postulado de Euclides, resolu-
cion de ecuaciones polindmicas por radicales, el tltimo teorema
de Fermat, teoria de conjuntos y paradojas. Trata a continuacion
de los nimeros complejos, y por si éstos no fuesen ya suficien-
temente complejos, también habla de los cuaternios, aunque en
esta parte se toma un bien merecido descanso disertando amplia-

mente sobre la que quizas sea la formula mas hermosa de toda



209

la matematica: la llamada férmula de Euler. La belleza no es algo
objetivo; depende de los sentimientos y emociones que provoca,
pero en la formula de Euler estan presentes, ademas de los simbo-
los de la suma e igualdad, dos numeros naturales aparentemente
inofensivos (el cero y el uno), dos nameros irracionales diaboli-
cos, puesto que son irracionales trascendentes (el nimero e y el
numero 7) y un numero complejo (el nimero 7). Alguien dijo algu-
na vez que los fenémenos de la Naturaleza se modelan mediante
inecuaciones y que las ecuaciones son un accidente. Pues bien, es-

ta formula de Euler es un accidente agradable y bello.

En este punto, me viene a la cabeza la conversacion sobre
“ellibre albedrio”, entre el sacerdote y el guardia civil, en la pelicula
“Amanece que no es poco”, dirigida por José Luis Cuerda en 1988:
“hombre, le dice el sacerdote al guardia civil, es que el libre al-
bedrio es un tema muy bonito; podriamos estar hablando de ello
horas y horas”. Cambien al sacerdote y al guardia civil por dos ma-
tematicos, tomando café entre clase y clase y cambien la frase “li-
bre albedrio” por “férmula de Euler” y descubrirdan una entrete-
nida conversacion entre esos dos matematicos, que dura horas 'y

horas.

Sigue Juan con una seccion sobre “funciones complejas de
variable compleja”, donde se recrea, entre otras cosas, con el teo-
rema fundamental del algebra y la féormula integral de Cauchy, ex-
poniendo como surgen de manera natural los conceptos funda-

mentales de la variable compleja. En su erudito discurso, Juan lle-
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ga hasta la investigacion actual con el tema de las C*-algebras y el

teorema no asociativo de Vidav-Palmer, concluyendo con los JB*-
triples, en los que es mejor no detenerse demasiado, por lo que
pueda pasarle a los asistentes a este acto. En resumen, un discurso
brillante, completo, muy bien documentado, lleno de frases acer-
tadas y donde hay constantes reflexiones no sélo sobre las ma-
tematicas, sino también, y esto indica mucho de la personalidad
de Juan, sobre la vida, la amistad y el agradecimiento a sus maes-

tros.

Quiero acabar (a pesar de que imagino que, mi gran amigo
y gran amigo de Juan, el Sr. Presidente, me dird con seguridad que
la contestacion ha sido breve), expresando nuestra gran satisfac-
cion por la incorporacion a la Academia de Ciencias de Granada
del profesor Juan Cecilio Martinez Moreno, felicitandolo a él y a
su familia, y desedandole una estancia feliz en esta noble e insigne

institucion.

Querido profesor, companero y amigo, bienvenido a la
Academia.

Muchas gracias.
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