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Regresion muiltiple

El modelo de regresion multiple es la extensidon a k variables explicativas del modelo de
regresion simple estudiado en el apartado anterior. En general, una variable de interés y
depende de varias variables X; X,y no solo de una unicavariable de prediccion x. Por
ejemplo, para estudiar la variacidn del precio de una vivienda, parece razonable considerarmas
de una variable explicativa, como pueden ser el precio del suelo, la superficie del piso, el
numero de cuartos de bano, la edad de la vivienda, etc. Ademas de las variables observables,
la variablede interés puede depender de otras desconocidas para el investigador. Un modelo
de regresion representa el efecto de estas variables en lo que se conoce como error aleatorio o
perturbacién.

Si suponemos un modelo de regresion tedrico en el que las variables se pueden relacionar
mediante una funcidn de tipo lineal, éste puede escribirse

Y=B+ B+ BX .+ BX tE,

donde 3,,0,,..., B, son los parametros desconocidos que vamos a estimar y € es el error

aleatorio o perturbacidn. y es la variable de interés que queremos predecir, también llamada
variable respuesta o variable dependiente. Las variables x x  se llaman variables

independientes, explicativas o de prediccion. El error € representa el efecto de todas las
variables que pueden afectar a la variable dependiente y no estan incluidas en el modelo de
regresion.

Algunos ejemplos de modelos de regresiéon multiple pueden ser:

e El consumo de combustible de un vehiculo, cuya variaciéon puede ser explicada por la
velocidad media del mismo y por eltipo de carretera. Podemos incluir en el término de
error, variables como el efecto del conductor, las condiciones meteoroldgicas, etc.

e El presupuesto de una universidad, cuya variacién puede serexplicada por el nimero
de alumnos. También podriamos considerar en el modelo variables como el nimero
de profesores, el nimero de laboratorios, la superficie disponible de instalaciones,
personal de administracion, etc.

Si se desea explicar los valores de una variable aleatoria y, mediante k variables, que a su vez
toman n valores, tenemos entonces

Y=B+ 8% tBXy .t BXg T &, i=1...n.
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Las perturbaciones deben verificar las siguientes hipotesis:

e Suesperanza es cero

e Suvarianza es constante

e Sonindependientes entre si
e Sudistribucion es normal

Los pardametros desconocidos son estimados por minimos cuadrados, resultando la ecuacion
estimada de regresion dada por

Y=B8,+BX; + B X+ + B X +E

donde cada coeficiente 3 representa el efecto sobre la respuesta cuando la variable aumenta
en una unidad y las demas variables permanecen constantes. Puede interpretarse como el
efecto diferencial de esta variable sobre la variable respuesta cuando controlamos los efectos

de las otras variables. 5, es el valor de la respuesta ajustada cuando todas las variables

explicativas toman el valor cero.

Descomposicion de la variabilidad y contrastes de hipotesis

La variabilidad de la respuesta puede descomponerse de igual forma que en regresidn simple

Yi—y=(yi—¥)+(yi-y)
Esta descomposicion la notamos por:

SCT = SCE+CR,,

donde SCT es la suma de cuadrados total y representa la variabilidad total, SCR., es la suma de
cuadrados de la regresion y representa la variabilidad explicada por el modelo de regresién.
SCE es la suma de cuadrados residual y representa la variabilidad que queda sin explicar. Esta
descomposicion se resume en la siguiente tabla

Tabla ANOVA
Fue!wte. ,de Suma de cuadrados g.l Cuadr?dos F
variacion medios
1 2 SCR
Regresion B'X'Y'-= < k=m-1 —_—
’ n(Zy,) m-1 SCR.
tv _ptyt — = L
Error Yy - BIX Y n—-m T Foxp SCE.
Total YtY—%(Z:yi)2 n-1 n-m
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El valor del estadistico Fexp permite resolver el contraste de regresion, dado por

Hy:B8,=08,=...=5,=0
H,:B,#0 para alginj= 1,. k

Fijado un nivel de significacién @' se rechaza H, siF, >F,, ;. En la précticaSPSS

proporciona el p-valor o nivel minimo designificacion para el rechazo de H,, que permite
resolver elcontraste de hipétesis fijado un nivel de significacion.

Si p—valor < a, entonces se rechaza H0

Si p-valor 2 a, entonces no se rechaza H,

Si estamos interesados en estudiar el efecto individual de una variable explicativa sobre la
variable respuesta se considera el siguiente contraste

H,:8=0
H:B8 %0
En este caso el estadistico de contraste sigue una F de Snedecor con 1y h—Kk —1grados de

libertad. Este contraste es equivalenteal contraste de regresién con una Unica variable
explicativa, estudiado en el apartado anterior. El rechazo de la hipdtesis nula implica admitir la

validez de la variable explicativa X, para predecir la variable de interés y .

Coeficiente de determinaciéon

Para construir una medida descriptiva del ajuste global de un modelo de regresidn se emplea
el coeficiente de determinacién, dado por

SCR_, SCE

R=CR |
SCT. SCT.

R"representa la proporcién de variacién de Yy explicada por el modelo de regresion. Por

construccion, es evidente que 0< R* <1.

« Si R®* =lentonces SCR.4=SCT, por lo que toda la variacion de y es explicada por el
modelo de regresion.
» Si R =0 entonces SCT=SCE, por logque toda la variacién de y queda sin explicar.

En general, cuanto mas préximo esté a 1, mayor es la variacién de y explicada por el modelo
de regresion.
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Sin embargo, en regresion multiple, el coeficiente dedeterminacidén presenta el inconveniente
de que su valor aumentaal afadir nuevas variables al modelo de regresién,
independientemente de que éstas contribuyan de forma significativaa la explicacion de la
variable respuesta. Para evitar un aumentoinjustificado de este coeficiente, se introduce el

coeficiente dedeterminacidn corregido, que notamos por ﬁzy que se obtiene a partir de R
en la forma

2.
§2=1_ n_k_l
Z(yi _7)2
n-1

Este coeficiente no aumenta su valor cuando se afiadennuevas variables, sino que en caso de
afadir variables superfluasal modelo, el valor de R? disminuye considerablemente respecto al

valor del coeficiente R?.



Métodos de Regresion Estadistica Ismael Sdnchez Borrego

Ejercicio:

Una empresa fabricante de cereales para el desayuno desea conocer la ecuacion que permita
predecir las ventas (en miles de euros) en funcién de los gastos en publicidad infantil en
televisidon (en miles de euros), la inversidon en publicidad en radio (en miles de euros) y la
inversion en publicidad en los periddicos (en miles de euros). Se realiza un estudio en el que se
reunen los datos mensuales correspondientes a los Ultimos 20 meses. Estos datos aparecen en
la siguiente tabla

Ventas Pub. en Pub._en Pub. en
tv radio per.
10,0 1,30 56 ,40
12,0 1,40 55 ,40
11,0 1,50 60 ,42
13,0 1,70 65 ,50
12,0 1,75 69 ,40
14,0 1,30 67 ,44
16,0 1,45 68 ,40
12,0 ,90 67 ,44
14,0 ,80 97 ,46
11,0 ,90 66 ,46
10,0 ,80 65 ,45
19,0 1,00 60 1,10
8,5 1,70 70 ,30
8,0 1,80 110 ,50
9,0 1,85 75 ,45
13,0 1,90 80 ,40
16,0 2,00 85 ,80
18,0 2,00 90 ,90
20,0 1,30 56 ,90
22,0 1,40 55 1,10

Se pide:

a) Ajustar un modelo de regresion lineal multiple. Obtener una estimacién de los
parametros del modelo y su interpretacién

b) Contrastar la significacion del modelo propuesto.

C) ¢Puede eliminarse alguna variable del modelo? Realiza los contrastes de significacion
individuales

d) Coeficiente de determinacidn y de determinacidn corregido
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Solucion:

a) Ajustar un modelo de regresion lineal multiple. Obtener una estimacion de los
parametros del modelo y su interpretacion

Notamos ventas, publ_tv, publ_rad y publ_per las variables que intervienen en el ejercicio. La
variable ventas es la variable dependiente, mientras que publ_tv, publ_rad y publ_per son las
variables explicativas.

Introducimos dichas variables en la Vista de Variables de SPSS, como se muestra

L‘]a *gjregmult_l.sav [Conjunto_de_datosl] - [BM 5PSS Statistics Editor de datos = 2 =

Archivo Edicion Ver Datos Transformar Analizar  Marketing directo  Graficos  Utilidades  Ventana  Ayuda

SHEe e~ L3R HEEK BOLT 108 6

&

Nombre | Tips | Anchura |Decimales|  Etiqueta | Valores | Perddos |Columnas| Alineacion |  Medida |
1 |ventas Numérico g 1 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala =
7 publ_tv Numérico 8 2 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala
3 publ_rad MNumérico 8 0 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala
4 publ_per Mumérico 8 2 Ninguna Ninguna 8 = Derecha & Escala

Ajustamos un modelo de regresidn que responde a una expresién deltipo:
Y=05+BX + BX,+ BXstE,

donde Y representa las ventas de cereales (en miles de euros), X es la publicidad en televisién
(en miles de euros), x,es el coste de la publicidad en radio (en miles de euros) y X, es la

publicidad en periddicos (en miles de euros).

De nuevo, los parametros desconocidos f,, B.,0, y [; son estimados por minimos

cuadrados. La ecuaciéon estimada de regresion esta dada por:
V=5 +BX + BXy+ BXs

El valor B, es el valor de la respuesta ajustada cuando todas las variables predictivas tienen un

valor igual a cero. Cada [ i=1,2,3representa el cambio en la respuesta estimada para un
aumento igual a una unidad de la correspondiente variable x cuando todas las demas

variables independientes se mantienen constantes.

Para obtener dichas estimaciones mediante el paquete SPSS seleccionamos Analizar ->
Regresion -> Lineales.
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Analizar  Marketing directo  Graficos  Utilidades  Ventana  Ayuda
Informes r | BEE @
Estadisticos descriptivos » i
Tablas »
Comparar medias b lar || var || var ii var
Modelo lineal general »

Modelos mixtos

Caorrelaciones

Modelos lineales generalizados

Regresidn P | [E modelacidn lineal automatizada...
Logineat P |l Lineates...
Redes neuronales k - - oo
[ Estimacidn cunilinea...
Clasificar 3 i .
= Minimos cuadrados parciales...
Reduccidn de dimensiones b :
[ Logistica binaria...
Escala »
Pruebas no paramétricas N B Logistica multinomial ...
Predicciones » Corhh At
Supeniv. v | B Probit..
Respuesta mltiple v | [ Nolingal..
Andlisis de valores perdidas... [ Estimacidn ponderada...
Imputacién mdltiple r Minimos cuadrados en dos fases...
Muestras complejas ’ Escalamienta dptimo (CATREG)...

Se introducen las tres variables explicativas en el campo Variables Independientes y la variable
ventas en el campo Variable Dependiente, como muestra la siguiente figura.

2 Regresién lineal e JE——— | — —
Dependientes:
& publ_tv | | * [P ventas
& puthi yadl -Blogue 1 de 1
ﬁ publ_per
Independientas:
& publ_tv
ﬁ publ_rad
& punl_per
Método: |]_|::_tm:jum—"|

ariable de seleccion:
| |
Etiguetas de caso:
| |

|F'onderacién MCP: |
| Aceptar || Pegar |[Restablecer|| cancslar || Ayuda

Se pulsa Aceptar y se obtiene como resultado la siguiente salida del programa
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Coeficientes™
Coeficientes
Coeficientes no estandarizados fipificados

Madelo B Error tip. Beta 1 Sig.

1 (Constante) 2,108 2,055 1,026 320
publ_tv 3,432 1,121 358 3,060 o7
publ_rad 001 030 006 050 61
publ_per 11,347 1,802 TN 6,288 000

a. Variable dependiente: veﬁS‘/

En esta figura aparecen los parametros estimados de regresion /A?O=2.108, ,[3’1:3.432,
B3,=0.001y B, =11.347.

La ecuacion de regresion ajustada esta dada por:
y=2.108+ 3.43% + 0.004 + 11.347.

Las ventas estimadas son iguales a 2108 euros si no se produce inversion en publicidad (ni en
televisién, ni en radio ni en periddicos).

Por cada mil euros invertidos en publicidad en televisidn las ventas esperadas aumentan en
3432 euros, supuesto que permanecen constantes las otras variables.

Por cada mil euros invertidos en publicidad en radio, las ventas estimadas aumentan
Unicamente en 1 euro, suponiendo que se mantienen constantes las otras variables
independientes.

Por cada mil euros invertidos en publicidad en periddicos se produce un incremento en las

ventas esperadas de 11347 euros, supuestas constantes las restantes variables predictivas.

A la vista de estos resultados parece recomendable la inversién en publicidad en periddicos
frente a la publicidad en televisién o en radio.

b) Contrastar la significacion del modelo propuesto.
El contraste de significacion del modelo de regresién permite verificar si ninguna variable

explicativa es valida para la prediccion de la variable de interés.

Este contraste puede escribirse
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H,:almenosuB # 0i= 1,2,

{Ho:ﬁlzﬂzzﬂszo

El p-valor asociado a este contraste aparece en la tabla ANOVA:

ANOVA*
Suma de Media
Modela cuadrados gl cuadratica F 3ig.
1 Regresidn 247 677 3 82,550 26,440 @
Residual 49,860 16 3123
Total 297,638 19

a. Variable dependiente: ventas
b, Variables predictoras: (Constante), publ_per, publ_rad, publ_tv

El p-valor asociado al contraste es menor que a =0.05, por lo que rechazamos la hipdtesis
nula. Esto implica que al menos una de las variables independientes contribuye de forma
significativa a la explicacion de la variable respuesta.

c) éPuede eliminarse alguna variable del modelo? Realiza los contrastes de
significacion individuales

En la siguiente salida de SPSS aparecen los p-valores asociados a los contrastes de regresion
individuales

Coeficientes™
Coeficientes
Coeficientes no estandarizados tipificados

Modelo B Error tip. Beta 1 5ig.

1 (Constante) 2,108 2,055 1,026 320
publ_tv 3,432 1,121 ,358 3,060 007
publ_rad 001 030 006 0&a0 861
publ_per 11,347 1,802 T 6,258 000

a. Variable dependiente: ventas

Realizamos tres contrastes de hipdtesis, uno para cada coeficiente que acompana a cada

variable explicativa (i =1, 2,3)

H,:8 =0
{"ﬁ' i=1,2,3

H,:8 %0
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Para la variable publ_radio, p-valor =0.961 >a =0.05, por lo que no rechazamos la hipdtesis
nula de significacion de la variable publ_radio. Esta variable no es vélida para predecir las
ventas de cereales y por tanto puede ser eliminada del modelo.

d) Coeficiente de determinacion y de determinacion corregido

El coeficiente de determinacion es igual a 0.832 y el coeficiente de determinacion corregido es
igual a 0,801. En este caso no se aprecian grandes diferencias entre los dos coeficientes R? y
R?. EI 83.2 % de la variacion en las ventas de cereales se explican por su relacién lineal con el
modelo propuesto. El valor del coeficiente de determinacién es satisfactorio.

Resumen del modelo

Rm\ Errortip. de Ia
Madelo R R cuadrado caorregida estimacion
1 ,912® 832 801 1,7671
a. Mariables predictnramnstaﬁteﬁ,—pnmﬁpubl_rad,
publ_ty

10
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Ejercicios propuestos

Ejercicio 1: La siguiente tabla muestra la cantidad de gasolina y (en porcentaje con respecto a

la cantidad del petrdleo en crudo). Se quiere expresar como combinacidn lineal de cuatro

variables: x;, gravedad del crudo, x,, presidn del vapor del crudo, x;, temperatura para la cual

se ha evaporado un 10% y x,, temperatura para la cual se ha evaporado el 100%, a partir de los

siguientes datos:

Y X; X, Xs X4
6.9 38.4 6.1 220 235
14.4 40.3 4.8 231 307
7.4 40.0 6.1 217 212
8.5 31.8 0.2 316 365
8.0 40.8 35 210 218
2.8 41.3 1.8 267 235
5.0 38.1 1.2 274 285
12.2 50.8 8.6 190 205
10.0 32.2 5.2 236 267
15.2 38.4 6.1 220 300
26.8 40.3 4.8 231 367
14.0 32.2 2.4 284 351
14.7 31.8 0.2 316 379
6.4 41.3 1.8 267 275
17.6 38.1 1.2 274 365
22.3 50.8 8.6 190 275
24.8 32.2 5.2 236 360
26.0 38.4 6.1 220 365
34.9 40.3 4.8 231 395
18.2 40.0 6.1 217 272
23.2 32.2 2.4 284 424
18.0 31.8 0.2 316 428
13.1 40.8 35 210 273
16.1 41.3 1.8 267 358
32.1 38.1 1.2 274 444
34.7 50.8 8.6 190 345
31.7 32.2 5.2 236 402
33.6 38.4 6.1 220 410
30.4 40.0 6.1 217 340
26.6 40.8 35 210 347
27.8 41.3 1.8 267 416
45.7 50.8 8.6 190 407

Se pide:

a) Ajustar un modelo de regresion lineal multiple.
parametros del modelo y su interpretacién

b) Contrastar la significacién del modelo propuesto.
¢) ¢Puede eliminarse alguna variable del modelo? Razona la respuesta
d) Coeficiente de determinacién y de determinacién corregido

Obtener una estimacion de los
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Ejercicio 2:

Se pretende estudiar la posible relacidon lineal entre el precio de pisos en miles de euros, en
una conocida ciudad espafiola y variables como la superficie en m’ y la antigliedad del
inmueble en afios. Para ello, se realiza un estudio, en el que se selecciona de forma aleatoria
una muestra estratificada representativa de los distintos barrios de la ciudad. Los datos
aparecen en la siguiente tabla.

Precio Superficie | Antigiiedad
200 100 20
120 70 15
155 120 30
310 150 20
320 90 12
400 227 7
100 75 22
80 65 28
75 80 30
169 150 43
110 120 49
210 100 21
200 125 15
180 137 28
140 90 30
95 110 33

Se pide:

a) Ajustar un modelo de regresion lineal multiple. Obtener una estimacién de los
parametros del modelo y su interpretacion

b) Contrastar la significacién del modelo propuesto.

¢) ¢Puede eliminarse alguna variable del modelo? Razona la respuesta

d) Coeficiente de determinacién y de determinacidn corregido. Interpretacion.

11
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Ejercicio 3:

Salsberry Reality vende casas en la costa este de Estados Unidos. Una de las preguntas mas
habituales de los potenciales compradores es: “si compramos esta casa, ¢cuanto gastaremos
en calefaccidon durante el invierno?”. Para contestar esa pregunta de forma satisfactoria, el
departamento de investigacion de dicha compafiia realizé un estudio en el que se pretende
relacionar linealmente el coste de la calefaccién en ddlares, con las variables temperatura
media externa en grados Fahrenheit, el aislamiento del atico en pulgadas y la antigliedad del

calentador en afios. Los datos se muestran en la siguiente tabla.

Casa Coste. . Temperatura Aislamiento Antigiiedad
calefaccion
1 250 35 3 6
2 360 29 4 10
3 165 36 7 3
4 43 60 6 9
5 92 65 5 6
6 200 30 5 5
7 355 10 6 7
8 290 7 10 10
9 230 21 9 11
10 120 55 2 5
11 73 54 12 4
12 205 48 5 1
13 400 20 5 15
14 320 39 4 7
15 72 60 8 6
16 272 20 5 8
17 94 58 7 3
18 190 40 8 11
19 235 27 9 8
20 139 30 7 5

Se pide:

Ajustar un modelo de regresidén lineal multiple. Obtener una estimacién de los

parametros del modelo y su interpretacion

Contrastar la significacion del modelo propuesto.
éCudnto sera el coste estimado de la calefaccién para una casa con temperatura media

externa de 409F, 6 pulgadas de aislamiento y 5 afios de antigliedad?

éPuede eliminarse alguna variable del modelo? Razona la respuesta

Coeficiente de determinacién y de determinacién corregido. Interpretacion.






