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1. Primeras definiciones y resultados elementales

Definicién 1.1 Llamaremos superficie de Riemann a una superficie diferenciable
con un atlas holomorfo.

Veamos algunos ejemplos sencillos:
1. C,B={(C,1¢)}.
2. C=CuU/{o0}, BZ{(C,lc),(@\{O},Z'—)%)}.
3. Todo abierto de una superficie de Riemann es una superficie de Riemann.

Teorema 1.1 Toda superficie de Riemann es orientable.

Demostracion. Sean (V,¢) y (W,1) dos cartas en una superficie de Riemann M, de
manera que V N W # (). Entonces, donde se puede componer,

pop N (x,y) = ulx,y) +iv(z,y)

es holomorfa, luego verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

En consecuencia, Jac(¢ o ') = ugv, — uyv, = u + u; > 0, luego, es posible
encontrar un recubrimiento de M por abiertos coordenados de forma que el cambio
de cartas siempre tenga jacobiano positivo. []

Definicién 1.2 Una aplicacion entre superficies de Riemann diremos que es holo-
morfa st lo es al componer con cartas.



Dada una superficie de Riemann M, los principales teoremas clésicos sobre fun-
ciones holomorfas se pueden trasladar al C-algebra de las funciones holomorfas de
M en C.

Teorema 1.2 (de la singularidad evitable) Sean U un abierto de M, a € U
y [ holomorfa en U\ia}. Si f estd acotada en un entorno de a, entonces existe f
holomorfa en U con f = f en U\{a}.

Demostracion. Tomamos una carta (U, ¢) y aplicamos el teorema de la singularidad
evitable cldsico para f o ¢~ 1. O]

Teorema 1.3 (de identidad) Sean M y N superficies de Riemann con M conexa
y f,9: M — N dos aplicaciones holomorfas. Si el conjunto de puntos donde f y g
coniciden tiene puntos de acumulacion entonces f y g coninciden en todo M.

Demostracion. El conjunto G = {p € M : IV (p) entorno de p tal que f = g en
V(p)} es abierto y cerrado. Ademads, el teorema de identidad clasico asegura que G
es no vacio, luego, G = M. O]

Teorema 1.4 (de la aplicacién abierta) Sea f : M — N wuna aplicacion holo-
morfa y no constante entre superficies de Riemann. Entonces f es abierta.

Teorema 1.5 (principio del maximo) Sea f : M — C holomorfa y no constante.
Entonces | f| no alcanza su mdximo.

Demostracion. Supongamos a € M con |f(a)| > |f(z)| Yz € M. De esta forma,
f(M) C B(0,|f(a)]) y f es abierta, luego, f(M) C B(0,|f(a)|). En consecuencia,
[f (@)l < |f(a)l. O

Corolario 1.1 Sean M una variedad de Riemann compacta y f : M — C holomor-
fa. Entonces f es constante.

Teorema 1.6 (de Liouville) Sea f : C — C holomorfa y acotada. Entonces f es
constante.

Definicién 1.3 Una funcion meromorfa en una superficie de Riemann M es una
funcion holomorfa f: M — C que no es constantemente oco.

Si f es meromorfa entonces por el principio de identidad, f~'({oo}) es discreto
y cerrado, luego, M’ = M\ f~'({o0}) es un abierto.

Definicién 1.4 Se llaman polos de f a los puntos de f~'({o0}).
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Sean M una superficie de Riemann, p € M, 0 € Q2 C C un dominioy o : Q — M
una aplicaciéon holomorfa con «(0) = p. Definimos

a'(0): O(M,p) — C

o (0)(f) = (f e )'(0),

donde O(M, p) denota al conjunto de gérmenes de funciones holomorfas en p. Cla-
ramente, o/(0) es una derivacién sobre O(M, p).

Definicién 1.5 Se define el espacio tangente holomorfo a M en p como T,M =
{/(0) : « es una curva holomorfa con a(0) = p}.

Sea (V, z) un entorno coordenado alrededor de p. Llamamos (%)p a la derivacion

(271Y(0). De este modo, dada 3'(0) € T,M tenemos

0
FOF) = (foB)(0) = (foroz08)(0) = F(0)(2) (a_f> .
p
Por tanto, T,M es un espacio vectorial complejo generado por (%)p, luego, 1-
dimensional.

Definicién 1.6 Un campo holomorfo sobre una superficie de Riemann M es una
aplicacion que asigna a cada p € M un vector X(p) € T,M de manera que si (V, z)
es una carta en M entonces X = f - % en V siendo f holomorfa en V.

Definicién 1.7 Dada ¢ : M — N wuna aplicacion holomorfa entre superficies de
Riemann se define

(do)p : TyM — Ty N
(dg)p(a’(0)) = (¢ 0 a)'(0).

Claramente, (d¢), es una aplicaciéon C-lineal. Si f : M — C es holomorfa, iden-
tificando C = T'(,)C y tomando (C, z) como carta global de C, tenemos (df),(v) =

v(f) - (%)p, esto es, (df), € (T,M)*.

Definicién 1.8 Al espacio dual de T,M lo llamaremos espacio co-tangente holo-
morfo a M en p y lo denotaremos T; M.

Definicién 1.9 Una I-forma holomorfa en M es una aplicacion que a cada punto
p € M le asigna una forma o, € TyMde manera que si (V,z) es una carta en M
entonces oy, = f(p) - (dz), en cada p € V siendo f holomorfa en V. Al conjunto de
todas las 1-formas holomorfas sobre M lo denotaremos H(M).



2. La formula de Riemann-Hurwitz

Las aplicaciones holomorfas entre superficies de Riemann compactas se compor-
tan en casi toda la superficie como si fuesen aplicaciones recubridoras. A lo largo de
este epigrafe supondremos que todas las superficies son conexas.

Definicién 2.1 Sea M una superficie de Riemann y p € M. Llamamos disco con-
forme alrededor de p a toda carta (D, @) tal que ¢(D) =D = {|z| < 1} y ¢(p) = 0.

Sean f : M — N una aplicacién holomorfa, p € M y (D, ¢), ([D,é) discos
conformes alrededor de p y f(p), respectivamente, tenemos entonces una aplicacién
holomorfa

F=g¢ofo¢ ' :D—D,

verificando F'(0) = 0. Resultados clésicos de andlisis complejo aseguran que existen
n € N y una funcién holomorfa g : D — D con ¢g(0) # 0y F(2) = 2" - g(2).
Ahora, dado r > 0 suficientemente pequenio para que g no tenga ceros en D(0,7),
la funcién ¢ tiene una raiz n-ésima en ese disco, esto es, existe h : D(0,r) — D
con h(z)™ = g(z). En consecuencia, F(z) = (z - h(z))". Llamando t(z) = z - h(2)
entonces ¢'(0) = h(0) # 0, luego, por el teorema de la funcién inversa, existe ' > 0
tal que ¢ : D(0,7") — ¢(D(0,7")) es un biholomorfismo. De esta forma,

gofod oy z) =9 0y (2) = (Y(TH(2))" = 2"

De esta forma, hemos probado que existen entornos coordenados de p y f(p)
de tal forma que f se escribe localmente como z — z". Ademas, este nimero n es
independiente del sistema de coordenadas escogido, en esencia, representa el niimero
de preimédgenes por f de un punto en un entorno de f(p).

Definicién 2.2 Al niumero natural n se le llama la multiplicidad de f en p y se le
denota m¢(p). Se llama nimero de ramificacion de f en p a bg(p) = mys(p) — 1.

Proposicion 2.1 Sea f: M — N una aplicacion holomorfa y no constante entre
dos superficies de Riemann compactas. Entonces existe m € N tal que

m= Z my(p) = Z (bf(p) +1) Vgqe N.

pef~1(q) pef~1(q)

Idea de la demostracion. Dado n € N, consideramos el conjunto %, = {qg € N :
> pef-1( Ms(p) = n} que es abierto y cerrado en N. Ahora dado gy € N, I Haqo)
es finito por ser M compacta, luego m = > .1, yms(p) € Ny Z,, # 0, en
consecuencia, %, = N. Ademds, qo ¢ Y,i1, luego, 3,1 = 0. Ol



Definicién 2.3 Se llama grado de f al entero m = deg(f) de la proposicion ante-
7407

Definicién 2.4 Se llama indice total de ramificacion de f al entero

By=) bsp).

Corolario 2.1 Una funcion meromorfa en una superficie de Riemann compacta
tiene el mismo numero de ceros que de polos, contados con su multiplicidad.

Corolario 2.2 FEl grado de una aplicacion es uno si, y solo si, la aplicacion es un
biholomorfismo.

Teorema 2.1 (férmula de Riemann-Hurwitz) Sea f: M — N una aplicacion
holomorfa y no constante entre dos superficies de Riemann compactas. Entonces

X(M) = deg(f) - x(N) — By,

donde x denota la caracteristica de Fuler.

Demostracion. Sean n = deg(f) y S = {f(p): p € M, bg(p) > 0}. S esta formado
por puntos aislados en una compacta, luego es finito. En consecuencia, podemos
triangular N de forma que cada punto de S sea un vértice de la triangulacién.
Supongamos que esta triangulacién tiene C' caras, L lados y V' vértices. Levantando
la triangulaciéon a M a través de f, obtenemos una triangulaciéon de M con nC
caras, nL lados y nV — By vértices. Por tanto, x(N) = C — L+ V y x(M) =
nC —nL +nV — By. ]

De esta forma, relacionamos el género de las superficies sin mas que recordar la
relacion y(M) = 2(1 — g), siendo g el género de M.

3. La superficie de Riemann de un polinomio

Consideremos P(z) = (z —ay)--- (2 —ap), dondepe Ny a; e C,Vi=1,...,p.
Para n € N, n > 1, la funcién w(z) = {/P(z) es multivaluada si la consideramos
de C en C, ya que casi todo punto z € C tiene n posibles imédgenes. En cambio,
los puntos aj,...,a, son singulares, esto es, admiten una tunica imagen. En estas
condiciones existe una superficie de Riemann, R,,, llamada la superficie de Riemann
asociada al polinomio

W) = P(z) = (2 =) (2 — )



sobre la que la funcién w es univaluada, esto es, esta bien definida. En esta superficie,
oo sera un punto regular cuando ﬁ esté bien definido en un entorno de cero, esto
w

z

es, cuando n divida a p, mientras que oo serda un punto singular cuando n no divida
ap.
En el caso que n divida a p, consideramos
R, ={(z,w) € C*: w" = P(2)} U{(c0,00;) : k=1,...,n}
mientras que cuando n no divida a p, definimos
R, ={(z,w) € C*: w" = P(z)} U {(c0,00)}.

Dotemos a R, de topologia describiendo discos alrededor de cada punto. Un
disco centrado en (a;,0) es

{(z,w) € R, : z € D(a;,p)},

siendo p > 0 suficientemente pequeno.
Ahora, dado zp € C\ {a4,...,a,}, un disco centrado en (zp,wp) € R, es

{(Z,U}) € RUJ Lz E D<ZO>p>7 w = fj(’z)}?
para cierto p > 0 suficientemente pequeno, donde f; es la rama holomorfa de w en
D(zp, p) tal que f;(z9) = wo.
Finalmente, en el caso que n divida a p, un disco centrado en (0o, 0oy,) es
{(007 Ook)} U {(Z,’LU) €R,: z€C \ D(O, R)’ w = fk<z)}>

para cierto R > 0 suficientemente grande, donde {f; : k= 1,...,n} son las distintas
n ramas holomorfas de w en C\ D(0, R), mientras que en el caso que n no divida a
p, un disco centrado en (0o, 00) sera

{(00,00)} U{(2,w) € R,: 2€ C\ D(0,R)}.
Parametricemos R, para darle estructura de superficie de Riemann. Una carta
centrada en (a;,0) es
(a;,0) = 0
(z,w) — w.

Ahora, dado zp € C\ {a4,...,a,}, una carta centrada en (2, wp) € R, €s

$2(z, f5(2)) = 2 — 0.
Finalmente, en el caso que n divida a p, una carta centrada en (oo, 0og) es

(00,00) +25 0

(Z7 fk(z)) U %7

mientras que si n no divide a p, entonces una carta centrada en (oo, 00) es



3.1. Superficies hiperelipticas: Realizaciéon geométrica

Definicién 3.1 Una superficie de Riemann compacta se dice hipereliptica si admite
una funcion meromorfa z : M — C no constante y con exactamente dos polos.

Obviamente la funcion z es de grado 2 y cada punto de ramificacion de z tiene
nimero de ramificacién 1, luego, usando la férmula de Riemann-Hurwitz, el indice
total de ramificacion de z y el género g de M estan relacionados por la férmula
B. =2g + 2. En consecuencia, z tiene exactamente 2g 4+ 2 puntos de ramificacion.

Teorema 3.1 Sea M una superficie de Riemann hipereliptica de género g > 1 y z
una funcion de grado 2 sobre ella. Sean Py, ..., Pagio los puntos de ramificacion de
z y, sin pérdida de generalidad, suponemos z(P;) # oo Vj=1,...,29+2. Entonces
la funcion

2942

w= | (== 2(P)),

J=1

esta bien definida sobre M.

Idea de la demostracion. Por tener todos los puntos de ramificacion de z nimero de
ramificacién 2, w define localmente una funcién meromorfa en M que es 2-valuada.
Para ver que podemos elegir una rama univaluada vamos a introducir una represen-
tacion de la superficie M como un recubridor de dos hojas de la esfera C = CU{oo}.
Sip € M, z(p) # ooy p no es de ramificacion de z, entonces z—z(p) es una coordena-
da local anuldndose en p. Si z(p) = oo y p no es de ramificacion, entonces 1/z es una
coordenada local anulandose en p. Si p es de ramificacién, entonces una de las dos
ramas de /2 — z(p) es una coordenada local anuldndose en p. Notamos e; := z(p;).
Asi, los e; son distintos entre s y 27 () consiste exactamente de dos puntos de M
para cada a € C\ {ey,...,ez.42}, mientras que 27 !(e;) = {p;}. Consideramos dos
copias, I y II, de C. En cada copia y para cada k = 1,...,¢g — 1 cortamos por una
curva uniendo eg,_1 con ey, renombrando previamente los e; para que estas curvas
no se corten. En cada corte consideramos dos orillas, N y S, y construimos una
superficie de Riemann M pegando cada orilla S de la copia I con la correspondiente
orilla N de la copia II y cada orilla N de la copia I con la correspondiente orilla S
de la copia II. Asi, M es una superficie de Riemann compacta y z es una funcién
meromorfa sobre ella, luego, M es en efecto un modelo de M. Ahora, si fijamos una
rama de la funcién /z — e;, su continuacién analitica a lo largo de un camino cerra-
do cambia de signo si, y solo si, el camino da un ntimero impar de vueltas alrededor
de e;. De esta forma, w cambia de signo si nos movemos por un camino cerrado y
simple en C \ {ey,...,ez42} que empiece en un punto z y vuelva al mismo punto
encerrando un numero impar de e;, pero entonces, esta curva pasard por alguno de
los cortes, y asi, su levantamiento a M es una curva uniendo dos puntos de M, p



y q, con p # qy z(p) = z(q). En cambio, cuando un camino envuelva un nimero
par de e; entonces su levantamiento a M es una curva cerrada. De esta forma, w
puede ser continuada analiticamente sobre cualquier camino en M y ademads, estas
continuaciones devuelven los valores originales de w que es, en efecto, univaluada.

[

4. Clasificacién de las superficies de Riemann

Definicién 4.1 Dos superficies de Riemann se dicen conformemente equivalentes si
existe un biholomorfismo entre ellas que identifica las estructuras conformes corres-
pondientes a cada superficie de Riemann.

Teorema 4.1 (de uniformizaciéon de Koebe) Cualquier superficie de Riemann
simplemente conexa es conformemente equivalente a D, C ¢ S?.

La siguiente definicién divide a las superficies de Riemann en tres familias mu-
tuamente excluyentes:

Definicién 4.2 Sea M una superficie de Riemann. Diremos que:
» M es eliptica si es compacta.

s M es parabdlica si no es compacta y no existen funciones subarmonicas nega-
tivas y no constantes sobre M.

= M es hiperbolica si existe una funcion subarmonica negativa no constante sobre
M.

Teorema 4.2 Sea M una superficie de Riemann simplemente conexa. Entonces:
1. M hiperbélica = M es conformemente equivalente a D(0,1) =D C C.
2. M parabolica = M es conformemente equivalente a C.

3. M eliptica = M es conformemente equivalente a C = S%.
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