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1. Introduccion

Sea M una superficie de Riemann, Q C M un dominio con frontera 9Q # 0y f 100 —
R continua. El problema de Dirichlet en §) consiste en encontrar una funcion u : € — R
continua en Q y de clase C? en ) verificando

Au=0 en{ u es armonica en ),
(PD)Q’f{ u=f en 0f) ( )

Ejemplo1l 1. M = C, Q = D : El problema de Dirichlet en un disco siempre tiene
solucion unica.

2. M =D, Q=D\{0} : El problema de Dirichlet tiene solucion para cualquier f
(notese que 02 = {0}) pero la solucion no es inica.

3. M=C, Q=D\{0}: El problema de Dirichlet (PD)q s para la funcion definida por
f=1endD y f =0 enz=0 no tiene solucion (para comprobarlo isese el teorema
de la singularidad evitable y el principio del mdzimo para funciones armdnicas).
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Como se puede deducir de los ejemplos anteriores, en general no tenemos asegurada la
existencia o unicidad del problema de Dirichlet (PD)qg ;.

Al estudiar condiciones sobre existencia y unicidad de las soluciones de este problema
aparecen de forma natural los conceptos de ”funcién barrera” (para la existencia) asi como
una division de las superficies de Riemann en superficies elipticas (o compactas), parabdli-
cas o hiperbdlicas. A grandes rasgos, las superficies parabdlicas son aquellas en las que
es valido un principio del mdzximo fuerte (ver Proposicién que nos permite obtener
unicidad para (PD)gq,f.

Curiosamente, en la definicién de funcién barrera y de superficies parabdélicas/hiperbdli-
cas no intervienen las funciones armonicas, sino una clase de funciones mas débil, las fun-
ciones subarmonicas y superarmonicas, a las que no se les exige 2-diferenciabilidad, sélo
que sean continuas, y que se caracterizan porque su valor en cualquier punto es menor (en

el caso de las subarmonicas) o mayor (para las superarmoénicas) que la media de los valores
alrededor de ese punto (ver definicién [2.2)).

2. Preliminares
En lo que sigue M denotara una superficie de Riemann.

Definicién 2.1 Una funcién u : M — R de clase C? se dice armdnica si en cualquier
carta holomorfa (x,y) se cumple

’u  O%*u

o2 "o

.. ., 2 2 . . .
Observacién 1 La expresion % + 273 no es independiente de la carta (holomorfa) elegi-

da. En efecto, si (z',y') es otra carta holomorfa, usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann
para la funcidn del cambio de carta f(2',y") = (x,y) obtenemos

*u  *u o 0%u O%u
Ox'? + oy - ‘f| (@ + a_yg)

por tanto, la definicion anterior NO depende de la carta (holomorfa) elegida.

Observacién 2 El laplaciano de una funcion de clase C* en una superficie de Riemann
M se define como la 2-forma Au que en coordenadas holomorfas (x,y) viene dada por la
expresion
0%u
0x?
donde ¥p € U =entorno de definicién de la carta, (dz?), : T,M x T,M — R viene dada
por (dz?),(u,v) = dxy(u) - dz,(v) (la definicion es andloga para (dy*),).

Recordemos que en una superficie (y en general en cualquier variedad) dotada de una
métrica g se definia el laplaciano de una funcion como la divergencia del gradiente de la
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funcion. Ambas definiciones son equivalentes, ya que no es dificil comprobar que Au =
Div(Vu) - g.

Algunas propiedades de las funciones armodnicas

- Propiedad de la media: Sea u arménica en M, y (D, z) un disco conform{] en M,
entonces

1
o7

2m
u(0) / u(e™)dt, donde estamos identificando u(re”) = (u o z71)(re')
0

- Principio del maximo/minimo (débil): Si u es armdnica y no constante en un dominio
Q) C M, u no puede alcanzar su maximo ni su minimo en 2.

Consecuencia: en una superficie compacta NO EXISTEN funciones arménicas global-
mente definidas.

- Teorema de la singularidad evitable: Sea U C M un abiertoyp € U.Siu: U \ {p} = R
es armonica y acotada, entonces u extiende a una funciéon armoénica en todo U.

Definicién 2.2 Una funcion continua v : M — R es subarmoénica (resp. superarmdnica)
en M si para cualquier disco conforme D de M se cumple

u(0) < i/0 7ru(eit)dt (resp. u(0) > QL/O 7Tu(eit)dt)

- 27 ™

Observacién 3 Cuando u es de clase C? ser subarmdnica (resp. superarmdnica) equivale
. 2 2
a que en cualquier carta holomorfa (z,y) se cumpla que % + g—yg >0 (resp. <0).

A partir de la definicién de funciéon subarménica es inmediato comprobar la siguiente
propiedad.

Principio del maximo (débil) para funciones subarménicas:
Si u es subarménica y no constante en un dominio 2 C M, u no puede alcanzar un
maximo absoluto en ).

Teniendo en cuenta que si u es superarmoénica, —u es subarmoénica, la propiedad anterior
se traduce en un principio del minimo (débil) para funciones superarmdnicas.

lun disco conforme en M es un entorno coordenado holomorfo (D C M, z) tal que z aplica D en el
disco unidad de C.



3. El método de Perron y las funciones barrera

El principio de Perron nos da condiciones para que el supremo de una familia de fun-
ciones subarmoénicas sea una funcién armonica, y es una herramienta fundamental en la
demostracion de los principales resultados de existencia que veremos, como por ejemplo el
Teorema 3.2 sobre la existencia de solucién de (PD)q ;.

Definicién 3.1 Sea F una familia de funciones subarmonicas definidas en un abierto
Q C M de una superficie de Riemann. F es una familia de Perron si cumple

(1) F#0

(1) dada w € F y D disco conforme contenido en Q) existe v € F armdnica en D y tal
que v > u,

(111) dadas uy,us € F existe v € F tal que v > Max{uy,us}

Observacién 4 En la mayoria de los casos en los que usaremos el Principio de Perron
la funcion v de (I1I) serd v = Max{uy,us}, mientras que en (I1) la funcidn v serd la
armonizacién de u en D, que se suele denotar por u®.
uP? =uen M\ D
u? =wen D

donde w es la solucion del problema de Dirichlet en D con la condicion de frontera
w =u en dD. No es dificil comprobar que si u es subarmdnica u” también lo es y ademds
ul > .

Esta funcion se define como {

Teorema 3.1 (Principio de Perron) Sea F una familia de Perron en M, y definamos
u: M —RU{+o0} u = Sup,cr{v}
Entonces, o bien u es constantemente igual a +00, o bien u es armonica en M.

DEMOSTRACION: PASO 1: Basta demostrarlo para los discos conformes, es decir, nos
podemos reducir al caso del disco unidad D C C.

En efecto, supongamos que el teorema es cierto para los discos conformes de M y su-
pongamos también que u no es constantemente +oo. Como la armonicidad es un concepto
local, basta ver que u es arménica en cualquier disco conforme de M. Al ser u #Z +o0
en M habra un disco conforme D en el que u Z +o00 y por tanto es arménica en D. Si
consideramos cualquier otro disco conforme D* podemos unir D con D* por una ”cadena”
de discos conformes de forma que cada disco corte al siguiente. Esto nos asegura que u es
armoénica en todos los discos (de lo contrario serfa constantemente +o0), en particular en
D*.

PAsO 2: Demostracion del Teorema para D C C.

Obsérvese que basta demostrar la tesis del Teorema para cualquier disco cerrado K C D.
Durante la demostracién usaremos el siguiente resultado:
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Principio de Harnackﬂ: sea {v, }nen una sucesion creciente de funciones armoni-
cas. Entonces o bien limwv,, = +00 o bien limwv, es armoénica. Ademas la con-
vergencia es uniforme sobre compactos.

Sea {z;}jeny un subconjunto denso y numerable de D (siempre existe). Como u(z;) =
Sup,cr{v(z;)}, para cada j € N existird una sucesién {v;(z;)}ren convergiendo a u(z;).
Ahora se trata de usar las propiedades (I1) y (/1) de la Definicién [3.1| para extraer una
sucesion creciente de funciones armonicas en K cuyo limite sea la funcién u y aplicar el
principio de Harnack para concluir la demostracién.

Esta sucesion {v,} se construye de la siguiente forma:

para n = 1 se toma una v; € F tal que v; > vy1 y v; arménica en K, (tsese (I1))

para n = 2 se toma una vy € F tal que vy > Max{v;2,v21,v1} y v2 armonica en K.
(usese (I11) y luego (I7))...

continuando el proceso obtenemos una sucesion creciente {v,, }neny C F de funciones arméni-
cas en K que ademads verifican que v, > v;x, Vj,k < n. Ya sélo falta demostrar que
u = limwv,,

Por ser la sucesién {v,} creciente y estar contenida en F se tiene que u > limv,,.

Por otro lado, como v,, > v;; Vj, k < n, para cualquier v € F se tiene

v(25) < u(zj) = limy_oovjk(25) < limy, oov,(25)
y como el conjunto {z;},en es denso y las funciones v y lim v, son continuas, v < limv,,

lo que acaba la demostracion. O

3.1. Funciones barrera

Las funciones barrera nos van a permitir determinar cuando el problema de Dirichlet
(PD)q,r va a tener solucién independientemente de la funcion f.

Definicién 3.2 Sea Q € M un dominio y p € 0Q # 0. p se dice que es un punto
admisible (o regular) para Q si eziste un entorno W de p en M y una funcién continua
G:WNQOQ — R, verificando

(1) B es superarmonica en W N €,
(1) Bp) =0y
() >0 en WNQ\ {p}

A la funcion 3 se le denomina funcion barrera en p.

Zpara una demostracién de este resultado ver ver [1] o [2]



La siguiente proposicion muestra que la existencia de funciones barrera esta garantizada
para dominios con frontera suave (de clase C' al menos).

Proposicién 3.1 Si p € 092 es accesible por un arco analitico (=la imagen de un seg-
mento de C por una carta) contenido en M\  entonces p es admisible para §).
En particular si 02 es una curva de clase C' en p, entonces p es admisible.

DEMOSTRACION : Como es una propiedad local puedo suponer que estoy en C, que el
punto p es p = 0 y que el arco analitico es el semieje de los reales negativos. Basta definir

f:D\{zeR:z<0} >R, B(z) = Rey/z

ComoDNQCD\{x R : z <0}, §esuna funcién barrera en p = 0 para . O

Teorema 3.2 Dado Q0 C M dominio con 9 # () son equivalentes:
(1) Eziste solucion pmpicﬂ de (PD)q,s para cualquier f continua y acotada en OS2.

(11) todos los puntos de OS) son regulares.

IDEA DE LA DEMOSTRACION : Para ver (I) = (II) témese p € 9Qy f : 9Q — R continua
con 0 < f <1,y f(q) = 0 siy solamente si ¢ = p. La solucién del problema de Dirichlet
asociado a f es una funcién barrera en p.

Para ver (/1) = (I) apliquese el principio de Perron (Teorema a la familia F
de funciones v subarménicas en 2 y continuas en Q tales que Infag f < v < Supgq f
v vlga < f. La funcién u = Supr{v}, que no es constantemente igual a +oo por ser f
acotada, es la solucién de (PD)q, s que buscdbamod'} O

Corolario 3.1 Si 90 # () es compacta y de clase C' el problema (PD)q.; tiene solucidn
propia para cualquier f : 02 — R continua.
4. Una clasificacion de las superficies de Riemann

En esta seccién nos ocuparemos del problema de la unicidad de solucién para (PD)q ¢,
esto motiva una division de las superficies de Riemann en tres grandes grupos:

Definicién 4.1 Una superficie de Riemann M se dice que es

- Eliptica: si es compacta.

3 una solucién de (PD)gq, s es propia si verifica Infpou < u < Supyqu

4 Nota: el principio de Perron nos da la armonicidad de u en €, pero ademas hay que comprobar que
u = f en 052, ahi es donde se usa la existencia de funciones barrera!



- Parabdlica: si no es compacta y no existen funciones subarmonicas negativas no cons-
tantes (o equivalentemente, no existen funciones superarmonicas positivas no cons-
tantes).

- Hiperbdolica: si admite una funcion subarmonica negativa y no constante.

Obsérvese que las tres clases de superficies son mutuamente excluyentes y que por tanto
constituyen una divisién de las superficies de Riemann.

Ejemplo 2 La esfera de Riemann C = C U {oo} es eliptica, el plano complejo C es pa-
rabdlicd’| mientras que el disco unidad D = {z € C : |z| < 1} es hiperbdlicd’| De hecho
el Teorema de uniformizacion (ver Teorema nos dice que éstas son las unicas superfi-
cies de Riemann simplemente conexas, es decir, cada una de las clases que hemos definido
contiene una y solo una superficie de Riemann simplemente conexa.

Teorema 4.1 (Uniformizaciéon) Sea M una superficie de Riemann simplemente cone-
za, entonces

1. Si M es eliptica, M es biholomorfa a la esfera de Riemann C = C U {oo}.
2. 81t M es parabolica, es biholomorfa al plano complejo C.
3. Si M es hiperbdlica, es biholomorfa al disco unidad D = {z € C : |z| < 1}.

Para una demostracién de este teorema ver por ejemplo [I].

Proposicién 4.1 Sea Q C M un dominio relativamente compacto de M con 0 # 0 y
reqular (=todos sus puntos son admisibles, ver Definicion . Entonces Q2 es una superficie
de Riemann hiperbolica.

DEMOSTRACION : Consideremos el problema de Dirichlet en € con condicién de frontera
f < 0 no constante. En virtud del Teorema |3.2] sabemos que ese problema tiene solucién
u: Q — R. u es por tanto una funcién arménica (en particular subarménica), negativa
(por el principio del maximo) y no constante. O

Proposicién 4.2 (Principio del méximo fuerte en sups. parabdlicas) Sea M una
superficie parabolica y Q@ C M un dominio suyo con 0Q # 0. Supongamos que u : Q — R
es una funcion continua en S, subarmdnica en 0 y acotada superiormente.

Entonces Supqu < Supyqu.

Como consecuencia, el problema de Dirichlet (PD)q ¢ en una superficie parabolica, si
tiene solucion es unica.

5 de hecho cualquier superficie eliptica/parabdlica menos una cantidad finita de puntos es parabdlica,
Corolario

6 de hecho cualquier dominio relativamente compacto con frontera regular de una superficie de Riemann
es hiperbdlico, Proposicién



DEMOSTRACION : Si u es constante no hay nada que probar, supongamos por tanto que u
no es constante. Denotaremos m; = Supyg u y ms = Supg, u.
Razonando por reduccion al absurdo supongamos que m; < mso. Sea € > 0 suficiente-
mente pequeno como para que m; + € < Mme. _
' Max{u,m; + e} —ms en Q
Deﬁnov./\/l—>IRcomo{ml_l_g_m2 en M\ Q
Es facil comprobar que v es subarménica y negativa, y por tanto debe ser constante
(M es parabdlica) y por tanto Max{u, m; +¢e} = my + < my en £, lo que contradice que
my sea el supremo de u en 2. O

La siguiente proposicién es consecuencia del principio de Perron (Teorema |3.1)) y nos
muestra que en la superficies hiperbdlicas no tenemos en general unicidad para el problema
de Dirichlet.

Proposicién 4.3 (Existencia de medidas arménicas en sups. hiperbdlicas) Sea M
una superficie hiperbolica y K C M compacto con OK regular y M\ K conezo.
En estas condiciones existe w : M\ K — R continua
(i) w es armdnica en M\ K
verificando < (i1) w =1 endK
(tii)) O0<w<1 en M\ K
A la menor funcion que verifica lo anterior se le denomina "medida armonica del com-
pacto K en M”

IDEA DE LA DEMOSTRACION: Como M es hiperbdlica existe ¢y : M — R superarmonica
positiva no constante. Como K es compacto, existe mg = Mingg|x > 0. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que mg =1 en K.
Sea ¢ := Min {1, ¢ }. Es facil comprobar que ¢ es superarménica en M, no contante,
0<p<lyeplxk=1
Para obtener la funcién w del enunciado, usar el principio de Perron (Teorema
para la familia F = {v continua en M \ K, subarménica en M\ K,y v < p en M\ K}
O

Corolario 4.1 Sea M superficie hiperbdlica y K C M compacto con 0K # 0 y M\ K
conexo.

Entonces, el problema de Dirichlet (PD)q,s en  := M\ K no tiene solucion inica,
independientemente de f.

DEMOSTRACION : En efecto, si u es solucién de (PD)q, ¢ v w es la medida arménica de K
entonces (1 — w) 4+ u es también solucién. O

Observacion 5 Hemos visto que st M es hiperbélica existe la medida armonica de cual-

quier compacto. Reciprocamente, si existe la medida armonica de UN compacto en M,
entonces M no satisface el principio del mdzimo fuerte (Proposicion y por tanto ha
de ser hiperbdlica. Luego en realidad lo que tenemos es que las siguientes tres afiramciones
son equivlentes:



1. M es hiperbolica
2. FExiste la medida armonica de cualquier compacto de M,

3. FEmiste la medida armonica de un compacto de M.

La medidas arménicas nos permiten también demostrar que ciertas superficies son pa-
rabdlicas:

Corolario 4.2 Sea M una superficie eliptica o parabdlica y Py, ..., P, una cantidad finita
de puntos en M.
Entonces M\ {Pi,...,P,} es parabdlica.

DEMOSTRACION : Sea Mg := M\{Py,..., P,} y D un disco conforme en M,. Supongamos
por reduccion al absurdo que My es hiperbdlica, y por tanto existe w = medida armodnica
del compacto D en My, que recordemos que esté definida en Mg \ D.

Vamos a extender w a una funcién superarmoénica positiva en todo M. Para eso obser-
vemos primero que 0 < w < 1 en Mg \ D, y por el teorema de la singularidad evitable w

extiende a los puntos Py, ..., P,. Seguiremos llamando w a esa funcién (que ahora esté defi-
. - . - 0= D
nida en M\ D). En estas condiciones, definimos @ : M — R como g B iU 22'2\)/1 \

Como w = 1 en 9D, la funciéon W es continua, y no es dificil comprobar que es supe-
rarmoénica en M. Ademads w es positiva y no constante, lo que contradice que M es eliptica
o parabdlica. O

4.1. Funcion de Green

Definicién 4.2 Sea P € M, la funcion de Green para M con singularidad en P es una
funcion G : M\ {P} — R verificando

(1) G es armdnica en M\ {P}
(1) G>0

(111) Si (D, z) es un disco conforme alrededor centrado en P (es decir, z(P) = 0) entonces
G(z) + log|z| es armdnica en D.

(1v) VG cumpliendo (i), (i) y (iii) como antes, G < G.

Observacién 6 Es facil comprobar que la condicion (I11) no depende de la carta holo-
morfa elegida. Ademds (IV') nos asegura que la funcidn de Green, si existe, es unica.

Teorema 4.2 M es hiperbolica si y solamente si existe la funcion de Green en un punto.
De hecho, esto es equivalente a que exista la funcion de Green para cualquier punto de

M.



IDEA DE LA DEMOSTRACION: =) Si existe G funcién de Green en P € M considero un

m >0y defino f: M — R, f = Min{m, G}. Es facil comprobar que f es Superarménicam

en M\ {P}. Ademas por la propiedad (iii) de la definicién de funcién de Green tenemos

que lim, .pG(q) = oo, y por tanto f(P) = m, luego f es superarmonica en todo M. Y

como G,m > 0, f es positiva. Sélo resta ver que no puede ser constante, de serlo seria
m

f = m, pero entonces G — % contradice la propiedad (iv) de la definicién de funcién de
Green.

<) Apliquese el principio de Perron (Teorema [3.1]) a la familia F de funciones v su-
barménicas en M\ { P}, de soporte compacto en M y tales que v(z)+log|z| es subarménica

en |z| < 1.
O

4.2. El caso eliptico

A pesar de que el caso en que el dominio €2 esté contenido en una superficie eliptica
(i.e., compacta) no ha sido tratado en esta seccién, teniendo en cuenta el corolario es
facil ver que al final se reduce a un problema de Dirichlet en una superficie parabdlica
(salvo el caso en que © = M\ {P}, en cuyo caso el problema no tiene solucién nunca por
el teorema de la singularidad evitable para funciones arménicas y por ser M compacta).
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" es un hecho general, el minimo de dos funciones superarménicas es una funcién superarménica
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