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(Resumen: En diferentes fenémenos fisicos, asociados generalmente a capilaridad, las interfases estan modeladas
por superficies cuya curvatura media satisface cierta propiedad. El caso mds simple es que la curvatura media sea
constante (por ejemplo, en entornos de microgravedad). El objetivo de la charla es mostrar diferentes escenarios
fisicos posibles, revisando las posibles configuraciones geométricas que pueden adoptar dichas superficies. Se
discutira resultados y se introducird las técnicas que se emplean, especialmente las provenientes de la teoria de
EDPs de tipo eliptico. Dirigido especialmente para estudiantes de postgrado.)
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Curvatura media: si S < R3,

=S U

Plano Esfera Cilindro

H =cte
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Curvatura media: si S < R3,

@ Plano Esfera Cilindro
= cte

EDPs: la curvatura media H de un grafo z = f(x, y) satisface
(1+ uf,)uxX — 2uyuyuy, + (1 + u)%)uyy = 2H(1 4 2 + u)2,)3/2.

div—2" oy

1+ |Dul?
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Fisica: Grupo de Fisica de Fluidos y Biocoloides:

o Caracterizacién de superficies sélidas, e interfases
sélido-vapor, sélido-liquido, liquido-vapor, liquido-liquido
(tensién superficial e interfacial, dngulos de contacto).

@ Control de los fenémenos de adhesidén y mojado.

@ Uso y caracterizacién de sistemas tensioactivos simples, mixtos
y mezclas polimerotensioactivo. Detergencia. Aplicacién de
sistemas tensioactivos coloidales a la formulacién de productos
detergentes, farmacéuticos, cosméticos, fitosanitarios.
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Superficies

o del espacio euclideo R3.

que aparecen en problemas de la Fisica.

°
@ que son soluciones de un problema variacional.
°

cuya curvatura media H satisface cierta condicién, por
ejemplo:

e H es constante.
o H(x,y,z) =k z+b.
o H(x,y,z) = a(x*>+ y?) + b.
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Una interfase es la frontera de dos medios homogéneos de
diferentes propiedades fisicas y quimicas.
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La forma de la gota viene dada por la ecuacién Laplace-Young

1,1
Rl R

IiZ—{-(PL—PA):( >7=2H'7-

~: coeficiente de tensién superficial.
R1 y R» son las curvaturas principales de la interfase S; 4.
Yy p p

_ 1 1 1
H=% (A+%)
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En condiciones ideales (ingravidez, presiones constantes, etc)

En equilibrio, la interfase es una superficie con
curvatura media constante (superficie CMC).

o Una superficie CMC en R3 es punto critico del 4rea bajo
deformaciones que preservan el volumen.

@ Problema isoperimétrico: entre todas las superficies cerradas
de R3 con el mismo volumen, cudles son las que tienen menor

area?
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Una variacién diferenciable de ¢ : M? — R3 es una aplicacién
diferenciable ® : M x (—¢,¢) — R3 tal que ®; := ®(_, t) son
inmersiones y ®g = ¢.

A(t) = drea(®:(M)), V/(t) = volumen(d(M)).

Teorema

A'(0) = 0 para cualquier variacion que preserva el volumen sii ¢ es
una inmersion CMC.

¢ es estable si A”(0) > 0, para cualquier variacién que preserva el
volumen
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(para grafos) ¢(x,y) = (x,y, u(x,y))

Alp) = /U \/1+u2+u2 dxdy, V(¢)= /U u dxdy.

Tomamos variaciones ¢¢(x,y) = (x,y, u(x,y) + tv(x,y)) con
0¢ = 0¢: v =0en JU.
Existe A € R tal que

d
0 = —

= {A(t)+)\V(t)}

t=0
{\/1 +Dul? +2¢{Du, Dv) + 2| Dy + Au + tv)}

_ /d
vt| .

= /U{W—i-)\v} dxdy

V14 |Vu|?
Vu
- —div(7> —i—)\}v dxdy
/U{ V1+|Vu|?




El caso mas simple es la esfera: H =1/R. Algunas
caracterizaciones en la familia de superficies CMC cerradas:

© La dnica de género cero g = 0 (Hopf, 1951).
@ La Unica que estd embebida (Alexandrov, 1958).
© La dnica que es estable (Barbosa-do Carmo, 1984).

Wente (1984); mas tarde, ejemplos de mayor género.
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En Fisica, las interfase son usualmente superficies compactas con
frontera. OM = S': casquetes esféricos.

: /@

Q1. ;La superficie hereda las simetrias de su frontera?
Q2. ;Cémo influye la geometria del borde en la geometria de la
superficie?

Los casquetes esféricos son las tinicas que
son... F

discos topolégicos? ‘

embebidos?

estables?
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Si z = f(x,y), la curvatura media H es
(1+ uf,)uxx — 2ty + (14 u)uy, = 2H(1 + v + u}z,)%

Du

div———— =2H
1+ |Dul?
La funcién diferencia u = u; — wuo satisface una ecuacién EDP
eliptica y (lineal):
Lu=0.

El principio del maximo:

NGp) S,
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Teorema

Supongamos S embebida. Si S C M, con S = S!, entonces S es
un casquete esférico.

P(7)

> S(r)*

(a) (b)
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Teorema

Sea S una superficie CMC embebida. En cualquiera de los
siguientes casos

Q@ SN(MN-D)=0.
@ C es convexa + S transversal a Il a lo largo de C.

se tiene
scnt
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Férmula de flujo: X un campo de Killing del espacio, Sy Q dos
superficies con S = 0Q y W C R3 con OW = SU Q.

DivX0:>/<N,X>+/(NQ,X>O.
S Q

Q

Ax=2HN = — | (v, X) :ZH/(N,X).
S S

Teorema

/85<1/,X> = 2H/Q(NQ,X>

Corolario
Si9S =90D =T plana (Q =D, X = E3),

L(T)
|H| < 2A(D)
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Si [ = s! entonces |H| < 1.
Caso H=0,5S=D.

Teorema

SidS =S! y|H| =1, S es una semiesfera.
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Si [ = s! entonces |H| < 1.
Caso H=0,5S=D.

Teorema

SidS =S! y|H| =1, S es una semiesfera.
(v, E3) =+1 = (N(s),E3) =0
<N,(S)7 E3> = _U(ala V)<V7 E3> =0= 012 = 0.

1= (N(s), a(s))? + (1(s), a(s))*.

o(d,a/)y = —(N' o)y = (N,a")y = —(N,a) = -1 =011 = 00 = —1

0S =T es un conjunto de puntos umbilicales.
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Sean coordenadas isotermas z = (u,v) = u+ iv, U C R =C.
| = E(du? + dv?), Il = edu® + 2fdudv + gdv?.

Ecuaciones de Codazzi:

(555), +h o (55), 1=

6(z) = d(u,v) = L~ i f.

¢ =0 < x es umbilical
1

o .0 ..
0z = 5(% + IE) y & holomorfa sii 9:¢ = 0.

Teorema
¢ es holomorfa < H es constante.
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Si w = f(z) es un cambio de coordenadas,

#(2) = p(z(w))f'(2)*
#(2)(dz)?: 2-forma de Hopf
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Si w = f(z) es un cambio de coordenadas,

#(2) = p(z(w))f'(2)*
#(2)(dz)?: 2-forma de Hopf

Teorema (Hopf)

La dnica superficie cerrada de género cero con CMC es la esfera
euclidea.

Tomamos x : S — R3 y S? con la (tinica) estructura conforme:
S2 =C con cartas zy w, z(0) =0, w(c0) =0, w = 1/z.

Entonces ¢(o0) = 0. Por tanto ¢ es holomorfa y acotada
= ¢ constante = ¢ = 0 y x umbilical.
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Estabilidad

Definicidon

La inmersién x : M — R3 es estable si

—/ u(Au+ |o]?u) dM >0 /uszO.
M M
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Teorema (Barbosa-Do Carmo)

La dnica superficie cerrada con CMC y estable es la esfera euclidea.

h={(N,x)y Ah = —2H — |o|?h

Alx|*> = 4(1 + Hh) = / (1+ Hh) = 0.
M

0 < —/M(1+Hh)<A(1+Hh)+|o|2(1+Hh))

_ _/ (1+ Hi) (2 — Hhlo? + o (1 + Hh))
M

- —/(1+Hh)\a\2§—/2H2—H/ o2h = 0
M M M
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Teorema

Las dnicas superficies con CMC, borde circular, disco topoldgico y
estable son los casquetes esféricos.
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Teorema

Las dnicas superficies con CMC, borde circular, disco topoldgico y
estable son los casquetes esféricos.

Si x es la inmersién, x; rotaciones respecto del eje z,
f = (x A N, E3) es la componente normal de la variacién.

o Af +|of*f =0.
e 0S =S!'= f =0alo largo de OS.
o f =0 < la superficie es de revolucidn.

@ teorema de la divergencia al campo X = x A E3 implica
Jsf=0.
El problema (L + A\)u=0, ups =0, L= A+ lo|2.
Si f € Vy, S—f1({0}) tiene a lo mas j componentes.
Si f#0, A =0 es un valor propio.
f cambia de signo = A1 < 0.

Rafael Lépez Curvatura media, fisica, EDPs



e o(t,v) =0« Vf =0« se cruzan dos lineas nodales.

01,=0

LN =0
o

aS=§"
7,=0

@ o(t,v) se anula en al menos tres puntos.
e disco = S — f~1(0) tiene al menos tres componentes.

e Estabilidad = S — f~1(0) tiene como mucho dos conjuntos.
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El problema de Dirichlet

Buscar ejemplos de superficies CMC hallando grafos.

div— Y  _ ol enDCR?
V14 |Vu|?
u=¢ endD

La curva frontera es 9S = grafo(y).

e x(0OD)>2H >0 < existencia para arbitraria ¢ (Serrin, 1969)

Si hay estimaciones a priori C° y C! = existencia.
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Sea S = grafo(u), upp = 0. Si 3= (0,0,1), tomamos la
aplicacién de Gauss tal que (N,3) >0y H > 0.
Estimaciones C°: si x : S — R3 es el grafo:

A(x,3) =2H(N, 3) A(x,3)>0=u<0.
A(N,3) + |o]*(N,3) =0
A (H(x,3) 4+ (N,3)) = (2H? — ||?)(N,3) < 0

Principio del méximo = H(x, 3) + (N, d) > mingp(...) > 0.
Hu > —(N,3d) > —1, es decir,
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Estimaciones C!: sobre |Vul.
A(N,3) = —[o]*(N,d) <0 = (N,3) > min(N, 3).
1

1+ |Vul?

Cota a priori sobre |[Vu| < (N,d) <1—e€en 9dD.
Equivalentemente

<N75>:

= |Vu| < max|Vu|
oD

(r,d <0<1 endD

y 0 depende sélo de las condiciones iniciales

e  Usar superficies rotacionales como barreras

a
v
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=\

Si g € OD es donde se alcanza el minimo de H(x, a) + (N, a),
H(vq,d) + (dNgvg,3d) > 0 = H(v,ad) — o(v,v)(v,3d) > 0.

((o(t,t) — H){r,d) > 0= (k(N,n) — H)(v,3) >0
H

= k(N,n) <H= —x(r,3) <
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=\

Si g € OD es donde se alcanza el minimo de H(x, a) + (N, a),
H(vq,d) + (dNgvg,3d) > 0 = H(v,ad) — o(v,v)(v,3d) > 0.

((o(t,t) — H){r,d) > 0= (k(N,n) — H)(v,3) >0

= k(N,n) <H= —k(r,3) < H

H(x,3) + (N,3) > (N(q), 3
(N,d) > —H(x,a) + (N(q), d) = (N(q), ).

~>
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Si g € OD es donde se alcanza el minimo de H(x, a) + (N, a),
H(vq,d) + (dNgvg,3d) > 0 = H(v,ad) — o(v,v)(v,3d) > 0.

((o(t,t) — H){r,d) > 0= (k(N,n) — H)(v,3) >0

= k(N,n) <H= —k(r,3) < H

H(x,3) + (N,3) = (N(q), 3)
Hipdtesis: k > H. Sean >0 con k> n >

T
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Teorema

Si D es convexo, H € R, drea(D)H? < /2, entonces existe un
grafo sobre D con borde OD y curvatura media H.
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()

o v

P,={xeR%x3=t} M(t)={xeM;x3>t}, T(t)=M(t)NP;

Q(t): dominio en P; acotado por I(t).

/ (V' E3) dsy = 2H|Q(t)],
r(t)

2
1
Lt2:(/ 1ds) g/ ds/ Vu| ds
(&) . o |Vul r(t)| | ot

— A /r(t)@f, Es) ds; < —2HA/(£)|Q(t)).

IN

4r|Q(1)|
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Por tanto

21 AH
o2 < —HA'(t < At h<—.
< HA() = < AR 5 h< T

Teorema

D es convexo, H € R, drea(D)H? < 7/2 = existencia.
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Por tanto

21 AH
o2 < —HA'(t < At h<—.
< HA() = < AR 5 h< T

Teorema

D es convexo, H € R, drea(D)H? < /2 = existencia.

2HV = / |V(x, E3)|* dS = /(1— (N, E3)?), V=/ u dxdy
S S D

IN

A§2H/ u dxdy—l—/(N, Es)? dS
D S

IN

2Hha(D)+/S\<N, Es)| dS = (2hH + 1)a(D)

a(D)H
2(m — a(D)H?)’
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Hipdtesis = 30 > 0 tal que

1
he = _s
< 2H

=s\B
—
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Funciones curvatura media que son interesantes son aquéllas que
tienen un origen fisico

@ H = constante, incluyendo superficies minimales (H = 0).
@ H(x,y,z) = kz + b: gotas liquidas con gravedad, capilaridad.
Q@ H(x,y,z) = a(x?> + y?) + b: gotas liquidas que rotan.
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Capilaridad sobre bandas infinitas: canales liquidos

Objetivo : estudiar la forma de la gota + obtener cotas a priori del
tamano de la gota.
Parametrizamos como X(s, t) = a(s) + té. Si
a(s) = (x(s),0,z(s)) p.p-a., es equivalente a estudiar
x'(s) = cosf(s)
Z'(s) = sind(s)
0'(s) = kz(s)+b

con condiciones iniciales
a(0) =(0,0,z), 6(0)=0
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Teorema
e Sik>0,

@ Si k <0, dependiendo de la posicion de zy respecto de

—2/\/—k, tenemos
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Diferencia con el caso rotacional, caso xk < 0.

0z b
1 2 T s
0.1
2 4 A i
H % ® 10-0.5
0.1, 2
0.2 -1
-2
0s
18
0.4 i
= 2 3]

o Si
[—2
—1/— < zp < 0= grafo.
K

-2
<zp< —\/—

2
V=K K

bt BoCR & 5%
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Obtenemos estimaciones (x > 0)

SN
/ AN
/
\ Looqed)
\ [
i i
\
Wby
i
|- = ' 1
Rk
[
i
' 1
i
i

Teorema
Sik>0ym/2 <~y <pi,

1 1—siny
VK \/2(1 — cos7y) + Ku3

1 1—sm'y
\/_ 2+nu

R
/ - A ) ¢y,
(y)” —
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Gotas liquidas que rotan

X,

2 r(x) =x,+x,

1
E= T|5|—§pw2 /W r?dx

1
2TH(x) = —Epwzr2 +A x€eS.

H(x1, X2, x3) = ar? + b, a,beR.
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Diferencias con el caso CMC.

@ Existen de género cero que no estdn embebidas (versus
teorema de Hopf).

@ Existen toro embebidos (versus teorema de Alexandrov).

©=02885
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Problema de existencia. Dada una curva cerrada I y
a,b € R. jexiste una gota rotacional M con OM =T y
2H(x) = ar?> + b?
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Problema de existencia. Dada una curva cerrada I y
a,b € R. jexiste una gota rotacional M con OM =T y
2H(x) = ar?> + b?

Teorema (OM # 0)

(ar®* 4+ 2b){a A/, E3) ds = —4/ (v, E3) ds. (1)

oM oM

En particular

a/ rPlaAd, E) ds < 4<|8M| —b area(@M)),
oM
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Corolario

SiT = SY(R) es un circulo horizontal centrado en el eje x3,
entonces

4
R% 4 2p| < —.
laR® + I_R

a=0,2H=b = [2b] = [4H| < 4/R.
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Estabilidad de columnas

Definicion

La superficie es estable si
—/ u<Au + (|0|2 — 2a(x1 \q —|—X2N2))u> dM >0
M
uom =0 /uszO.
M

h
H=1/(2r) estable sii h<2nr

(Plateau) =
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Teorema (1)

La altura h de una estable con a > 0

T L
< — _ = = .
h_2”a|§2|’ L=|C|,C =02
Teorema (2)

La altura h de una estable con a> 0, b > 0

L
h<om|— .
="\ aaQ| + Lb?
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H(x,y,z) = ar* + b

@ Para el cilindro: gota rotacional con a=1/r®y b = 0. Existe
dos nociones de estabilidad:
r

@ como rotacional, estable = h < NG
®@ como CMC, estable = h < 27r.

Existen columnas cilindricas que no son estables como
rotacionales pero estables como CMC.

@ Sia=0y b=1/r: el resultado de Plateau.
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x(t,s) = a(s)+ tEs, t € [0,h] y s € [0, L]
| = dt? + ds?,

N(t,s) = E3 A d/(s).

2H(t,s) = (Es AN d/(s),a"(s)) = k(s).

A =02+ 0% = Ao

|o? = r(s)?

x1N1 + xoNp = —<a(s) VAN O/(S), E3>.

Se toma

u=u(t,s) = f(t)g(s).
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u(t,s) = f(t)g(s) es una funcién test si

f(t)

a(s) +tE,

«— t=() —»
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