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Primera variación del volumen

φ : Mn → Rm inmersión
H vector curvatura media, ∆φ = n H

F : (−ε, ε)×M → Rm, Ft = F (t, .), variación de φ = F0

A(t) =
∫
M dvt , A′(0) = −n

∫
M H · V dv0, V = F∗(∂t)|t=0

Puntos cŕıticos del volumen para variaciones arbitrarias:
MINIMAS

Φ ḿınima ⇔ H = 0
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Flujo de la curvatura media (FCM)

φ : Mn → Rm inmersión

FCM de φ

F : [0,Tsing )×M → Rm, Ft = F (t, .), variación de φ = F0(
d

dt
Ft(x)

)⊥
= H(t, x) (FCM)
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Concepto de solución autosemejante del FCM

φ : Mn → Rm inmersión, Ft : Mn → Rm variación de φ
I Ft = h(t)φ, h(t) ∈ R∗. Ft solución de (FCM)?
g0 := φ∗〈 , 〉 ⇒ gt := F ∗t 〈 , 〉 = h(t)2g0

Ht = H
h(t) ,

dFt
dt = h′(t)φ

Ft solución de (FCM) ⇔ h′(t)φ⊥ = H
h(t) , h(0) = 1

⇔ ∃a ∈ R : h(t)h′(t) = a, a φ⊥ = H

Ft(p) =
√

2at + 1 φ(p), 2at + 1 > 0, solución (FCM) si H = a φ⊥

φ autosemejante si H = a φ⊥

{
a < 0, contráctil

a > 0, expansiva
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a > 0, expansiva

Ildefonso Castro Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano



Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Definición del FCM
Soluciones autosemejantes del FCM
Resultados en codimensión 1

Concepto de solución autosemejante del FCM

φ : Mn → Rm inmersión, Ft : Mn → Rm variación de φ
I Ft = h(t)φ, h(t) ∈ R∗. Ft solución de (FCM)?
g0 := φ∗〈 , 〉 ⇒ gt := F ∗t 〈 , 〉 = h(t)2g0

Ht = H
h(t) ,

dFt
dt = h′(t)φ

Ft solución de (FCM) ⇔ h′(t)φ⊥ = H
h(t) , h(0) = 1

⇔ ∃a ∈ R : h(t)h′(t) = a, a φ⊥ = H

Ft(p) =
√

2at + 1 φ(p), 2at + 1 > 0, solución (FCM) si H = a φ⊥

φ autosemejante si H = a φ⊥

{
a < 0, contráctil
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Codimensión 1: Curvas planas e hipersuperficies

[Grayson, 1987]

C ⊂ R2, cerrada y simple ⇒
C colapsa a un punto en tiempo finito por el FCM

[Huisken, 1984]-[Gage-Hamilton, 1985]

Mn ⊂ Rn+1, compacta y convexa ⇒
M colapsa a un punto en tiempo finito por el FCM

Estudio de singularidades:
[Huisken-Sinestrari, 1999, 2009], [White, 2003]
� [Colding-Minicozzi, 2009] Clasificación de las singularidades del
FCM de una (hiper)superficie compacta embebida
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Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Superficies lagrangianas en el plano eucĺıdeo complejo
Superficies lagrangianas estacionarias hamiltonianas (LEH)
Flujo lagrangiano de la curvatura media

Superficies lagrangianas en C2
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2H = J∇β

Superficies lagrangianas ḿınimas en C2
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(R4 ≡ C2, 〈, 〉 , J ) plano eucĺıdeo complejo, ω(., .) = 〈J., .〉 = 1
2dλ

Φ : M2 → C2 lagrangiana si Φ∗ω = 0 ⇔ J : TM ∼= T⊥M

σ(v ,w) = JAJvw , C (·, ·, ·) = 〈σ(·, ·), J·〉 simétrica
1-forma curvatura media: αH = Hyω = 〈JH, .〉 dαH = 0

φ∗(dz1 ∧ dz2) = e iβωM , β : M → R/2πZ ángulo lagrangiano;
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Superficies lagrangianas estacionarias hamiltonianas (LEH)
Flujo lagrangiano de la curvatura media

Superficies lagrangianas en C2
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Variaciones hamiltonianas del área

Φ : M2 → C2 LAGRANGIANA
X[Oh, 1993] F : (−ε, ε)×M → C2 variación Hamiltoniana de Φ

si V = F∗(
∂
∂t ) |t=0 Hamiltoniano

i.e. αV = V yω = 〈JV , .〉 exacta ⇔ αV = df

Puntos cŕıticos del área para variaciones Hamiltonianas:
ESTACIONARIAS HAMILTONIANAS
(o HAMILTONIANAS MINIMALES)

0 =
∫
M〈αV , αH〉dv0=

∫
M〈df , αV 〉dv0 =

∫
M〈f , δαH〉dv0,

∀f ∈ C∞
0 (M)

Φ LEH ⇔ δαH = 0 ⇔ div JH = 0 ⇔ ∆β = 0
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Φ : M2 → C2 LAGRANGIANA
X[Oh, 1993] F : (−ε, ε)×M → C2 variación Hamiltoniana de Φ

si V = F∗(
∂
∂t ) |t=0 Hamiltoniano

i.e. αV = V yω = 〈JV , .〉 exacta ⇔ αV = df
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Superficies lagrangianas estacionarias hamiltonianas (LEH)
Flujo lagrangiano de la curvatura media

Variaciones hamiltonianas del área
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Superficies LEH compactas en C2

Φ : M2 → C2 LEH ⇒ ∆αH = 0, i.e. αH armónica

I M compacta, gen(Σ) = 0 ⇒ H = 0!! NO EXISTEN

I Conjetura de Oh: S1(r1)× S1(r2) ⊂ C2 no solo LEH
sino área-minimizante en su clase de isotoṕıa Hamiltoniana
X[Minicozzi, 1995] Conjetura de Willmore restringida a los toros

lagrangianos de C2 ⇒ Conjetura de Oh

Ejemplos de toros LEH en C2:
X[- & Urbano, 1998]
X[Helein & Romon, 2000,02]
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FCM Lagrangiano

φ : M2 → R4 ≡ C2 lagrangiana, Ft FCM de φ

X[Smoczyk, 1996]
φ lagrangiana ⇒ Ft lagrangiana, ∀t ∈ [0,Tsing ), 0 < Tsing < ε

Singularidades en Tsing → soluciones tipo soliton

� Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano:
(H = a φ⊥ ⇔ αH = 2a φ∗λ)
Ejemplos más sencillos:

cilindro circular recto, S1( 1√
−2a

)× R

toro de Clifford, S1( 1√
−2a

)× S1( 1√
−2a

)
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Proyecciones en 3-espacios coordenados del toro de Clifford
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Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Producto de curvas planas

Ejemplos 1: α1 × α2

α1 = α1(t) ∈ C, α2 = α2(s) ∈ C, ambas p.p.a.

φ(t, s) = (α1(t), α2(s))

2H = κα1 Jφt + κα2 Jφs
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Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano en α1×α2

φ = α1 × α2 autosemejante (i.e. H = a φ⊥)
⇔ καi = 2a α⊥i , i = 1, 2 ⇔ καi = −2a

√
Ei e

−a|αi |2 , i = 1, 2

0 ≤ Ei = r2
i (1− r ′2i ) e2ar2

i , ri = |αi |, i = 1, 2
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Producto de curva plana y curva de Legendre esférica

Ejemplos 2: α · ξ X[Ros & Urbano, 1998]

α = α(t) ∈ C∗, ξ = ξ(s) ⊂ S2
(

1
2

)
p.p.a.

φ(t, s) = α(t) · ξ(s) =
(
α(t)ξ̃1(s), α(t)ξ̃2(s)

)
,

ξ̃ = (ξ̃1, ξ̃2) ∈ S3 ⊂ C2 hor., π ◦ ξ̃ = ξ, π : S3 → S2
(

1
2

)
Hopf

2H = 2|α|
|α′| κα2 Jφt +

κξ

|α|2 Jφs
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Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano en α · ξ

φ = α · ξ autosemejante (i.e. H = a φ⊥)
⇔ |α|2κα2 = −a

√
E e−a|α|2 , κξ = 0

0 ≤ E = r4
(
1− r ′2

)
e2ar2

, r = |α|
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“Producto” de curvas de Legendre esférica e hiperbólica

Ejemplos 3: η � ξ X[- & Chen, 2008]

η = η(t) ⊂ H2
(
−1

2

)
, ξ = ξ(s) ⊂ S2

(
1
2

)
, ambas p.p.a.

φ(t, s) = η(t)� ξ(s) =
(
η̃1(t)ξ̃1(s), η̃2(t)ξ̃2(s)

)
,

η̃ = (η̃1, η̃2) ∈ H3
1 ⊂ C2 hor., π◦η̃=η, π : H3

1 → H2
(−1

2

)
Hopf,

ξ̃ = (ξ̃1, ξ̃2) ∈ S3 ⊂ C2 hor., π◦ξ̃=ξ, π : S3 → S2
(

1
2

)
Hopf

2H = e−2u (κη Jφt + κξ Jφs), e2u = η3 + ξ3
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Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano en η � ξ

φ = η � ξ autosemejante (H = a φ⊥)

⇔ κη = 2a
√

Eη e−a(η3− 1
2
), κξ = 2a

√
Eξ ea(ξ3+

1
2
)

0 ≤ Eη = ρ2
(
1 + ρ2 − ρ′2

)
e2aρ2

, ρ2 = |η̃1|2 = η3 − 1
2

0 ≤ Eξ = r2
(
1− r2 − ṙ2

)
e−2ar2

, r2 = |ξ̃1|2 = 1
2 + ξ3
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano en η � ξ

φ = η � ξ autosemejante (H = a φ⊥)

⇔ κη = 2a
√

Eη e−a(η3− 1
2
), κξ = 2a

√
Eξ ea(ξ3+

1
2
)

0 ≤ Eη = ρ2
(
1 + ρ2 − ρ′2

)
e2aρ2

, ρ2 = |η̃1|2 = η3 − 1
2

0 ≤ Eξ = r2
(
1− r2 − ṙ2

)
e−2ar2

, r2 = |ξ̃1|2 = 1
2 + ξ3
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano en η � ξ

φ = η � ξ autosemejante (H = a φ⊥)

⇔ κη = 2a
√

Eη e−a(η3− 1
2
), κξ = 2a

√
Eξ ea(ξ3+

1
2
)

0 ≤ Eη = ρ2
(
1 + ρ2 − ρ′2

)
e2aρ2

, ρ2 = |η̃1|2 = η3 − 1
2

0 ≤ Eξ = r2
(
1− r2 − ṙ2

)
e−2ar2

, r2 = |ξ̃1|2 = 1
2 + ξ3
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano en η � ξ

φ = η � ξ autosemejante (H = a φ⊥)

⇔ κη = 2a
√

Eη e−a(η3− 1
2
), κξ = 2a

√
Eξ ea(ξ3+

1
2
)

0 ≤ Eη = ρ2
(
1 + ρ2 − ρ′2

)
e2aρ2

, ρ2 = |η̃1|2 = η3 − 1
2

0 ≤ Eξ = r2
(
1− r2 − ṙ2

)
e−2ar2

, r2 = |ξ̃1|2 = 1
2 + ξ3
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Φδ : R2 → C2, δ > 0

Φδ(s, t) =
1√
2a

(
i sδ cosh t e

− i s
cδ , tδ sinh t e i cδ s

)
sδ = sinh δ, cδ = cosh δ, tδ = tanh δ LEH Hδ = a Φ⊥δ , a > 0

cosh2 δ /∈ Q, Φδ plano embebido; cosh2 δ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Φp,q : R2 → C2, p > q X[Lee & Wang, 2007]

Φp,q(s, t) =

√
p − q

2a

(
i
√

q
cosh t e

−i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

i
√

p
q
s
)

I Φp,q(s + 2π
√

pq, t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I p impar, q par: Φp,q(s + π

√
pq,−t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Φδ : R2 → C2, δ > 0

Φδ(s, t) =
1√
2a

(
i sδ cosh t e

− i s
cδ , tδ sinh t e i cδ s

)
sδ = sinh δ, cδ = cosh δ, tδ = tanh δ LEH Hδ = a Φ⊥δ , a > 0

cosh2 δ /∈ Q, Φδ plano embebido; cosh2 δ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Φp,q : R2 → C2, p > q X[Lee & Wang, 2007]

Φp,q(s, t) =

√
p − q

2a

(
i
√

q
cosh t e

−i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

i
√

p
q
s
)

I Φp,q(s + 2π
√

pq, t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I p impar, q par: Φp,q(s + π

√
pq,−t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Φδ : R2 → C2, δ > 0

Φδ(s, t) =
1√
2a

(
i sδ cosh t e

− i s
cδ , tδ sinh t e i cδ s

)
sδ = sinh δ, cδ = cosh δ, tδ = tanh δ LEH Hδ = a Φ⊥δ , a > 0

cosh2 δ /∈ Q, Φδ plano embebido; cosh2 δ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Φp,q : R2 → C2, p > q X[Lee & Wang, 2007]

Φp,q(s, t) =

√
p − q

2a

(
i
√

q
cosh t e

−i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

i
√

p
q
s
)

I Φp,q(s + 2π
√

pq, t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I p impar, q par: Φp,q(s + π

√
pq,−t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Φδ : R2 → C2, δ > 0

Φδ(s, t) =
1√
2a

(
i sδ cosh t e

− i s
cδ , tδ sinh t e i cδ s

)
sδ = sinh δ, cδ = cosh δ, tδ = tanh δ LEH Hδ = a Φ⊥δ , a > 0

cosh2 δ /∈ Q, Φδ plano embebido; cosh2 δ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Φp,q : R2 → C2, p > q X[Lee & Wang, 2007]

Φp,q(s, t) =

√
p − q

2a

(
i
√

q
cosh t e

−i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

i
√

p
q
s
)

I Φp,q(s + 2π
√

pq, t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I p impar, q par: Φp,q(s + π

√
pq,−t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Φδ : R2 → C2, δ > 0

Φδ(s, t) =
1√
2a

(
i sδ cosh t e

− i s
cδ , tδ sinh t e i cδ s

)
sδ = sinh δ, cδ = cosh δ, tδ = tanh δ LEH Hδ = a Φ⊥δ , a > 0

cosh2 δ /∈ Q, Φδ plano embebido; cosh2 δ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Φp,q : R2 → C2, p > q X[Lee & Wang, 2007]

Φp,q(s, t) =

√
p − q

2a

(
i
√

q
cosh t e

−i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

i
√

p
q
s
)

I Φp,q(s + 2π
√

pq, t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I p impar, q par: Φp,q(s + π

√
pq,−t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Φδ : R2 → C2, δ > 0

Φδ(s, t) =
1√
2a

(
i sδ cosh t e

− i s
cδ , tδ sinh t e i cδ s

)
sδ = sinh δ, cδ = cosh δ, tδ = tanh δ LEH Hδ = a Φ⊥δ , a > 0

cosh2 δ /∈ Q, Φδ plano embebido; cosh2 δ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Φp,q : R2 → C2, p > q X[Lee & Wang, 2007]

Φp,q(s, t) =

√
p − q

2a

(
i
√

q
cosh t e

−i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

i
√

p
q
s
)

I Φp,q(s + 2π
√

pq, t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I p impar, q par: Φp,q(s + π

√
pq,−t) = Φp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Plano Φδ, cosh2 δ /∈ Q
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Cilindro Φ3,1
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Cinta de Moebius Φ3,2
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Υγ : R2 → C2, 0 < γ < π/2

Υγ(s, t) =
1√
−2a

(
−i sγ cosh t e

i s
cγ , tγ sinh t e−i cγ s

)
sγ = sin γ, cγ = cos γ, tγ = tan γ LEH Hγ = a Υ⊥

γ , a < 0

cos2 γ /∈ Q, Υγ plano embebido; cos2 γ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Υp,q : R2 → C2, p < q X[Lee & Wang, 2007]

Υp,q(s, t) =

√
q − p

−2a

(
−i
√

q
cosh t e

i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

−i
√

p
q
s
)

I Υp,q(s + 2π
√

pq, t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I q par, p impar: Υp,q(s + π

√
pq,−t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Υγ : R2 → C2, 0 < γ < π/2

Υγ(s, t) =
1√
−2a

(
−i sγ cosh t e

i s
cγ , tγ sinh t e−i cγ s

)
sγ = sin γ, cγ = cos γ, tγ = tan γ LEH Hγ = a Υ⊥

γ , a < 0

cos2 γ /∈ Q, Υγ plano embebido; cos2 γ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Υp,q : R2 → C2, p < q X[Lee & Wang, 2007]

Υp,q(s, t) =

√
q − p

−2a

(
−i
√

q
cosh t e

i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

−i
√

p
q
s
)

I Υp,q(s + 2π
√

pq, t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I q par, p impar: Υp,q(s + π

√
pq,−t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Υγ : R2 → C2, 0 < γ < π/2

Υγ(s, t) =
1√
−2a

(
−i sγ cosh t e

i s
cγ , tγ sinh t e−i cγ s

)
sγ = sin γ, cγ = cos γ, tγ = tan γ LEH Hγ = a Υ⊥

γ , a < 0

cos2 γ /∈ Q, Υγ plano embebido; cos2 γ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Υp,q : R2 → C2, p < q X[Lee & Wang, 2007]

Υp,q(s, t) =

√
q − p

−2a

(
−i
√

q
cosh t e

i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

−i
√

p
q
s
)

I Υp,q(s + 2π
√

pq, t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I q par, p impar: Υp,q(s + π

√
pq,−t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Υγ : R2 → C2, 0 < γ < π/2

Υγ(s, t) =
1√
−2a

(
−i sγ cosh t e

i s
cγ , tγ sinh t e−i cγ s

)
sγ = sin γ, cγ = cos γ, tγ = tan γ LEH Hγ = a Υ⊥

γ , a < 0

cos2 γ /∈ Q, Υγ plano embebido; cos2 γ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Υp,q : R2 → C2, p < q X[Lee & Wang, 2007]

Υp,q(s, t) =

√
q − p

−2a

(
−i
√

q
cosh t e

i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

−i
√

p
q
s
)

I Υp,q(s + 2π
√

pq, t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I q par, p impar: Υp,q(s + π

√
pq,−t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Υγ : R2 → C2, 0 < γ < π/2

Υγ(s, t) =
1√
−2a

(
−i sγ cosh t e

i s
cγ , tγ sinh t e−i cγ s

)
sγ = sin γ, cγ = cos γ, tγ = tan γ LEH Hγ = a Υ⊥

γ , a < 0

cos2 γ /∈ Q, Υγ plano embebido; cos2 γ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Υp,q : R2 → C2, p < q X[Lee & Wang, 2007]

Υp,q(s, t) =

√
q − p

−2a

(
−i
√

q
cosh t e

i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

−i
√

p
q
s
)

I Υp,q(s + 2π
√

pq, t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I q par, p impar: Υp,q(s + π

√
pq,−t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Υγ : R2 → C2, 0 < γ < π/2

Υγ(s, t) =
1√
−2a

(
−i sγ cosh t e

i s
cγ , tγ sinh t e−i cγ s

)
sγ = sin γ, cγ = cos γ, tγ = tan γ LEH Hγ = a Υ⊥

γ , a < 0

cos2 γ /∈ Q, Υγ plano embebido; cos2 γ = p/q ∈ Q, (p, q) = 1

Υp,q : R2 → C2, p < q X[Lee & Wang, 2007]

Υp,q(s, t) =

√
q − p

−2a

(
−i
√

q
cosh t e

i
√

q
p
s
,

1
√

p
sinh t e

−i
√

p
q
s
)

I Υp,q(s + 2π
√

pq, t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2 cilindro
I q par, p impar: Υp,q(s + π

√
pq,−t) = Υp,q(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

cinta de Moebius
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Plano Υγ, cos2 γ /∈ Q

Ildefonso Castro Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano



Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Cilindro Υ1,3
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Cinta de Moebius Υ1,2
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Ψν : S1 × R → C2, ν > 0

Ψν(e
i s , t) =

1√
−2a

(
cν cos s e

i t
sν , tν sin s e i sν t

)
sν = sinh ν, cν = cosh ν, tν = coth ν LEH Hν = a Ψ⊥

ν , a < 0

sinh2 ν /∈ Q, Ψν cilindro embebido; sinh2 ν = m/n ∈ Q, (m, n) = 1

Ψm,n : S1 × R → C2, (m, n) = 1 X[Lee & Wang, 2008]

Ψm,n(s, t) =

√
m + n

−2a

(
1√
n

cos s e i
√

n
m

t ,
1√
m

sin s e i
√

m
n
t

)
I Ψ(s + 2π, t) = Ψ(s, t) = Ψ(s, t + 2π

√
mn), ∀(s, t) ∈ R2

I m, n impares: Ψ(s + π, t + π
√

mn) = Ψ(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

Tm,n = R2/Λm,n toro
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Ψν : S1 × R → C2, ν > 0

Ψν(e
i s , t) =

1√
−2a

(
cν cos s e

i t
sν , tν sin s e i sν t

)
sν = sinh ν, cν = cosh ν, tν = coth ν LEH Hν = a Ψ⊥

ν , a < 0

sinh2 ν /∈ Q, Ψν cilindro embebido; sinh2 ν = m/n ∈ Q, (m, n) = 1

Ψm,n : S1 × R → C2, (m, n) = 1 X[Lee & Wang, 2008]

Ψm,n(s, t) =

√
m + n

−2a

(
1√
n

cos s e i
√

n
m

t ,
1√
m

sin s e i
√

m
n
t

)
I Ψ(s + 2π, t) = Ψ(s, t) = Ψ(s, t + 2π

√
mn), ∀(s, t) ∈ R2

I m, n impares: Ψ(s + π, t + π
√

mn) = Ψ(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

Tm,n = R2/Λm,n toro
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Familia Ψν : S1 × R → C2, ν > 0
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i s , t) =

1√
−2a

(
cν cos s e

i t
sν , tν sin s e i sν t

)
sν = sinh ν, cν = cosh ν, tν = coth ν LEH Hν = a Ψ⊥

ν , a < 0

sinh2 ν /∈ Q, Ψν cilindro embebido; sinh2 ν = m/n ∈ Q, (m, n) = 1

Ψm,n : S1 × R → C2, (m, n) = 1 X[Lee & Wang, 2008]
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√
m + n

−2a
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1√
n
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√

n
m

t ,
1√
m

sin s e i
√

m
n
t
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√
mn), ∀(s, t) ∈ R2

I m, n impares: Ψ(s + π, t + π
√

mn) = Ψ(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

Tm,n = R2/Λm,n toro
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Familia Ψm,n (cont.)

I m impar, n par: Ψ(2π − s, t + π
√

mn) = Ψ(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

botella de Klein
I m par, n impar: Ψ(π − s, t + π

√
mn) = Ψ(s, t), ∀(s, t) ∈ R2

botella de Klein

Toro de Clifford T1,1 único embebido

Area(Tm,n) =


(m+n)2π2

−a
√

mn
, m o n par

(m+n)2π2

−2a
√

mn
, m y n impar

Willmore(Tm,n) =


(m+n)2π2
√

mn
, m o n par

(m+n)2π2

2
√

mn
, m y n impar
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Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Toro Ψ1,3
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Existencia
Unicidad

Botella de Klein Ψ1,2
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Clasificación

Teorema

φ : M2 → C2 LEH solución autosemejante de (FCM)

(a) φ expansiva (H = aφ⊥, a > 0)

⇒ φ
loc∼ Φδ : R2 → C2, δ > 0

(b) φ contráctil (H = aφ⊥, a < 0)

⇒ φ
loc∼

(i) S1( 1√
−2a

)× R
(ii) S1( 1√

−2a
)× S1( 1√

−2a
)

(iii) Υγ : R2 → C2, 0 < γ < π/2
(iv) Ψν : S1 × R → C2, ν > 0
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Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración I

z = x + iy , 〈, 〉 = e2u(z)|dz |2

Θ(z) = f (z)(dz)3, f (z) = 4C (∂z , ∂z , ∂z)

Λ(z) = h̄(z)dz , h(z) = 2ω(∂z̄ ,H)

φzz = 2uzφz +
h̄

2
Jφz +

e−2uf

2
Jφz

φzz =
h

2
Jφz +

h

2
Jφz ,

4uzz +
|h|2 − e−4u|f |2

2
= 0

Im(hz) = 0, fz = e2u(hz̄ − 2uz̄h)
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Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración II

F φ autosemejante: H = aφ⊥ ⇒ h = −2a〈φz , Jφ〉, a 6= 0
hz = −aRe(h|φ|2z)

→ gx = 0, g = g(y)

|φ|2zz = |h|2
a + e2u

→ g ′′ = 4
(

µ2

a + e2u
)
, u = u(y)

|φ|2zz = 2uz |φ|2z + 1
2a

(
h̄2 + e−2ufh

)

→ f = e2u

µ

(
au′g ′ − a

2g ′′ − µ2
)

F φ LEH: h̄z̄ = hz = [h = βz̄ ] = βzz = 0
⇒ Λ holomorfa: h ≡ µ, µ > 0

g := |φ|2

φ = φ> + H/a ⇒ g = e−2u
(

g ′2

4 + µ2

a2

)
> 0
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E.D.O. de g = g(y) := |φ|2 > 0

a2(gg ′′ − g ′2) = 4µ2(1 + ag)

� Solución constante: g ≡ −1/a, a < 0; e2u ≡ −µ2/a, f ≡ µ3/a
φxx = φyy = µJφx , φxy = µJφy  S1( 1√

−2a
)× S1( 1√

−2a
)

g ′2 = P(g) := 4Eg2 − 8µ2

a g − 4µ2

a2 , E ∈ R

e2u = Eg − 2µ2/a

u′2 − 2µ2E
a e−2u + µ2E2

a2 e−4u = E

u′′ + 2µ2E
a e−2u − 2µ2E2

a2 e−4u = 0

f = µ(e2u − 2E/a)
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Esbozo de la demostración IV

φxx = −u′φy +

(
2µ− µE

a
e−2u

)
Jφx

φxy = u′φx +
µE

a
e−2uJφy

φyy = u′φy +
µE

a
e−2uJφx

... φxyy = Eφx , φyyy = Eφy . Salvo traslaciones:

φyy = Eφ, φxx = −Eφ + 2µJφx

Ildefonso Castro Soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano



Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración IV

φxx = −u′φy +

(
2µ− µE

a
e−2u

)
Jφx

φxy = u′φx +
µE

a
e−2uJφy

φyy = u′φy +
µE

a
e−2uJφx

... φxyy = Eφx , φyyy = Eφy . Salvo traslaciones:

φyy = Eφ, φxx = −Eφ + 2µJφx
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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2µ− µE

a
e−2u

)
Jφx

φxy = u′φx +
µE

a
e−2uJφy

φyy = u′φy +
µE

a
e−2uJφx

... φxyy = Eφx , φyyy = Eφy . Salvo traslaciones:

φyy = Eφ, φxx = −Eφ + 2µJφx
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración V

� E = 0 ⇒ a < 0: e2u ≡ −2µ2/a, f ≡ −2µ3/a;
φxx = 2µJφx , φxy = φyy = 0  S1( 1√

−2a
)× R

� E > 0

(u′(0) = 0, α := e2u(0) > 0)

φ(x , y) = cosh(
√

Ey)C1(x) + sinh(
√

Ey)C2(x)

=
(

iµ
a
√

α
cosh(

√
Ey) exp

(
− iaα

µ x
)

,
√

α√
E

sinh(
√

Ey) exp
(

iµE
aα x

))
b := g(0) > 0, x + iy = 1√

E
(s + it)

φb(s, t) =(
±i
√

b cosh t exp
(

∓i s√
1+2ab

)
,

√
b√

1+2ab
sinh t exp

(
±i
√

1 + 2ab s
))

usando ± según a ≷ 0

� a > 0: b = sinh2 δ
2a , δ > 0  Φδ

� a < 0: b = sin2 γ
−2a , 0 < γ < π/2  Υγ
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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√
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√
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√
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sinh t exp
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√

1 + 2ab s
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usando ± según a ≷ 0

� a > 0: b = sinh2 δ
2a , δ > 0  Φδ

� a < 0: b = sin2 γ
−2a , 0 < γ < π/2  Υγ
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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√
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√
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√
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Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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√
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Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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√
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Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración V

� E = 0 ⇒ a < 0: e2u ≡ −2µ2/a, f ≡ −2µ3/a;
φxx = 2µJφx , φxy = φyy = 0  S1( 1√

−2a
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√
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√
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� a > 0: b = sinh2 δ
2a , δ > 0  Φδ

� a < 0: b = sin2 γ
−2a , 0 < γ < π/2  Υγ
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración V

� E = 0 ⇒ a < 0: e2u ≡ −2µ2/a, f ≡ −2µ3/a;
φxx = 2µJφx , φxy = φyy = 0  S1( 1√

−2a
)× R

� E > 0 (u′(0) = 0, α := e2u(0) > 0)
φ(x , y) = cosh(
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√
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√
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,
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(
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√

1 + 2ab s
))

usando ± según a ≷ 0

� a > 0: b = sinh2 δ
2a , δ > 0  Φδ

� a < 0: b = sin2 γ
−2a , 0 < γ < π/2  Υγ
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración V

� E = 0 ⇒ a < 0: e2u ≡ −2µ2/a, f ≡ −2µ3/a;
φxx = 2µJφx , φxy = φyy = 0  S1( 1√

−2a
)× R

� E > 0 (u′(0) = 0, α := e2u(0) > 0)
φ(x , y) = cosh(
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Ey)C1(x) + sinh(
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√
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√
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√
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usando ± según a ≷ 0

� a > 0: b = sinh2 δ
2a , δ > 0  Φδ

� a < 0: b = sin2 γ
−2a , 0 < γ < π/2  Υγ
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración VI

� −µ2 ≤ E < 0

(u′(0) = 0, α := e2u(0) > 0)

φ(x , y) = cos(
√
−Ey)C1(x) + sin(

√
−Ey)C2(x)

=
(

iµ
a
√

α
cos(

√
−Ey) exp

(
−iaα

µ x
)

,
√

α√
−E

sin(
√
−Ey) exp

(
iµE
aα x

))
c := g(0) > 0, c > −1/2a; x + iy = 1√

−E
(t + is)

φc(t, s) =(
−i
√

c cos s exp
(

i t√
−1−2ac

)
,

√
c√

−1−2ac
sin s exp

(
i
√
−1−2ac t

))
c = cosh2 ν

−2a , ν > 0  Ψν
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Flujo de la curvatura media
Contexto lagrangiano

Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad

Esbozo de la demostración VI
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√
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Ejemplos de soluciones autosemejantes del FCM lagrangiano
Soluciones autosemejantes estacionarias hamiltonianas

Existencia
Unicidad
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