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|. Motivacion

Variedades riemannianas como
espacios métricos

L(y) = / Ve (0.7 (0) dt
dr(p,q) = nf{L(y) : v € Q(p,q)}

Es posible construir una meétrica d; a partir de una
estructura de longitud L.



Y viceversa ...

v(Pr—1)

N
Py, d) =Y d(y(pr—1)7(pr))
k=1

La(v) = sup{S(P,~,d) : P es una particién del intervalo [a, D]}

Es posible construir una estructura de longitud L,
a partir de una métrica d.




Observaciones:

La(y) > d(y(a),~(b))

L, es semicontinua por abajo
respecto a la convergencia uniforme.

q = (w2,32) = (2. ¥
) ¢ = (v2,92) q
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(w2, y2)

La(7y) = |z2 — 21| + |y2 — 11 d(p,q) = V(z2 — 71)? + (12 —‘y1)2
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Notacidn: d = dj,

d(u,v) = ||u| — |v|‘ + min{|ul, |[v|} - /£ (u,v)

[l =l L) =0
AWV =l 4 o] L(u0) #0




Propiedades:




Ejemplo:
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l. Espacios de caminos

Definicion: se dice que un espacio métrico (X, d) es
de caminos (de longitud, intrinseco) sid = d.

Definicion: se dice que un espacio métrico (X, d)
de caminos es geodésico si paratodo p,q en X
existe un camino y tal que d(p, q) = L(y).



Ejemplo:

d(p, q) = |x1 — x|+ [y1 — 2]
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Proposicion: un espacio meétrico (X, d) de caminos
es localmente conexo por caminos.

RQ

!




Proposicion: un espacio métrico (X, d) completo es
de caminos (geodésico) siy solo si existen e-puntos
medios (puntos medios)

dip,q) — § ntytler—x| sz #
|y1 T y2‘ Si yl — y2




IIl. Distancia de Hausdorff

ACXyr>0, U, (A ={zreX: dist(x,A) <r}

dg(A,B) =inf{r:U,(A) C B,U,(B) C A}
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Ejemplos: / A
dr({a},{b}) = d(a,b) . ) ,"\ b,
A = By,(a) B = Bfrb<b) el a4

dH(A, B) = d]RQ (CL, b) -+ |7“a — Tb|

dH({p}7 E) = 0




Proposicion: dy es una meétrica en el espacio de los
subconjuntos cerrados de X. Ademas

dr (A, B) = max {sup dist(a, B), sup dist(b, A)}
acA beB

Teorema (Hahn, Blashke): si el espacio métrico
(X, d) es completo, entonces el espacio de
subconjuntos cerrados (compactos) es completo
con la métrica dy.




V. El espacio de subconjuntos
compactos

H(R) ={K C R: K compacto}

Proposicion (BMN-): el espacio métrico (H (R), dy)
es estrellado.

_to. [tk C' = sup |k|



Proposicion (BMN-): el espacio métrico (H (R), dy)
es geodeésicamente conexo.

a(t) =T (A)NT,+(B)  r=dy(A,B) >0

Corolario: el espacio métrico (H (R),dy) es
geodésico




IDEA: comparar el espacio métrico (H (R), dy) con
un subespacio “mesurable”

Yis(R)={|lr — s,z +s]: x € R}
Yo(R) = R

du(lr — 8,2+ 8], [y — s,y + 5]) = |v — 9
(ES(R)adH) .g (Rv | ' |)

1SO




dH([Qf—t,Qf—l—t],[y—S,y—l-S]): |£C_y‘+|8_t‘

Proposicién (BMN-): (S(R),dy) = (RZ,,dr) donde
1SO

Ry = {(z,t) e R*:t >0}
dT((wat)a (y,S)) — |$ o y| + |S o t|




Generalizando: Sea (X, d) un espacio métrico
completo, geodésico y localmente compacto.

H(X) = {K:K es compacto}
»(X) = {B,(v):2¢c X}

Proposicion (BMN-): el espacio métrico (H (X),dy)
es geodésicamente conexo.

Corolario: el espacio métrico (H(X),dy) es
geodésico




(X X Rzo,dT)
dT((xvt)7 (yv 8)) — d(:l?,y) + |t - S|

f:XXRZQ%E(X)
flz,t) = Et(x)

Proposicion (BMN-): f es 1-Lipschitzy
suprayectiva.




Ejemplo:
X ={(a,0):a€[-1,00)} U{(0,b) : b € [0,1]}

BQ(_L O) — FQ(O, 1)




Definicion: el espacio métrico (X, d) satisface la
propiedad de entrada y salida si para cualquier
pareja de puntos x,y € X yr > 0 existe una unica
geodésicay y un dnico punto p € 9B, (x) tales que
y(0) =y, y(L) =x y(L +r) =p donde L =d(x,y).




Teorema (BMN-): f esunaisometria siy solo si
(X, d) satisface la propiedad de entrada y salida.

Corolario: 2(R") y Z(H") son isométricos a un
espacio metrico del taxi.




V. Espacios de curvatura

Definicion: espacio métrico de caminos (X, d) tiene
curvatura acotada por abajo por k , denotado
Curv(X) = k si en cada punto p € X la funcion

0, (s,t) es monotona no creciente.




Definicion: sea (X, d) un espacio métrico de caminos
con Curv(X) = k. Se define el angulo entre las
geodésicas a y f como

L(a,B) = lim Ox(s,t)

s,t—0

Proposicion: sea (X, d) un espacio métrico de caminos
con Curv(X) = k. Entonces

lim 0(s,t) = lim 6Oy(s,t)

s,t—0 s,t—0




Proposicién: (R%, d;) no cumple ~
con Curv(X) = k.




Proposicion: (R%, d;) no cumple & ~y
con Curv(X) = k.




Proposicion: sea (X, d) un espacio métrico completo,
localmente compacto y geodésico que cumple la
propiedad de entrada y salida. Entonces el espacio
(XXRsg, dr) no cumple con Curv(XXRs,) = k.




VI. Submetrias

Definicion: una funcién f: (X,dy) — (Y, dy) entre
espacios métricos se dice submetria si

f(Er(p)) — Er(f(p))

Proposicion: toda submersion riemanniana
f:(M,gy) = (N, gy) es una submetria.



Teorema (O’neill): sea f: (M, g)) = (B, 9gg)
una submersion riemanniana, entonces

-~ 3|1~ ~qV
secg(X,Y) =secp (X,Y) + 1 ‘ {X,Y]

Corolario: sea f: (M, gy,) — (B, gg) una
submersion riemanniana, si secy; = k
entonces secg = k




Teorema: sea f: (X,dy) — (Y, dy) una submetriay
(X, d) localmente compacto con Curv(X) = k,
entonces Curv(Y) > k.

Proposicion (BMN-): g: (H(R),dy) = (Z(R),dy)
dada por

g(K) = [min K, max K|
es una submetria.

Conjetura (BMN-): g: (H(R), dy) no cumple con
Curv(H (R)) = k.




VII. El cubo de Hilbert

don(X, ¥) = inf inf dfi(6(X), ()

Teorema (Gromov): d;4 es una métrica en el
conjunto M de las clases de isometria de conjuntos
compactos.



Teorema (Gromov): sea C un subconjunto totalmente
acotado de M, entonces existe un encaje isomeétrico
de (C, d;y) en un subconjunto compacto de (£, dy).

Definicion: el cubo de Hilbert (Q, dy) es el espacio
métrico dado por

Q =11,[0,1]

|x; — il
dQ(x'y) = 2 lzi :

Teorema: (GH(R™),dgy) es homeomorfoa (Q *,dg)




TRABAJO EN PROGRESO:

Caracterizaciones explicitas de H (R™) en (Q *,dg)

Geodésicas
Isometrias

Submetrias
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