
Sobre	la	geometría	del	espacio	de	
subconjuntos	compactos	en	formas	
espaciales	riemannianas

Didier	A.	Solís	gamboa
U.	Autónoma	de	Yucatán	(México)
(conjunto 	con 	W. 	Barrera 	L . 	Montes 	y 	M . 	Navarro)



I.	Motivación

Variedades	riemannianas como	
espacios	métricos

Abstraction & Application 12 (2015) 18� 41 UADY
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Resumen

Este trabajo es el primero de tres art́ıculos en los que se pretende dar un panorama de los fundamentos

de la teoŕıa de espacios de Alexandrov, tomando como punto de partida elementos bien conocidos de

geometŕıa riemanniana y generalizándolos para dar origen a los conceptos más importantes en la teoŕıa

de espacios de curvatura acotada. En esta primera entrega abordaremos el estudio de las estructuras por

caminos y métricas inducidas sobre espacios topológicos.

Abstract

This is the first of three papers in which we present a panoramic view on the basics of the theory

of Alexandrov spaces. We take as a starting point well known properties of riemannian manifolds and

use them as motivation in order to generalize the fundamental geometrical concepts to the category of

spaces with bounded curvatures. The present work is devoted to the study of lenght structures and their

induced metrics in topological spaces.

Keywords and phrases : Estructuras por caminos, espacio métrico de caminos, métricas inducidas

2010 Mathematics Subject Classification 53C21, 54E35 .

1. Introducción

La geometŕıa riemanniana nos provee de una gran variedad de ejemplos que ilustran diversas propiedades
geométricas que pueden explorarse en un contexto topológico o anaĺıtico. Algunas de estas propiedades
están ı́ntimamente relacionadas con la estructura diferencial de la variedad. Tal es el caso del concepto de la
diferenciabilidad de curvas que resulta ser un elemento fundamental para definir la longitud de arco y con
ello una estructura de espacio métrico.

Formalmente, si (M, g) es una variedad riemanniana y ⌦(M) es el conjunto de curvas diferenciables a
trozos en M , entonces la longitud de una curva � : [a, b] ! M , � 2 ⌦(M) es

L(�) =

Z b

a

p
g(�0(t), �0(t)) dt.
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Es	posible	construir	una	métrica	𝑑K a	partir	de	una	
estructura	de	longitud	𝐿.
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Posteriormente se induce una función distancia dL : M ⇥M ! R [ {1}, definida por

dL(p, q) = ı́nf{L(�) : � 2 ⌦(p, q)},

donde ⌦(p, q) denota a todas las curvas diferenciables a trozos en M que conectan a p con q, y en el caso
que ⌦(p, q) = ? se define dL(p, q) = 1. Luego (M,dL) es un espacio métrico y su topoloǵıa coincide con
la topoloǵıa de la variedad M . Vemos entonces que el funcional L guarda una estrecha relación con la
topoloǵıa de la variedad, y esto se refleja de manera clara en diversos resultados que establecen una conexión
entre propiedades geométricas de (M, g) y propiedades del espacio métrico (M,dL). Quizá el ejemplo más
conocido de esta relación es el célebre teorema de Hopf-Rinow, que establece que el espacio métrico (M,dL)
es completo si y sólo si la variedad (M, g) es geodésicamente completa. Más aún, bajo estas hipótesis M es
geodésicamente conexa, es decir, dados dos puntos existe un segmento geodésico de longitud mı́nima que los
une [11, 8].

En este sentido, observemos que una variedad riemanniana (M, g) contiene dos elementos importantes
que permiten definir en ella una función distancia. Estos son, por un lado, la colección de curvas diferencia-
bles a trozos ⌦(M) y por otro, el funcional de longitud L, que depende de la métrica riemanniana asignada.
En conjunto, dichos elementos forman lo que se conoce como una estructura por caminos en M . Esta cons-
trucción se puede generalizar de manera natural a un contexto no necesariamente diferenciable, obteniendo
aśı ejemplos de espacios con propiedades geométricas similares a las que comunmente se observan en las
variedades riemannianas, pero con una mayor diversidad [2, 3, 13].

2. Estructura por Caminos

Como se mecionó en la introducción, uno de los elementos importantes que conforman la geometŕıa de
una variedad es su estructura por caminos. Debido a que nuestro objetivo es ampliar el contexto a uno no
diferenciable, en los sucesivo consideraremos un espacio topológico (X, ⌧) localmente compacto y Hausdor↵.
Recordemos que un camino en (X, ⌧) es una función continua � : I ! X definida en un intervalo conexo
I ⇢ R. A continuación enunciaremos de manera formal este concepto.

Definición 2.1 (Estructura por caminos). Sea (X, ⌧) un espacio topológico. Una estructura por caminos en
X es una clase A de caminos en X, los cuales llamaremos admisibles, junto con un mapeo L : A ! R�0[{1},
llamado longitud de caminos.

La clase A debe satisfacer las siguientes condiciones:

(1) A es cerrado bajo restricciones: si � : [a, b] ! X es un camino admisible y a  c  d  b, entonces la
restricción �|[c,d] de � en [c, d] es también un camino admisible, es decir �|[c,d] 2 A.

(2) A es cerrado bajo concatenaciones o productos de caminos: si un camino � : [a, b] ! X es tal que
sus restricciones �|[a,c] y �|[c,b] son ambos caminos admisibles, entonces también lo es �, en tal caso
escribiremos � = �|[a,c] · �|[c,b].

(3) A es cerrado bajo reparametrizaciones lineales: para un camino admisible � : [a, b] ! X y un homeo-
morfismo ' : [c, d] ! [a, b] de la forma '(t) = st + r, la composición � � ' es también un camino
admisible.

El mapeo L debe tener las siguientes propiedades:

(1) La longitud de caminos es aditiva: L(�|[a,b]) = L(�|[a,c]) + L(�|[c,b]) para cualquier c 2 [a, b].

(2) Para un camino � : [a, b] ! X de longitud finita, denotemos por L(�, a, t) a la longitud de la restricción
�|[a,t]. Entonces la función L(�, a, ·) debe ser una función continua.

(3) Dados � 2 A, donde � : [a, b] ! X y ' : [c, d] ! [a, b] un homeomorfismo lineal de la forma '(t) = st+r,
se tiene que L(� � ') = L(�).

𝑝
𝑞



Y		viceversa	…
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4.1. Longitud de curvas en espacios métricos

En cálculo diferencial la longitud L de una curva diferenciable � se puede aproximar mediante las lon-
gitudes de una curva poligonal �P formada por segmentos que se generan a partir de una partición P de
�. Al tomar el ĺımite de L(�P ) cuando las particiones P son cada vez más pequeñas se obtiene L(�). Más
aún, dicho resultado coincide con la longitud de arco usual que se obtiene al integrar la norma del vector
tangente a la curva. Si bien la diferenciabilidad juega un papel importante en la geometŕıa riemanniana, la
idea primordial de tomar particiones y calcular sumas de longitudes de segmentos se puede implementar de
forma general en un espacio métrico. La manera de hacer esto es como se menciona en la siguiente definición.

Definición 4.1. Sea (X, d) un espacio métrico y � : [a, b] ! X un camino en X. Consideremos una partición
P de [a, b], esto es, una colección finita de puntos P = {p0, p1, . . . , pN} tal que a = p0 < p1 < · · · < pN = b.
El supremo de todas las sumas de la forma

S(P, �, d) =
NX

k=1

d(�(pk�1), �(pk)),

sobre todas las particiones P de [a, b], es llamado la longitud de �, respecto de la métrica d y la denotaremos
por Ld(�). Una curva se dice rectificable si Ld(�) es finito. Escribiremos simplemente S(P ) cuando quede
claro la curva � y la métrica d que se esté utilizando, además usaremos la siguiente notación:

s(�, d) = {S(P, �, d) : P es una partición del intervalo [a, b]},

por lo que sup
P

{s(�, d)} = Ld(�) (Figura 6).

Figura 6: Poligonal.

Un ejemplo común e ilustrativo para entender la construcción previamente hecha es el siguiente.

Ejemplo 4.2. Consideremos R2 con la métrica euclidiana usual d, y sea L la longitud de arco estándar en
R2, entonces Ld = L. Sea � : [a, b] ! R2 una curva diferenciable en (a, b) y �(t) = (x(t), y(t)). Tomemos

Pn = {a = p0, p1, . . . , pn = b} una partición regular del intervalo [a, b], es decir pk = a + k

b� a

n

para

0  k  n y denotemos por � =
b� a

n

. Por el teorema del valor intermedio existen p

⇤
k, p

⇤⇤
k 2 [pk, pk+1] (para

0  k  n� 1) de manera que

x(pk)� x(pk+1) = x

0(p⇤k)� y y(pk)� y(pk+1) = y

0(p⇤⇤k )�,

Es	posible	construir	una	estructura	de	longitud	𝐿P
a	partir	de	una	métrica	𝑑.

26 De la Geometŕıa Riemanniana a los Espacios de Alexandrov I

4.1. Longitud de curvas en espacios métricos

En cálculo diferencial la longitud L de una curva diferenciable � se puede aproximar mediante las lon-
gitudes de una curva poligonal �P formada por segmentos que se generan a partir de una partición P de
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�. Al tomar el ĺımite de L(�P ) cuando las particiones P son cada vez más pequeñas se obtiene L(�). Más
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idea primordial de tomar particiones y calcular sumas de longitudes de segmentos se puede implementar de
forma general en un espacio métrico. La manera de hacer esto es como se menciona en la siguiente definición.

Definición 4.1. Sea (X, d) un espacio métrico y � : [a, b] ! X un camino en X. Consideremos una partición
P de [a, b], esto es, una colección finita de puntos P = {p0, p1, . . . , pN} tal que a = p0 < p1 < · · · < pN = b.
El supremo de todas las sumas de la forma

S(P, �, d) =
NX

k=1

d(�(pk�1), �(pk)),

sobre todas las particiones P de [a, b], es llamado la longitud de �, respecto de la métrica d y la denotaremos
por Ld(�). Una curva se dice rectificable si Ld(�) es finito. Escribiremos simplemente S(P ) cuando quede
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aśı que

ĺım
n!1

S(Pn) = ĺım
n!1

n�1X

k=0

d(�(pk), �(pk+1))

= ĺım
n!1

n�1X

k=0

p
(x(pk)� x(pk+1))2 + (y(pk)� y(pk+1))2

= ĺım
n!1

n�1X

k=0

q
(x0(p⇤k)�)2 + (y0(p⇤⇤k )�)2

= ĺım
n!1

n�1X

k=0

q
x

0(p⇤k)
2 + y

0(p⇤⇤k )2�,

y debido a que x

0 y y

0 son continuas se tendrá que

ĺım
n!1

n�1X

k=0

q
x

0(p⇤k)
2 + y

0(p⇤⇤k )2� = ĺım
n!1

n�1X

k=0

p
x

0(qk)2 + y

0(qk)2�

=

Z b

a

p
x

0(t)2 + y

0(t)2 dt

=

Z b

a

|�0(t)| dt = L(�).

Por el otro lado tenemos que

Ld(�) = ĺım
n!1

S(Pn),

y por lo tanto Ld(�) = L(�).

Consideremos un camino � : [a, b] ! X en un espacio métrico (X, d). Es importante notar que debido a
que [a, b] es compacto de R y � es continua, en particular � es uniformemente continua en [a, b]. Además, si �
es rectificable, entonces para cada " existe una partición P del intervalo [a, b] tal que Ld(�)�S(P )  ", esto
porque si fijamos k = L(�)� ", entonces k no es cota superior del conjunto s(�, d) (debido a que k < L(�)),
aśı que debe existir una partición Q de [a, b] de manera que k  S(Q). Estas observaciones nos permitirán
demostrar algunas propiedades importantes que la función Ld satisface, y que posteriormente le permitirán
ser una longitud de camino.

Teorema 4.3 (Propiedades de la Longitud de Caminos Inducida). La longitud de caminos L = Ld inducida
por una métrica d posee las siguientes propiedades:

(1) La desigualdad triangular: L(�) � d(�(a), �(b)).

(2) Aditividad: si a < c < b, entonces L(�, a, c) +L(�, c, b) = L(�). En particular, L(�, a, t) es una función
no decreciente de t.

(3) Continuidad sobre caminos:Si � es rectificable, la función L(�|[c0,c]) = L(�, c0, c) es continua en c

0 y c.

(4) Semicontinuidad: L es una funcional semi-continua por abajo en el espacio de funciones continuas de
[a, b] en X con respecto a la convergencia uniforme. Esto significa que para cada sucesión {�k}k2N
de caminos rectificables con el mismo dominio de tal forma que �k(t) converge uniformemente a �(t),
cuando k ! 1 y para cada t en el dominio, donde � es rectificable, entonces ĺım ı́nf L(�k) � L(�).

Prueba. (1) Dadas dos particiones P y P

0 tal que P ✓ P

0, entonces S(P )  S(P 0), aśı que para cualquier
partición P = {p0, p1, . . . , pN} se cumple que S(P ) � d(�(p0), �(pN )) = d(�(a), �(b)), aśı que el supremo
L(�) de todas las sumas S(P ) cumplirá L(�) � S(P ) � d(�(a), �(b)), es decir L(�) � d(�(a), �(b)).

(2) Tomemos c 2 (a, b). Sean entonces P = {a, p1, . . . , pn�1, c} y Q = {c, q1, . . . , qm�1, b} particiones de
[a, c] y [c, b], respectivamente. Notemos que R = P [ Q = {a, p1, . . . , c, q1, . . . , b} es una partición de [a, b],
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b� a
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. Por el teorema del valor intermedio existen p
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k 2 [pk, pk+1] (para

0  k  n� 1) de manera que
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Observaciones:

𝐿P es	semicontinua por	abajo	
respecto	a	la	convergencia	uniforme.
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4.1. Longitud de curvas en espacios métricos
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�. Al tomar el ĺımite de L(�P ) cuando las particiones P son cada vez más pequeñas se obtiene L(�). Más
aún, dicho resultado coincide con la longitud de arco usual que se obtiene al integrar la norma del vector
tangente a la curva. Si bien la diferenciabilidad juega un papel importante en la geometŕıa riemanniana, la
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P de [a, b], esto es, una colección finita de puntos P = {p0, p1, . . . , pN} tal que a = p0 < p1 < · · · < pN = b.
El supremo de todas las sumas de la forma

S(P, �, d) =
NX

k=1

d(�(pk�1), �(pk)),
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por lo que sup
P

{s(�, d)} = Ld(�) (Figura 6).

Figura 6: Poligonal.
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Escojamos N lo suficientemente grande de manera que d(�(t), �n(t)) <

"

4N
para toda n � N y t 2 [a, b]

(existe de la convergencia �n ! �). Usando la desigualdad triangular obtenemos

d(�(pj), �(pj+1))  d(�(pj), �n(pj)) + d(�n(pj+1), �n(pj+1)) + d(�n(pj+1), �(pj+1))

 "

4N
+ d(�n(pj+1), �n(pj+1)) +

"

4N

= d(�n(pj+1), �n(pj+1)) +
"

2N
,

aśı que

d(�(pj), �(pj+1))  d(�n(pj+1), �n(pj+1)) +
"

2N
.

Por lo tanto

L(�)  S(P ) +
"

2

=
N�1X

j=0

d(�(pj), �(pj+1)) +
"

2


N�1X

j=0

⇣
d(�n(pj+1), �n(pj+1)) +

"

2N

⌘
+

"

2

= N

"

2N
+

N�1X

j=0

d(�n(pj+1), �n(pj+1)) +
"

2

 L(�n) + ",

es decir L(�)  L(�n) + ", lo que muestra que

ĺım ı́nf L(�n) � L(�).

⇤

En general, la funcional L no es continua, como se observa en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Consideremos el espacio euclidiano (R2
, dE) con la estructura por caminos usual. Dados dos

puntos p = (x1, y1), q = (x2, y2) 2 R2 tomemos una sucesión de curvas lineales a trozos como se muestra en
la Figura 7. La sucesión de caminos {�n} converge uniformemente al segmento rectiĺıneo que une p con q, y
cada camino tiene la misma longitud L1 = |x2 � x1|+ |y2 � y1|, pero el segmento rectiĺıneo al que convergen

tienen longitud L2 =
p

(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2, y L1 > L2 para puntos p, q que no estén sobre la misma
recta horizontal o vertical.

Figura 7: Funcional L no continua.

Con las propiedades del teorema 4.3 podemos verificar que la longitud inducida por la métrica es de hecho
una función longitud de camino de una estructura por caminos, donde el conjunto de funciones admisibles
son todas aquellas funciones continuas de intervalos cerrados a X.

Teorema 4.5. En un espacio métrico (X, d), el conjunto A de todas las funciones continuas de intervalos
cerrados a X y la función Ld, forman un estructura por caminos (A,Ld) en X, a ésta se le conoce como la
estructura por caminos inducida por d.
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Figura 8: Métrica angular.
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original d, es decir d̂(p, q) > d(p, q) si p 6= q. Observemos además que S1 hereda la topoloǵıa subespacio que
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induce una topoloǵıa en S1, es decir la topoloǵıa ⌧d̂. Lo interesante de este ejemplo es que se tiene la igualdad
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d(x, y) = |x1 � x2|+
p
|y1 � y2|.
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d(a, c) + d(c, b) = |a1 � c1|+
p

|a2 � c2|+ |c1 � b1|+
p

|c2 � b2|
= (|a1 � c1|+ |c1 � b1|) + (

p
|a2 � c2|+

p
|c2 � b2|)

� |a1 � b1|+
p

|a2 � c2|+ |c2 � b2|
� |a1 � b1|+

p
|a2 � b2|

= d(a, b),

de donde d es una métrica para R2. Calculemos ahora la métrica intŕınseca inducida por d. Para ello
consideremos los siguientes casos:
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forma �(t) = (�1(t), �2(t)) donde �j : [p, q] ! R es una función continua para cada t 2 [p, q] y j = 1, 2,
además para cualquier partición P = {p = p0, p1, . . . , pN�1, pN = q} se cumple que

S(P ) =
N�1X

k=0

d(�(pk), �(pk+1))

=
N�1X

k=0

⇣
|�1(pk)� �1(pk+1)|+

p
|�2(pk)� �2(pk+1)|

⌘

�
N�1X

k=0

|�1(pk)� �1(pk+1)|

� |�1(p0)� �1(pN )| = |a� b|.
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dos puntos cualesquiera de la sucesión Pj , digamos Pn y Pm contiene al punto (0, 0). Esto quiere decir que

Ld|U (↵) � 2, en particular ˆ
d|U (Pn, Pm) = ı́nf{L(↵) : ↵ conecte a Pn con Pm} = Ld|U (�) = 2, donde � es la

curva que se forma mediante la unión de los segmentos [Pn, (0, 0)] y [Pm, (0, 0)]. Entonces la sucesión {Pj}
diverge con la métrica ˆ

d|U .

Ejemplo 4.10 (Métrica del Centro). Consideremos en R2 la métrica definida por

d(u, v) =
��|u|� |v|

��+mı́n{|u|, |v|} ·
p
](u, v),

para cada u, v 2 R2 y donde ](u, v) denota el ángulo euclidiano (no dirigido) entre los vectores v y w. Sea
w = (w1, w2) 6= (0, 0), entonces probemos que la función �w : [0, |w|] ! R2 definida por �w(t) = (tw1, tw2)
es continua respecto de d en cada punto a 2 [0, |w|]. Antes de probar esto notemos que para cualesquiera

t, t

0 2 [0, |w|] se cumple que ](�w(t), �w(t0)) = 0. Tomemos entonces " > 0 y sea � =
"

|w| , aśı que para cada

t 2 [0, |w|] tal que |t� a| < � se tiene que

d(�w(t), �(a)) =
��|�(t)|� |�w(a)|

��+mı́n{|�w(t)|, |�w(a)|} · 0
=

���
p
t

2
w

2
1 + t

2
w

2
2 �

p
a

2
w

2
1 + a

2
w

2
2

���
= |t� a| |w|
<

"

|w| · |w| = ",

lo que muestra que �w es continua respecto de la métrica d. Si w1, w2 2 R2 \ {(0, 0)} entonces los caminos
admisibles �w1 y �w2 producen el camino admisible �w1 · �w2 : [�|w1|, |w2|] ! R2. Cabe decir que los
únicos caminos admisibles entre w1 y w2 son precisamente concatenaciones de la forma �w1 · �w2 . Además
como d restringida a �w coincide con la métrica euclidiana, se tiene que Ld es la longitud de arco usual
en R2 y por lo tanto Ld(�w) = |w|. Esto significa que para dos vectores u, v tales que ](u, v) = 0 se
tendrá Ld(�w) � d(u, v) = ||u| � |v|| para cualquier camino �w que conecte u con v, además hay que notar
que el segmento euclidiano [u, v] que une u con v cumple Ld([u, v]) = ||u|� |v||. De lo anterior se tiene que

dLd(u, v) = ı́nf{Ld(�) : � conecta u con v}
= Ld([u, v])
= ||u|� |v||.

En el caso de que ](u, v) 6= 0 se tiene

dLd(u, v) = Ld(�u) + Ld(�v) = |u|+ |v|.

En ambos casos el ı́nfimo se alcanza. Lo anterior se resume en la expresión

dLd(u, v) =

⇢
||u|� |v|| ](u, v) = 0
|u|+ |v| ](u, v) 6= 0

Notemos que dLd coincide con la métrica del centro dC descrita en [9]. Esta métrica modela muchas situa-
ciones relacionada con el transporte de carga o pasajeros, en la que todas las rutas necesariamente llegan a
un punto fijo, sea este una terminal de autobuses o un centro de distribución. Un claro ejemplo es la ciudad
de Mérida, en la que la mayoŕıa de los transportes urbanos tienen sus bases en el centro de la ciudad. Por
ejemplo para ir en transporte urbano del punto A al punto B se tendŕıa que seguir un camino como el que
se muestra en la Figura 10.

Lo que hemos hecho hasta el momento es que dada una métrica d, inducimos Ld para luego obtener una
nueva métrica d̂ = dLd , sin embargo no perdamos de vista que d̂ es una métrica, y por lo tanto debeŕıa

poderse calcular ˆ̂
d, siguiendo aśı con el proceso sucesivamente. Un hecho importante para nosotros es que

el proceso anterior tiene un ĺımite, en el sentido de que seguir calculando la métrica inducida no nos lleva a
ningún otro sitio.

Proposición 4.11. Sean (X, d) un espacio métrico y d̂ = dLd , es decir la métrica intŕınseca inducida por d.
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el proceso anterior tiene un ĺımite, en el sentido de que seguir calculando la métrica inducida no nos lleva a
ningún otro sitio.

Proposición 4.11. Sean (X, d) un espacio métrico y d̂ = dLd , es decir la métrica intŕınseca inducida por d.
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tendrá Ld(�w) � d(u, v) = ||u| � |v|| para cualquier camino �w que conecte u con v, además hay que notar
que el segmento euclidiano [u, v] que une u con v cumple Ld([u, v]) = ||u|� |v||. De lo anterior se tiene que

dLd(u, v) = ı́nf{Ld(�) : � conecta u con v}
= Ld([u, v])
= ||u|� |v||.

En el caso de que ](u, v) 6= 0 se tiene

dLd(u, v) = Ld(�u) + Ld(�v) = |u|+ |v|.

En ambos casos el ı́nfimo se alcanza. Lo anterior se resume en la expresión

dLd(u, v) =

⇢
||u|� |v|| ](u, v) = 0
|u|+ |v| ](u, v) 6= 0

Notemos que dLd coincide con la métrica del centro dC descrita en [9]. Esta métrica modela muchas situa-
ciones relacionada con el transporte de carga o pasajeros, en la que todas las rutas necesariamente llegan a
un punto fijo, sea este una terminal de autobuses o un centro de distribución. Un claro ejemplo es la ciudad
de Mérida, en la que la mayoŕıa de los transportes urbanos tienen sus bases en el centro de la ciudad. Por
ejemplo para ir en transporte urbano del punto A al punto B se tendŕıa que seguir un camino como el que
se muestra en la Figura 10.

Lo que hemos hecho hasta el momento es que dada una métrica d, inducimos Ld para luego obtener una
nueva métrica d̂ = dLd , sin embargo no perdamos de vista que d̂ es una métrica, y por lo tanto debeŕıa

poderse calcular ˆ̂
d, siguiendo aśı con el proceso sucesivamente. Un hecho importante para nosotros es que

el proceso anterior tiene un ĺımite, en el sentido de que seguir calculando la métrica inducida no nos lleva a
ningún otro sitio.

Proposición 4.11. Sean (X, d) un espacio métrico y d̂ = dLd , es decir la métrica intŕınseca inducida por d.
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Prueba. Las condiciones de la definición 2.1 las satisface el conjunto A, debido a que A es el conjunto
de todos los mapeos continuos de intervalos cerrados en X. Verifiquemos entonces que Ld es una longitud
de camino. De la proposición 4.3 se muestra que Ld es aditiva y que la función L(�|[a,t]) es continua para
cada t 2 [a, b] para un camino � : [a, b] ! X. Faltará mostrar que

(1) Para � 2 A y ' un homeomorfismo lineal tal que la composición � � ' existe, se tiene que Ld(� � ') =
Ld(�).

(2) Para cualquier vecindad Ux de x 2 X se debe cumplir que

ı́nf{L(�) : � : [a, b] !, �(a) = x, �(b) 2 X \ Ux} > 0.

(1) Sea � : [a, b] ! X y ' : [p, q] ! [a, b] un homeomorfismo lineal, bastará mostrar que s(� �', d) = s(�, d).
Sea P = {p0, . . . , pN+1} una partición de [a, b], definamos Q = {'�1(pj)}Nj=0, la cual es una partición de
[p, q] porque '

�1 es un homeomorfismo lineal. Además

S(Q, � � ', d) =
NX

k=1

d((� � ')('�1(pk�1)), (� � ')('�1(pk))) =
NX

k=1

d(�(pk�1), �(pk)) = S(P, �, d),

de donde S(P, �, d) 2 s(� � ', d), es decir s(�, d) ⇢ s(� � ', d) para cada homeomorfismo lineal '. Como lo
anterior se cumple para cada camino � y homeomorfismo lineal ', entonces en particular

s(� � ', d) ⇢ s((� � ') � '�1
, d) = s(�, d),

por lo tanto se tiene la otra contención s(� � ', d) ⇢ s(�, d). En conclusión s(� � ', d) = s(�, d) y aśı

Ld(� � ') = sup s(� � ', d) = sup s(�, d) = Ld(�),

esto es Ld(� � ') = Ld(�).

(2) Sea x 2 X y Ux una vecindad de x, entonces existe r > 0 tal que Br(x) ⇢ Ux. Notemos que para
cada punto y 2 X \ Ux se tiene que d(x, y) > r, debido a que Br(x) \X \ Ux = ?. Lo anterior significa que
las longitudes de curvas que conectan x con puntos de X \Ux satisfacen que L(�) � d(�(a), �(b)) > r, donde
� : [a, b] ! X, �(a) = x y �(b) 2 X \ Ux. Es decir

ı́nf{L(�) : � : [a, b] ! X, �(a) = x, �(b) 2 X \ Ux} � r > 0.

⇤

4.2. Métrica Intŕınseca Inducida

Una vez construida la estructura por caminos (A,Ld) que depende de la métrica d de un espacio métrico,
podemos contruir una nueva métrica dLd , que por definición debe ser intŕınseca debido que provino de
una estructura por caminos. Aśı, obtenemos un espacio métrico (X, d̂), donde d̂ = dLd , cuya métrica es
intŕınseca. Esta métrica se llama métrica intŕınseca inducida. Como consecuencia de esto último podemos
contruir espacios métricos de caminos mediante la métrica de un espacio métrico.

Ejemplo 4.6. La métrica intŕınseca inducida por la restricción de la distancia euclidiana dE , en el ćırculo
S1 = {(x, y) : x2 + y

2 = 1}, es la métrica angular. Debido al ejemplo 4.2 la función LdE resulta ser la
longitud de arco usual en R2. Ahora bien, si p, q 2 S1 entonces p y q delimitan dos porciones de arco en
S1, digamos �1 y �2. En el caso de que p y q no son puntos diametralmente opuestos se debe cumplir que
Ld(�1) < ⇡ y Ld(�2) > ⇡, esto quiere decir que cualquier curva � que conecte p con q deberá de cumplir que
Ld(�) � Ld(�1). En conclusión

d̂(p, q) = ı́nf{L(�) : � conecta a p con q} = Ld(�1),

y esta última es la métrica angular.

Notación:
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Figura 8: Métrica angular.

El ejemplo anterior nos muestra que de hecho la métrica inducida d̂ es estŕıctamente más grande que la
original d, es decir d̂(p, q) > d(p, q) si p 6= q. Observemos además que S1 hereda la topoloǵıa subespacio que
se genera por la métrica euclidiana en R2, y que denotaremos por ⌧ . Por otro lado, la métrica inducida d̂

induce una topoloǵıa en S1, es decir la topoloǵıa ⌧d̂. Lo interesante de este ejemplo es que se tiene la igualdad

⌧ = ⌧d̂, sin importar que la métrica d̂ sea más grande que d.

En general, la métrica intŕınseca inducida d̂ no coincide con la métrica original d, pero siempre es posible
compararlas.

Proposición 4.7. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces d̂ � d.

Prueba. Notemos que si Ld(�) � d(x, y) para cualquier curva � que conecte x con y, entonces en
particular d̂(x, y) = dLd(x, y) � d(x, y), debido a que d̂(x, y) es el ı́nfimo de las longitudes de curva que
conectan x con y. Esto significa que d̂(x, y) � d(x, y) para cada x, y 2 X y se concluye que d̂ � d. ⇤
Ejemplo 4.8. Consideremos en R2 la siguiente métrica. Para x = (x1, y1) y y = (x2, y2) definimos

d(x, y) = |x1 � x2|+
p
|y1 � y2|.

La positividad y simetŕıa se tienen de la definición de d. Por otro lado sean a = (a1, a2), b = (b1, b2),
c = (c1, c2) puntos de R2, entonces usando la desigualdad triangular del valor absoluto se tendrá

d(a, c) + d(c, b) = |a1 � c1|+
p

|a2 � c2|+ |c1 � b1|+
p

|c2 � b2|
= (|a1 � c1|+ |c1 � b1|) + (

p
|a2 � c2|+

p
|c2 � b2|)

� |a1 � b1|+
p

|a2 � c2|+ |c2 � b2|
� |a1 � b1|+

p
|a2 � b2|

= d(a, b),

de donde d es una métrica para R2. Calculemos ahora la métrica intŕınseca inducida por d. Para ello
consideremos los siguientes casos:

(1) Tomemos dos puntos en la recta y = c, por ejemplo A = (a, c) y B = (b, c). Notemos que cualquier
camino � : [p, q] ! R2 que conecte A con B, es decir �(p) = A y �(q) = B, se puede escribir en la
forma �(t) = (�1(t), �2(t)) donde �j : [p, q] ! R es una función continua para cada t 2 [p, q] y j = 1, 2,
además para cualquier partición P = {p = p0, p1, . . . , pN�1, pN = q} se cumple que

S(P ) =
N�1X

k=0

d(�(pk), �(pk+1))

=
N�1X

k=0

⇣
|�1(pk)� �1(pk+1)|+

p
|�2(pk)� �2(pk+1)|

⌘

�
N�1X

k=0

|�1(pk)� �1(pk+1)|

� |�1(p0)� �1(pN )| = |a� b|.
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Figura 10: La métrica del centro dC .

(1) Si � es una curva rectificable en (X, d), entonces Ld̂(�) = Ld(�).

(2) La métrica inducida por d̂ coincide con d̂. En otras palabras, inducir una métrica intŕınseca es una
operación idempotente.

Prueba. (1) Sea (X, d) un espacio métrico y x, y 2 X. Debido a la proposición 4.7 se tiene que Ld̂ � Ld,
aśı que falta por probar la desigualdad contraria Ld � Ld̂. Sea entonces � : [a, b] ! X y P = {a =

p0, p1, . . . , pN = b} una partición del intervalo [a, b]. Notemos que d̂(�(pj), �(pj+1))  Ld(�|[pj ,pj+1]), porque
del lado izquierdo de la desigualdad se tiene el ı́nfimo de todas las longitudes de curva que conectan �(pj)
con �(pj+1). Entonces

S(P, �, d̂) =
NX

j=1

d̂(�(pj), �(pj+1))


NX

j=1

Ld(�|[pj ,pj+1])

= Ld

�
�|[a,p2] · �|[p2,p3] · · · �|[pN�1,b]

�

= Ld(�).

Como la partición P es arbitraria, entonces el supremo de S(P, �, d̂) es menor o igual que Ld(�), es decir
Ld̂(�)  Ld(�).

(2) Como Ld̂(�) = Ld(�), para cada �, entonces ˆ̂
d = d̂, esto significa que la métrica intŕınseca inducidad

por d̂ coincide con d. ⇤

4.3. Caracterización de Métricas Intŕınsecas

Recordemos que la métrica intŕınseca inducida d̂ se construye únicamente a partir de una métrica d.

Además, un hecho importante es que ˆ̂
d = d̂. En este sentido, la pregunta inmediata que debemos hacernos

es la siguiente: ¿qué sucede si d es intŕınseca desde el inicio?.

Proposición 4.12. Sea (X, d) un espacio métrico de caminos y d̂ la métrica intŕınseca inducida por d.
Entonces d̂ = d.

Prueba. Tomemos x, y 2 X y sea L la longitud de camino que define a d, aśı que la longitud de camino
inducido por d es Ld. Nótese que Ld(�)  L(�) para cualquier curva admisible rectificable que conecte a x

con y (el argumento es similar al de la prueba anterior), aśı que d̂(x, y)  d(x, y). Por la proposición 4.7 se
tendrá que d̂(x, y) � d(x, y), esto implica la igualdad d̂ = d. ⇤

Recapitulando, debido a que d̂ es intŕınseca entonces la igualdad d = d̂ implica que d también lo es. Por
el contrario, si d es intŕınseca entonces d̂ = d. Con esto último podemor reformular la definición de métrica
intŕınseca, es decir, una métrica d es intŕınseca si y solo si d̂ = d.
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Proposición 4.12. Sea (X, d) un espacio métrico de caminos y d̂ la métrica intŕınseca inducida por d.
Entonces d̂ = d.

Prueba. Tomemos x, y 2 X y sea L la longitud de camino que define a d, aśı que la longitud de camino
inducido por d es Ld. Nótese que Ld(�)  L(�) para cualquier curva admisible rectificable que conecte a x

con y (el argumento es similar al de la prueba anterior), aśı que d̂(x, y)  d(x, y). Por la proposición 4.7 se
tendrá que d̂(x, y) � d(x, y), esto implica la igualdad d̂ = d. ⇤
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Propiedades:
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Figura 8: Métrica angular.

El ejemplo anterior nos muestra que de hecho la métrica inducida d̂ es estŕıctamente más grande que la
original d, es decir d̂(p, q) > d(p, q) si p 6= q. Observemos además que S1 hereda la topoloǵıa subespacio que
se genera por la métrica euclidiana en R2, y que denotaremos por ⌧ . Por otro lado, la métrica inducida d̂

induce una topoloǵıa en S1, es decir la topoloǵıa ⌧d̂. Lo interesante de este ejemplo es que se tiene la igualdad

⌧ = ⌧d̂, sin importar que la métrica d̂ sea más grande que d.

En general, la métrica intŕınseca inducida d̂ no coincide con la métrica original d, pero siempre es posible
compararlas.

Proposición 4.7. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces d̂ � d.

Prueba. Notemos que si Ld(�) � d(x, y) para cualquier curva � que conecte x con y, entonces en
particular d̂(x, y) = dLd(x, y) � d(x, y), debido a que d̂(x, y) es el ı́nfimo de las longitudes de curva que
conectan x con y. Esto significa que d̂(x, y) � d(x, y) para cada x, y 2 X y se concluye que d̂ � d. ⇤
Ejemplo 4.8. Consideremos en R2 la siguiente métrica. Para x = (x1, y1) y y = (x2, y2) definimos

d(x, y) = |x1 � x2|+
p
|y1 � y2|.

La positividad y simetŕıa se tienen de la definición de d. Por otro lado sean a = (a1, a2), b = (b1, b2),
c = (c1, c2) puntos de R2, entonces usando la desigualdad triangular del valor absoluto se tendrá

d(a, c) + d(c, b) = |a1 � c1|+
p

|a2 � c2|+ |c1 � b1|+
p

|c2 � b2|
= (|a1 � c1|+ |c1 � b1|) + (

p
|a2 � c2|+

p
|c2 � b2|)

� |a1 � b1|+
p

|a2 � c2|+ |c2 � b2|
� |a1 � b1|+

p
|a2 � b2|

= d(a, b),

de donde d es una métrica para R2. Calculemos ahora la métrica intŕınseca inducida por d. Para ello
consideremos los siguientes casos:

(1) Tomemos dos puntos en la recta y = c, por ejemplo A = (a, c) y B = (b, c). Notemos que cualquier
camino � : [p, q] ! R2 que conecte A con B, es decir �(p) = A y �(q) = B, se puede escribir en la
forma �(t) = (�1(t), �2(t)) donde �j : [p, q] ! R es una función continua para cada t 2 [p, q] y j = 1, 2,
además para cualquier partición P = {p = p0, p1, . . . , pN�1, pN = q} se cumple que

S(P ) =
N�1X

k=0

d(�(pk), �(pk+1))

=
N�1X

k=0

⇣
|�1(pk)� �1(pk+1)|+

p
|�2(pk)� �2(pk+1)|

⌘

�
N�1X

k=0

|�1(pk)� �1(pk+1)|

� |�1(p0)� �1(pN )| = |a� b|.
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partición P

0 = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1}. Obervemos que

S(P 0
,�) =

n�1X

k=0

d(�(tk),�(tk+1))

=
n�1X

k=0

|�1(tk)� �1(tk+1)|+
p

|�2(tk)� �2(tk+1)|

�
n�1X

k=0

p
|�2(tk)� �2(tk+1)|

=
n�1X

k=0

p
|↵2(tk)� ↵2(tk+1)|

= S(P,↵),

es decir, que para cada partición P existe otra partición P

0 tal que S(P 0
,�) � S(P,↵), pero como

Ld(↵) = 1, entonces necesariamente supS(P 0
,�) = 1. Esto último significa que Ld(�) = 1 y por

tanto, como cualquier curva que conecta a A con B tiene longitud infinita, entonces d̂(A,B) = 1.

(3) Por último sean A = (a, b) y B = (c, d) tal que a 6= c y b 6= d y consideremos el punto C = (a, d).
Usando (1) y (2) se tiene que d̂(A,C) = 1 y d̂(B,C) = |a � c|, de forma que usando la desigualdad
triangular de d̂ (por que d̂ es métrica) se tendrá que

d̂(A,B) + d̂(B,C) � d̂(A,C) = 1,

y debido a que d̂(B,C) = |a� c| < 1 se tiene que necesariamente d̂(A,B) = 1.

Lo anterior quiere decir que el espacio métrico de caminos que se induce debido a la métrica d̂ = dLd

coincide con la métrica estándar en R para cada ĺınea y = c y para dos puntos en rectas horizontales
diferentes, la distancia entre ellos es 1. El espacio métrico resultante se conoce como continuo de rectas
reales disjuntas.

Figura 9: Continuo de rectas reales disjuntas.

Como comentario adicional, la métrica d induce la misma topoloǵıa que la topoloǵıa usual de R2. No
obstante, la topoloǵıa que induce la métrica d̂ es completamente diferente. De hecho, este ejemplo muestra
que el paso de d a d̂ no es dimensionalmente invariante, ya que los abiertos respecto a d son de dimensión 2
(por ser abiertos euclidianos usuales de R2), en tanto que los abiertos respecto a d̂ son de dimensión 1, ya que
son intervalos abiertos contenidos en una recta horizontal. Otra situación que puede ocurrir con la métrica
intŕınseca inducida está relacionada con la convergencia de sucesiones, y para ello mostramos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.9. Consideremos el bouquet de rayos U definido en el ejemplo 3.7. La sucesión de puntos
Pj = {(cos⇡/2j, sen⇡/2j)}, para j 2 N, converge al punto (1, 0) con la topoloǵıa subespacio que hereda
de R2, topoloǵıa inducida por la métrica estándar dE en R2. Notemos que cualquier camino ↵ que conecte

Ejemplo:
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Figura 8: Métrica angular.
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La positividad y simetŕıa se tienen de la definición de d. Por otro lado sean a = (a1, a2), b = (b1, b2),
c = (c1, c2) puntos de R2, entonces usando la desigualdad triangular del valor absoluto se tendrá

d(a, c) + d(c, b) = |a1 � c1|+
p

|a2 � c2|+ |c1 � b1|+
p

|c2 � b2|
= (|a1 � c1|+ |c1 � b1|) + (

p
|a2 � c2|+

p
|c2 � b2|)

� |a1 � b1|+
p

|a2 � c2|+ |c2 � b2|
� |a1 � b1|+

p
|a2 � b2|

= d(a, b),

de donde d es una métrica para R2. Calculemos ahora la métrica intŕınseca inducida por d. Para ello
consideremos los siguientes casos:

(1) Tomemos dos puntos en la recta y = c, por ejemplo A = (a, c) y B = (b, c). Notemos que cualquier
camino � : [p, q] ! R2 que conecte A con B, es decir �(p) = A y �(q) = B, se puede escribir en la
forma �(t) = (�1(t), �2(t)) donde �j : [p, q] ! R es una función continua para cada t 2 [p, q] y j = 1, 2,
además para cualquier partición P = {p = p0, p1, . . . , pN�1, pN = q} se cumple que

S(P ) =
N�1X

k=0

d(�(pk), �(pk+1))

=
N�1X

k=0

⇣
|�1(pk)� �1(pk+1)|+

p
|�2(pk)� �2(pk+1)|

⌘

�
N�1X

k=0

|�1(pk)� �1(pk+1)|

� |�1(p0)� �1(pN )| = |a� b|.



II.	Espacios	de	caminos

Definición:	se	dice	que	un	espacio	métrico	(𝑋, 𝑑)	es	
de	caminos	(de	longitud,	intrínseco)	si	𝑑 = 𝑑X.

Definición:	se	dice	que	un	espacio	métrico	(𝑋, 𝑑)	
de	caminos	es	geodésico	si		para	todo	𝑝, 𝑞	en 𝑋
existe	un	camino	𝛾 tal	que	𝑑 𝑝, 𝑞 = 𝐿 𝛾 .
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Figura 8: Métrica angular.

El ejemplo anterior nos muestra que de hecho la métrica inducida d̂ es estŕıctamente más grande que la
original d, es decir d̂(p, q) > d(p, q) si p 6= q. Observemos además que S1 hereda la topoloǵıa subespacio que
se genera por la métrica euclidiana en R2, y que denotaremos por ⌧ . Por otro lado, la métrica inducida d̂

induce una topoloǵıa en S1, es decir la topoloǵıa ⌧d̂. Lo interesante de este ejemplo es que se tiene la igualdad

⌧ = ⌧d̂, sin importar que la métrica d̂ sea más grande que d.

En general, la métrica intŕınseca inducida d̂ no coincide con la métrica original d, pero siempre es posible
compararlas.
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particular d̂(x, y) = dLd(x, y) � d(x, y), debido a que d̂(x, y) es el ı́nfimo de las longitudes de curva que
conectan x con y. Esto significa que d̂(x, y) � d(x, y) para cada x, y 2 X y se concluye que d̂ � d. ⇤
Ejemplo 4.8. Consideremos en R2 la siguiente métrica. Para x = (x1, y1) y y = (x2, y2) definimos

d(x, y) = |x1 � x2|+
p
|y1 � y2|.

La positividad y simetŕıa se tienen de la definición de d. Por otro lado sean a = (a1, a2), b = (b1, b2),
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de donde d es una métrica para R2. Calculemos ahora la métrica intŕınseca inducida por d. Para ello
consideremos los siguientes casos:

(1) Tomemos dos puntos en la recta y = c, por ejemplo A = (a, c) y B = (b, c). Notemos que cualquier
camino � : [p, q] ! R2 que conecte A con B, es decir �(p) = A y �(q) = B, se puede escribir en la
forma �(t) = (�1(t), �2(t)) donde �j : [p, q] ! R es una función continua para cada t 2 [p, q] y j = 1, 2,
además para cualquier partición P = {p = p0, p1, . . . , pN�1, pN = q} se cumple que

S(P ) =
N�1X

k=0
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está contenido en el conjunto B = {L(�) : � : [e, f ] ! X, � 2 A, �(e) = x, �(f) = y}, es decir C ⇢ B,
entonces ı́nf C � ı́nf B. Como d(x, z) + d(z, y) es igual a

ı́nf{L(↵) + L(�) : ↵,� : [a, b], [c, d] ! X,↵,� 2 A,↵(a) = x,↵(b) = z = �(c),�(d) = y},

se tiene la desigualdad pedida d(x, z) + d(z, y) � d(x, y). ⇤

Ejemplo 3.2. Como hab́ıamos notado anteriormente, la estructura por caminos L del ejemplo 2.4 coincide
con la longitud de arco en el modelo hipérbolico del semiplano superior. Por lo tanto, la métrica inducida
dL es justamente la distancia hiperbólica

dH(z, w) = 2 tanh�1

����
z � w

z � w̄

���� . z, w 2 H2

Ejemplo 3.3. En el ejemplo 2.2 se define una estructura por caminos (A,L), en donde A esta conformado
por todas las curvas lineales a trozos con lados paralelos a los ejes y que conectan puntos de R2. Debido a
que la función L es la longitud de arco usual en R2 se tendrá que la longitud de cada uno de estos caminos
es igual a la suma de las longitudes euclidianas de cada uno de los segmentos que forman el camino. Por
ejemplo, si �0 : [1, 7] ! R2 es el camino que conecta a (1, 1) con (4, 4) definido por

�0(t) =

8
>><

>>:

(1, t) 1  t  2
(t� 1, 2) 2 < t  3
(2, t� 1) 3 < t  5
(t� 3, 3) 5 < t  7

entonces L(�0) = 6 debido a que �0 está compuesto por dos segmentos de longitud 1 y dos segmentos de
longitud 2. Debido a la forma concreta de los caminos en la colección A, necesariamente se cumple que
si p = (x1, y1) y q = (x2, y2) son dos puntos en R2, entonces cualquier camino � 2 A que conecte p con q

tendrá que satisfacer L(�) � |x1�x2|+|y1�y2|, aśı que |x1�x2|+|y1�y2| es una cota inferior para el conjunto
C(p, q) = {L(�) : � 2 A, � conecta a p con q}. Esto último implica que dL(p, q) � |x1 � x2|+ |y1 � y2|. No
obstante, siempre podemos encontrar un camino �1 que satisfaga L(�1) = |x1 � x2| + |y1 � y2| (ver Figura
2).

Figura 2: L(�1) = |x1 � x2|+ |y1 � y2|.

Aśı que por la desigualdad previa se obtiene que

dL(p, q) = |x1 � x2|+ |y1 � y2|.

La métrica dL que se obtiene de este ejemplo es una métrica conocida como métrica del taxi y se denota
por dT . Dicho nombre proviene del parecido con que se miden las distancias entre diferentes puntos en una
ciudad y por tanto se asemeja a la forma en que un taxi recorre las calles [7]. Aśı, vemos directamente de la
definición que dT es una métrica inducida por una estructura por caminos donde dados dos puntos existen
caminos que realizan la distancia. Más adelante en esta sección estudiaremos con más detalle esta clase de
espacios métricos (ver definición 3.8) y desarrollaremos técnicas para determinar cuando una métrica ha sido
inducida por una estructura por caminos.

Ejemplo:



Proposición:	un	espacio	métrico	(𝑋, 𝑑) de	caminos	
es	localmente	conexo	por	caminos.24 De la Geometŕıa Riemanniana a los Espacios de Alexandrov I

Figura 3: Bouquet de rayos.

Si bien la función dL se obtiene de calcular un ı́nfimo, este no necesariamente se alcanza para algún
camino admisible, es decir, no siempre existe un camino admisible � de forma que dL(x, y) = L(�). No
obstante, la teoŕıa muestra algunos ejemplos en los que esta situación si sucede.

Definición 3.8 (Estructura completa). Una estructura por caminos se dice completa si para cualesquiera
dos puntos x, y existe un camino admisible uniéndolos cuya longitud es dL(x, y), es decir, existe un camino
admisible de longitud mı́nima. Un métrica intŕınseca asociada con una estructura por caminos completa se
conoce como estrictamente intŕınseca.

Usando la definición anterior, una variedad riemanniana (M, g) conexa y completa induce una estructura
por caminos completa conformada por la longitud de arco (como la definida en la introducción) y las curvas
diferenciables a trozos en M , aśı que la distancia inducida en una variedad riemannianda con tales propie-
dades es una métrica estŕıctamente intŕınseca. No obstante, dentro del conjuntos de las métricas intŕınsecas
siempre es posible encontrar algunas que no son estŕıctamente intŕınsecas y por tanto se obtienen ejemplos
de estructuras por caminos que no son completas, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.9. Consideremos en U = R2 \ {(0, 0)} al conjunto A = ⌦(U) de todas las curvas diferenciales a
trozos y L la longitud de arco usual, aśı que A ⇢ ⌦(R2). Sean p = (�1, 0) y q = (0, 1) y demostremos que
dL(p, q) = 2. Para cada n 2 N consideremos la curva ↵n : [�1, 1] ! R2 \ {(0, 0)} definida por

↵n(t) =

( �
t,

1
n (t+ 1)

�
�1  t  0

�
t,

1
n (1� t)

�
0  t  1

,

Notemos que L(↵n) =
2

n

p
n

2 + 1, debido a que es la unión dos segmentos que unen los puntos (�1, 0) con

(0, 1/n) y (0, 1/n) con (1, 0), además ĺım
n!1

L(↵n) = 2. De esta forma se obtiene la contención de conjuntos

{L(↵n) : n 2 N} ⇢ {L(�) : � 2 A, � conecta a p con q } ⇢ {L(�̂) : �̂ 2 ⌦(R2), �̂ conecta p con q},

además notemos que si d denota a la distancia euclidiana usual en R2 entonces

d(p, q) = ı́nf{L(�̂) : �̂ 2 ⌦(R2), �̂ conecta p con q} = 2,

por lo tanto
2 = ı́nf{L(↵n) : n 2 N} � ı́nf{L(�) : � 2 A, � conecta a p con q } � 2,

de donde dL(p, q) = ı́nf{L(�) : � 2 A, � conecta a x con y } = 2. De las ecuaciones de Euler-Lagrange se
tiene que la única curva � 2 ⌦(R2) que cumple L(�) = 2 es el segmento euclidiano que une p con q, pero sin
embargo, dicho segmento no está en A porque el punto (0, 0) no está en U . Esto último implica que (U, dL)
es un espacio métrico de caminos cuya métrica no es estŕıctamente intŕınseca y su estructura por caminos
no es completa.

En este punto, vale la pena señalar que si (A,L) es una estructura por caminos en X, entonces ella induce
una estructura por caminos (A|E , L|E) en cada E ⇢ X de manera natural: A|E está formado por todos los
caminos en A cuya imagen está contenida en E, y L|E es simplemente la restricción de L en A|E .



Proposición:	un	espacio	métrico	(𝑋, 𝑑) completo	es	
de	caminos	(geodésico)	si	y	solo	si	existen	𝜀-puntos	
medios	(puntos	medios)
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Figura 8: Métrica angular.

El ejemplo anterior nos muestra que de hecho la métrica inducida d̂ es estŕıctamente más grande que la
original d, es decir d̂(p, q) > d(p, q) si p 6= q. Observemos además que S1 hereda la topoloǵıa subespacio que
se genera por la métrica euclidiana en R2, y que denotaremos por ⌧ . Por otro lado, la métrica inducida d̂

induce una topoloǵıa en S1, es decir la topoloǵıa ⌧d̂. Lo interesante de este ejemplo es que se tiene la igualdad

⌧ = ⌧d̂, sin importar que la métrica d̂ sea más grande que d.

En general, la métrica intŕınseca inducida d̂ no coincide con la métrica original d, pero siempre es posible
compararlas.

Proposición 4.7. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces d̂ � d.

Prueba. Notemos que si Ld(�) � d(x, y) para cualquier curva � que conecte x con y, entonces en
particular d̂(x, y) = dLd(x, y) � d(x, y), debido a que d̂(x, y) es el ı́nfimo de las longitudes de curva que
conectan x con y. Esto significa que d̂(x, y) � d(x, y) para cada x, y 2 X y se concluye que d̂ � d. ⇤
Ejemplo 4.8. Consideremos en R2 la siguiente métrica. Para x = (x1, y1) y y = (x2, y2) definimos

d(x, y) = |x1 � x2|+
p
|y1 � y2|.

La positividad y simetŕıa se tienen de la definición de d. Por otro lado sean a = (a1, a2), b = (b1, b2),
c = (c1, c2) puntos de R2, entonces usando la desigualdad triangular del valor absoluto se tendrá

d(a, c) + d(c, b) = |a1 � c1|+
p

|a2 � c2|+ |c1 � b1|+
p

|c2 � b2|
= (|a1 � c1|+ |c1 � b1|) + (

p
|a2 � c2|+

p
|c2 � b2|)

� |a1 � b1|+
p

|a2 � c2|+ |c2 � b2|
� |a1 � b1|+

p
|a2 � b2|

= d(a, b),

de donde d es una métrica para R2. Calculemos ahora la métrica intŕınseca inducida por d. Para ello
consideremos los siguientes casos:

(1) Tomemos dos puntos en la recta y = c, por ejemplo A = (a, c) y B = (b, c). Notemos que cualquier
camino � : [p, q] ! R2 que conecte A con B, es decir �(p) = A y �(q) = B, se puede escribir en la
forma �(t) = (�1(t), �2(t)) donde �j : [p, q] ! R es una función continua para cada t 2 [p, q] y j = 1, 2,
además para cualquier partición P = {p = p0, p1, . . . , pN�1, pN = q} se cumple que

S(P ) =
N�1X

k=0

d(�(pk), �(pk+1))

=
N�1X

k=0

⇣
|�1(pk)� �1(pk+1)|+

p
|�2(pk)� �2(pk+1)|

⌘

�
N�1X

k=0

|�1(pk)� �1(pk+1)|

� |�1(p0)� �1(pN )| = |a� b|.
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P = {0 = p0, p1, . . . , pn = 1} es una partición del intervalo [0, 1] se tendrá que

d(x, y)  S(P ) =
n�1X

k=0

d(�(pk), �(pk+1))


n�1X

k=0

|pk � pk+1|d(x, y)

= d(x, y) (|0� p1|+ |p1 � p2|+ · · ·+ |pn�1 � 1|)
= d(x, y),

aśı que cualquier partición P satisface S(P ) = d(x, y) y por tanto Ld(�) = d(x, y). En el caso de existir
"-puntos medios la prueba es completamente análoga. ⇤

Ejemplo 4.19 (Métrica del Ascensor). Definamos en S = {(x, y) 2 R2 : y � 0} la métrica dA : S⇥ S �! R
por

dA((x1, y1), (x2, y2)) =

⇢
y1 + y2 + |x1 � x2| si x1 6= x2

|y1 � y2| si y1 = y2

Figura 13: Métrica del ascensor dA.

Esta métrica toma su nombre debido al hecho que modela la situación que se vive en un complejo de
apartamentos, donde para ir del apartamento A al apartamento B el camino está formadao por trayectos en
el ascensor –y posiblemente también en la “acera” y = 0.

Resulta que el espacio métrico (S, dA) es completo y a continuación mostramos la prueba de ello. Sea d

la métrica euclidiana en R usual y {xj = (aj , bj)}1j=1 un sucesión de Cauchy en S.

(1) Si existe una subsucesión {xjk} de {xj} tal que ajk = a para cada k 2 N (esto significa que ajk es
constante) entonces dA(xjn , xjm) = |bjn � bjm | = d(bjn , bjm), además como la sucesión {bjk} es de Cauchy
debido a que {xj} lo es, entonces {bjk} converge a un número b dado que R es completo con la métrica d. Lo
anterior significa que la subsucesión {xjk} converge al punto (a, b), aśı que la sucesión {xk} debe converger
(porque es de Cauchy y tiene una subsucesión convergente).

(2) Por el otro lado, si {xn} no contiene alguna subsucesión constante, consideremos lo siguiente. Defini-
mos

k1 = máx{j 2 N : aj = a1},

el cuál existe por nuestra suposición, además am 6= a1 siempre que m > k1. Ahora sea

k2 = máx{j 2 N : aj = ak1+1}.

De forma recursiva se define
kn+1 = máx{j 2 N : aj = akn+1},

para n � 2. Esto muestra que la subsucesión {xkj} satisface que aki 6= aki0 siempre que i 6= i

0. Entonces
para cada " > 0 existe L 2 N tal que

bkn + bkm + |akn � akm | = dA(xkn , xkm) < " para n,m � L,
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aśı que cualquier partición P satisface S(P ) = d(x, y) y por tanto Ld(�) = d(x, y). En el caso de existir
"-puntos medios la prueba es completamente análoga. ⇤

Ejemplo 4.19 (Métrica del Ascensor). Definamos en S = {(x, y) 2 R2 : y � 0} la métrica dA : S⇥ S �! R
por

dA((x1, y1), (x2, y2)) =

⇢
y1 + y2 + |x1 � x2| si x1 6= x2

|y1 � y2| si y1 = y2

Figura 13: Métrica del ascensor dA.

Esta métrica toma su nombre debido al hecho que modela la situación que se vive en un complejo de
apartamentos, donde para ir del apartamento A al apartamento B el camino está formadao por trayectos en
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III.	Distancia	de	Hausdorff

Motivación

La distancia de Hausdor↵

Dado un espacio métrico (X, d), A ⇢ X y r > 0, denotamos

Ur(A) = {x 2 X : dist(x,A) < r},

equivalentemente Ur(A) =
[

a2A
Br(a).

Para dos subconjuntos A y B de X. Definimos la distancia de
Hausdor↵ de A y B como

dH(A,B) = ı́nf{r : Ur(A) ⇢ B,Ur(B) ⇢ A}.

Motivación

La distancia de Hausdor↵
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Motivación

Motivación



Motivación

Ejemplos

Ejemplo

Para a, b 2 X se tiene que dH({a}, {b}) = d(a, b)

Ejemplo

Para a, b 2 R2, ra > 0, rb > 0, A = Bra(a) y B = Brb(b), se
tiene dH(A,B) = dR2(a, b) + |ra � rb|.

Motivación

Ejemplos
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Para a, b 2 X se tiene que dH({a}, {b}) = d(a, b)

Ejemplo
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Para a, b 2 X se tiene que dH({a}, {b}) = d(a, b)

Ejemplo

Para a, b 2 R2, ra > 0, rb > 0, A = Bra(a) y B = Brb(b), se
tiene dH(A,B) = dR2(a, b) + |ra � rb|.

Motivación

Ejemplos

Ejemplo

Para a, b 2 X se tiene que dH({a}, {b}) = d(a, b)

Ejemplo

Para a, b 2 R2, ra > 0, rb > 0, A = Bra(a) y B = Brb(b), se
tiene dH(A,B) = dR2(a, b) + |ra � rb|.

Motivación

Ejemplo

Sea ` un ĺınea recta en R2 y p un punto. Entonces
dH({p}, `) = 1

Ejemplos:

Motivación

Ejemplos

Ejemplo

Para a, b 2 X se tiene que dH({a}, {b}) = d(a, b)

Ejemplo

Para a, b 2 R2, ra > 0, rb > 0, A = Bra(a) y B = Brb(b), se
tiene dH(A,B) = dR2(a, b) + |ra � rb|.

Motivación

Ejemplo

Sea ` un ĺınea recta en R2 y p un punto. Entonces
dH({p}, `) = 1



Motivación

Teorema

Sea (X, d) espacio métrico, A y B subconjuntos de X, r > 0.
Entonces

(i) dH(A,B) = máx

⇢
sup
a2A

dist(a,B), sup
b2B

dist(b, A)

�

(ii) dH es una semi-métrica en la clase de subconjuntos de X.

(iii) dH(A,A) = 0.

(iv) Si A y B son cerrados en X y dH(A,B) = 0, entonces
A = B, aśı que dH es una métrica en colección de
conjuntos cerrados M(X) de X.

(v) Si (X, d) es completo, también lo es (M(X), dH).

(vi) Si (X, d) es compacto, también lo es (M(X), dH).

Proposición:	 𝑑\ es	una	métrica	en	el	espacio	de	los	
subconjuntos	cerrados de	𝑋.	Además

Teorema	(Hahn,	Blashke):		si	el	espacio	métrico	
𝑋, 𝑑 es	completo,	entonces	el	espacio	de	
subconjuntos	cerrados	(compactos)	es	completo	
con	la	métrica	𝑑\.



IV.	El	espacio	de	subconjuntos	
compactos	

Motivación

La Geometŕıa de (H(R), dH)

La clase de subconjuntos compactos de R es

H(R) = {K ⇢ R : K compacto}.

Para cada s � 0 denotamos

⌃s(R) = {[x� s, x+ s] : x 2 R}.

Obsevemos primero que ⌃
0

(R) = R. Ahora cuando s > 0 se
cumple

dH([x� s, x+ s], [y � s, y + s]) = |x� y|,

es decir
(⌃s(R), dH) ⇠=

iso
(R, | · |).

Proposición	(BMN-):	el	espacio	métrico	(ℋ ℝ , 𝑑\)
es	estrellado.

Motivación

Estructura Geodésica de (H(R), dH)

Proposición

Sea K un compacto de R \ {0} y C = sup
k2K

|k|. Entonces la
función ↵ : [0, C] ! H(R) definida como

↵(t) =
t

C
K =

⇢
tk

C
: k 2 K

�
,

es una geodésica conectando al compacto {0} con K.

Proposición

Para dos conjuntos compactos A,B 2 H(R) y
r = dH(A,B) > 0, la función ↵ : [0, r] ! H(R) dada por

↵(t) = U t(A) \ U r�t(B)

es una geodésica conectando A con B.

Motivación

Estructura Geodésica de (H(R), dH)

Proposición

Sea K un compacto de R \ {0} y C = sup
k2K

|k|. Entonces la
función ↵ : [0, C] ! H(R) definida como

↵(t) =
t

C
K =

⇢
tk

C
: k 2 K

�
,

es una geodésica conectando al compacto {0} con K.

Proposición

Para dos conjuntos compactos A,B 2 H(R) y
r = dH(A,B) > 0, la función ↵ : [0, r] ! H(R) dada por

↵(t) = U t(A) \ U r�t(B)

es una geodésica conectando A con B.



Proposición	(BMN-):	el	espacio	métrico	(ℋ ℝ , 𝑑\)
es	geodésicamente	conexo.

Motivación

Estructura Geodésica de (H(R), dH)

Proposición

Sea K un compacto de R \ {0} y C = sup
k2K

|k|. Entonces la
función ↵ : [0, C] ! H(R) definida como

↵(t) =
t

C
K =

⇢
tk

C
: k 2 K

�
,

es una geodésica conectando al compacto {0} con K.

Proposición

Para dos conjuntos compactos A,B 2 H(R) y
r = dH(A,B) > 0, la función ↵ : [0, r] ! H(R) dada por

↵(t) = U t(A) \ U r�t(B)

es una geodésica conectando A con B.

Motivación

Estructura Geodésica de (H(R), dH)

Proposición

Sea K un compacto de R \ {0} y C = sup
k2K

|k|. Entonces la
función ↵ : [0, C] ! H(R) definida como

↵(t) =
t

C
K =

⇢
tk

C
: k 2 K

�
,

es una geodésica conectando al compacto {0} con K.

Proposición

Para dos conjuntos compactos A,B 2 H(R) y
r = dH(A,B) > 0, la función ↵ : [0, r] ! H(R) dada por

↵(t) = U t(A) \ U r�t(B)

es una geodésica conectando A con B.

Corolario:	el	espacio	métrico	(ℋ ℝ , 𝑑\) es	
geodésico



Motivación

La Geometŕıa de (H(R), dH)

La clase de subconjuntos compactos de R es

H(R) = {K ⇢ R : K compacto}.

Para cada s � 0 denotamos

⌃s(R) = {[x� s, x+ s] : x 2 R}.

Obsevemos primero que ⌃
0

(R) = R. Ahora cuando s > 0 se
cumple

dH([x� s, x+ s], [y � s, y + s]) = |x� y|,

es decir
(⌃s(R), dH) ⇠=

iso
(R, | · |).

Motivación

La Geometŕıa de (H(R), dH)

La clase de subconjuntos compactos de R es

H(R) = {K ⇢ R : K compacto}.

Para cada s � 0 denotamos

⌃s(R) = {[x� s, x+ s] : x 2 R}.

Obsevemos primero que ⌃
0

(R) = R. Ahora cuando s > 0 se
cumple

dH([x� s, x+ s], [y � s, y + s]) = |x� y|,

es decir
(⌃s(R), dH) ⇠=

iso
(R, | · |).

Motivación

La Geometŕıa de (H(R), dH)

La clase de subconjuntos compactos de R es

H(R) = {K ⇢ R : K compacto}.

Para cada s � 0 denotamos

⌃s(R) = {[x� s, x+ s] : x 2 R}.

Obsevemos primero que ⌃
0

(R) = R. Ahora cuando s > 0 se
cumple

dH([x� s, x+ s], [y � s, y + s]) = |x� y|,

es decir
(⌃s(R), dH) ⇠=

iso
(R, | · |).

Motivación

La Geometŕıa de (H(R), dH)

La clase de subconjuntos compactos de R es

H(R) = {K ⇢ R : K compacto}.

Para cada s � 0 denotamos

⌃s(R) = {[x� s, x+ s] : x 2 R}.

Obsevemos primero que ⌃
0

(R) = R. Ahora cuando s > 0 se
cumple

dH([x� s, x+ s], [y � s, y + s]) = |x� y|,

es decir
(⌃s(R), dH) ⇠=

iso
(R, | · |).

IDEA:	comparar el	espacio	métrico	(ℋ ℝ , 𝑑\) con	
un	subespacio “mesurable”



Motivación

De hecho, para s, t � 0 y x, y 2 R se tendrá que

dH([x� t, x+ t], [y � s, y + s]) = |x� y|+ |s� t|.

Si ⌃(R) =
[

s�0

⌃s(R), entonces

(R2

�0

, dT ) ⇠=
iso

(⌃(R), dH),

donde dT ((x, t), (y, s)) = |x� y|+ |s� t| se conoce como la
métrica del Taxi en R2

�0

= {(x, t) 2 R2 : t � 0}.
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(⌃(R), dH),

donde dT ((x, t), (y, s)) = |x� y|+ |s� t| se conoce como la
métrica del Taxi en R2

�0

= {(x, t) 2 R2 : t � 0}.
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dH([x� t, x+ t], [y � s, y + s]) = |x� y|+ |s� t|.

Si ⌃(R) =
[

s�0

⌃s(R), entonces

(R2

�0

, dT ) ⇠=
iso

(⌃(R), dH),

donde dT ((x, t), (y, s)) = |x� y|+ |s� t| se conoce como la
métrica del Taxi en R2

�0

= {(x, t) 2 R2 : t � 0}.
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De hecho, para s, t � 0 y x, y 2 R se tendrá que

dH([x� t, x+ t], [y � s, y + s]) = |x� y|+ |s� t|.

Si ⌃(R) =
[

s�0

⌃s(R), entonces

(R2

�0

, dT ) ⇠=
iso

(⌃(R), dH),

donde dT ((x, t), (y, s)) = |x� y|+ |s� t| se conoce como la
métrica del Taxi en R2

�0

= {(x, t) 2 R2 : t � 0}.
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De hecho, para s, t � 0 y x, y 2 R se tendrá que

dH([x� t, x+ t], [y � s, y + s]) = |x� y|+ |s� t|.

Si ⌃(R) =
[

s�0

⌃s(R), entonces

(R2

�0

, dT ) ⇠=
iso

(⌃(R), dH),

donde dT ((x, t), (y, s)) = |x� y|+ |s� t| se conoce como la
métrica del Taxi en R2

�0

= {(x, t) 2 R2 : t � 0}.

Motivación

De hecho, para s, t � 0 y x, y 2 R se tendrá que

dH([x� t, x+ t], [y � s, y + s]) = |x� y|+ |s� t|.

Si ⌃(R) =
[

s�0

⌃s(R), entonces

(R2

�0

, dT ) ⇠=
iso

(⌃(R), dH),

donde dT ((x, t), (y, s)) = |x� y|+ |s� t| se conoce como la
métrica del Taxi en R2

�0

= {(x, t) 2 R2 : t � 0}.

Proposición	(BMN-):																																													 donde



Motivación

El Espacio Métrico (H(X), dH)

Sea (X, d) un espacio métrico geodésico, completo y localmente
compacto. Al igual que antes denotamos

H(X) = {K : K es compacto}
⌃(X) = {Br(x) : x 2 X}

Proposición

El espacio métrico (H(X), dH) es geodésico. De hecho, para
A,B 2 H(X) con r = dH(A,B) > 0, la función
↵ : [0, r] ! H(X) dada por

↵(t) = U t(A) \ U r�t(B)

es una geodésica uniendo A con B.

Motivación

El Espacio Métrico (H(X), dH)

Sea (X, d) un espacio métrico geodésico, completo y localmente
compacto. Al igual que antes denotamos

H(X) = {K : K es compacto}
⌃(X) = {Br(x) : x 2 X}

Proposición

El espacio métrico (H(X), dH) es geodésico. De hecho, para
A,B 2 H(X) con r = dH(A,B) > 0, la función
↵ : [0, r] ! H(X) dada por

↵(t) = U t(A) \ U r�t(B)

es una geodésica uniendo A con B.

Generalizando: Sea 𝑋, 𝑑 un	espacio	métrico	
completo,	geodésico	y	localmente	compacto.	

Proposición	(BMN-):	el	espacio	métrico	(ℋ 𝑋 , 𝑑\)
es	geodésicamente	conexo.

Corolario:	el	espacio	métrico	(ℋ 𝑋 , 𝑑\) es	
geodésico



Motivación

Definimos el espacio métrico (X ⇥ R�0

, dT ), donde

dT ((x, t), (y, s)) = d(x, y) + |t� s|.

Aśı consideramos la función f : X ⇥ R�0

! ⌃(X) como

f(x, t) = Bt(x).

Proposición

La función f tiene las siguientes propiedades:

(i) f es suprayectiva

(ii) f es 1�Lipschitz

(iii) f no siempre es inyectiva, y por lo tanto no siempre es
isometŕıa

Motivación

Definimos el espacio métrico (X ⇥ R�0

, dT ), donde

dT ((x, t), (y, s)) = d(x, y) + |t� s|.

Aśı consideramos la función f : X ⇥ R�0

! ⌃(X) como

f(x, t) = Bt(x).

Proposición

La función f tiene las siguientes propiedades:

(i) f es suprayectiva

(ii) f es 1�Lipschitz

(iii) f no siempre es inyectiva, y por lo tanto no siempre es
isometŕıa

Motivación

Definimos el espacio métrico (X ⇥ R�0

, dT ), donde

dT ((x, t), (y, s)) = d(x, y) + |t� s|.

Aśı consideramos la función f : X ⇥ R�0

! ⌃(X) como

f(x, t) = Bt(x).

Proposición

La función f tiene las siguientes propiedades:

(i) f es suprayectiva

(ii) f es 1�Lipschitz

(iii) f no siempre es inyectiva, y por lo tanto no siempre es
isometŕıa

Motivación

Definimos el espacio métrico (X ⇥ R�0

, dT ), donde

dT ((x, t), (y, s)) = d(x, y) + |t� s|.

Aśı consideramos la función f : X ⇥ R�0

! ⌃(X) como

f(x, t) = Bt(x).

Proposición

La función f tiene las siguientes propiedades:

(i) f es suprayectiva

(ii) f es 1�Lipschitz

(iii) f no siempre es inyectiva, y por lo tanto no siempre es
isometŕıa

Proposición	(BMN-):		 𝑓 es	1-Lipschitz	y	
suprayectiva.



Motivación

Ejemplo

Sea X el subconjunto de R2

X = {(a, 0) : a 2 [�1,1)} [ {(0, b) : b 2 [0, 1]}

Observemos que

B
2

(�1, 0) = {(a, 0) : a 2 [�1, 1]} [ {(0, b) : b 2 [0, 1]} = B
2

(0, 1)
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(0, 1)

Ejemplo:



Definición:		el	espacio	métrico	(𝑋, 𝑑)	satisface	la	
propiedad	de	entrada	y	salida	si	para	cualquier	
pareja	de	puntos	𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 y	𝑟 > 0 existe	una	única	
geodésica	𝛾 y	un	único	punto	𝑝 ∈ 𝜕𝐵tu(𝑥) tales	que
𝛾 0 = 𝑦, 𝛾 𝐿 = 𝑥		𝛾 𝐿 + 𝑟 = 𝑝 donde	𝐿 = 𝑑(𝑥, 𝑦).

Motivación

Teorema

Sea f : X ⇥ R�0

! ⌃(X) como se definió anteriormente.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) La función f es isometŕıa

(ii) Para cualesquiera x, y 2 X con d(x, y) = ` � 0 y r � 0,
existe una geodésica � : [0, `+ r] ! X y un punto
p 2 @Br(x) de manera que �(0) = y, �(`) = x y
�(`+ r) = p.



Teorema	(BMN-):		 𝑓 es	una	isometría	si	y	solo	si	
(𝑋, 𝑑)	satisface	la	propiedad	de	entrada	y	salida.

Corolario:	Σ(ℝx) y	Σ(ℍx) son	isométricos	a	un	
espacio	métrico	del	taxi.	



V.	Espacios	de	curvatura

Motivación

Curvatura

Sea (X, d) un espacio métrico geodésico. Denotamos por e]kabc
al ángulo en b̄ del triángulo de comparación 4kāb̄c̄ en M2(k).
Para ↵ : [0, u] ! X y � : [0, v] ! X geodésicas que cumplen
↵(0) = p = �(0), definimos ✓k : [0, u]⇥ [0, v] ! R como

✓k(s, t) = e]k↵(s)p�(t).

Motivación

Curvatura

Sea (X, d) un espacio métrico geodésico. Denotamos por e]kabc
al ángulo en b̄ del triángulo de comparación 4kāb̄c̄ en M2(k).
Para ↵ : [0, u] ! X y � : [0, v] ! X geodésicas que cumplen
↵(0) = p = �(0), definimos ✓k : [0, u]⇥ [0, v] ! R como

✓k(s, t) = e]k↵(s)p�(t).

Definición:	espacio	métrico	de	caminos	(𝑋, 𝑑)	tiene	
curvatura	acotada	por	abajo	por	𝑘 ,	denotado	
Curv(𝑋) ≥ 𝑘 si	en	cada	punto	𝑝 ∈ 𝑋 la	función	
𝜃}(𝑠, 𝑡) es	monótona	no	creciente.



Definición:	sea	(𝑋, 𝑑)	un	espacio	métrico	de	caminos	
con	Curv(𝑋) ≥ 𝑘.	Se	define	el	ángulo	entre	las	
geodésicas	𝛼 y	𝛽 como		

Motivación

De aqúı el ĺımite ĺım
s,t!0

✓k(s, t) existe y definimos el ángulo entre

↵ y � como
](↵,�) = ĺım

s,t!0

✓k(s, t).

Más aún, se cumple que

](↵,�) = ĺım
s,t!0

✓k(s, t) = ĺım
s,t!0

✓
0

(s, t).
Proposición:	sea	(𝑋, 𝑑)	un	espacio	métrico	de	caminos	
con	Curv(𝑋) ≥ 𝑘.	Entonces

Motivación

De aqúı el ĺımite ĺım
s,t!0

✓k(s, t) existe y definimos el ángulo entre

↵ y � como
](↵,�) = ĺım

s,t!0

✓k(s, t).

Más aún, se cumple que

](↵,�) = ĺım
s,t!0

✓k(s, t) = ĺım
s,t!0

✓
0

(s, t).



Motivación

El espacio (R2, dT ) no tiene Curv(X) � k.

Proposición:	(ℝ�, 𝑑�)	no	cumple	
con	Curv(𝑋) ≥ 𝑘.	Motivación

✓
0

= 0

Motivación

✓
0

= 0

Motivación

✓
0

= 0



Motivación

El espacio (R2, dT ) no tiene Curv(X) � k.

Motivación

✓
0

= ⇡
3

Motivación

✓
0

= ⇡
3

Proposición:	(ℝ�, 𝑑�)	no	cumple	
con	Curv(𝑋) ≥ 𝑘.	

Motivación

✓
0

= ⇡
3



Proposición:	sea	(𝑋, 𝑑)	un	espacio	métrico	completo,	
localmente	compacto	y	geodésico	que	cumple	la	
propiedad	de	entrada	y	salida.	Entonces	el	espacio	
(𝑋×ℝ��, 𝑑�)	no	cumple	con	Curv(𝑋×ℝ��) ≥ 𝑘.	

Motivación



VI.	Submetrías

Definición:	una	función	𝑓: (𝑋, 𝑑�) → 𝑌, 𝑑� entre	
espacios	métricos	se	dice	submetría si	

𝑓 𝐵tu(𝑝) = 𝐵tu(𝑓 𝑝 )

Proposición:	toda	submersión riemanniana
𝑓: (𝑀, 𝑔�) → 𝑁, 𝑔� es	una	submetría.



Teorema	(O’neill):	sea 𝑓: (𝑀, 𝑔�) → 𝐵, 𝑔�
una	submersión riemanniana,	entonces

W. Barrera et al 73

Proposición 5.21. Sea (X, d
X

) un espacio métrico de caminos, tal que d
X

es estrictamente intŕınseca, y f :
(X, d

X

) ! (Y, d
Y

) una submetŕıa. Entonces (Y, d
Y

) es un espacio métrico de caminos y d
Y

es estrictamente
intŕınseca.

Prueba. Sean y1, y2 2 Y , entonces existen x1 2 f�1(y1) y x2 2 f�1(y2) tales que

d
X

(x1, x2) = d
Y

(f(x1), f(x2)).

Sea �
X

: [a, b] ! X un camino de longitud mı́nima tal que �
X

(a) = x1 y �
X

(b) = x2. Entonces �Y = f � �
X

es un camino que conecta a y1 con y2. Probaremos que L
dY (�Y )  L

dX (�
X

). Si P = {a = p0 < p1 < · · · <
p
n

= b} es una partición del intervalo [a, b] entonces

S(P, �
Y

, d
Y

) =
n

X

k=1

d
X

(�
Y

(p
k�1), �Y (pk))

=
n

X

k=1

d
X

(f(�
X

(p
k�1)), f(�X(p

k

)))


n

X

k=1

d
Y

(�
X

(p
k�1), �X(p

k

))

= S(P, �
X

, d
X

)  L
dX (�

X

),

por lo tanto S(P, �
Y

, d
Y

)  L
d

(�
X

) para toda partición P de [a, b], aśı L
dY (�Y )  L

dX (�
X

). Entonces

d
Y

(y1, y2)  L
dY (�Y )  L

dX (�
X

) = d
X

(x1, x2) = d
Y

(y1, y2),

aśı que d
Y

(y1, y2) = L
dY (�Y ). Esto significa que �

Y

es un camino de longitud mı́nima que conecta a y1 con
y2 y por tanto d

Y

es estrictamente intŕınseca. ⇤

En 1966 B. O’Neill [17] desarrolló una serie de fórmulas referentes a los tensores de curvatura entre dos
variedades relacionadas por una submersión riemanniana. Como consecuencia de estos cálculos se deriva una
fórmula que relaciona las curvaturas seccionales sec

M

y sec
B

de las variedades M y B. Dicha fórmula es

sec
B

(X,Y ) = sec
M

(X̃, Ỹ ) +
3

4

�

�

�

�

h

X̃, Ỹ
iV �

�

�

�

2

,

donde X,Y son dos campos ortonormales en B y cuyos levantamientos son X̃ y Ỹ , respectivamente. Es
inmediato de la fórmula anterior que si sec

M

(X̃, Ỹ ) � k, entonces sec
B

(X,Y ) � k. Como es de esperarse, es
posible obtener las mismas desigualdades en el contexto de los espacios de Alexandrov, a pesar de que, en
general, en este contexto no existan fórmulas tipo O’Neill.

Proposición 5.22. Sea (X, d
X

) un espacio métrico de caminos, localmente compacto y tal que la métrica d
X

es estrictamente intŕınseca. Tomemos f : (X, d
X

) ! (Y, d
Y

) una submetŕıa y supongamos que Curv(X) � k.
Entonces Curv(Y ) � k.

Prueba. De la proposición 5.21 se cumple que d
Y

es estrictamente intŕınseca. Ahora, si y 2 Y y x 2
f�1(y), entonces existe r > 0 tal que B

dX (x, r) es compacto, esto último porque X es localmente compacto.
Como (X, d

X

) es espacio métrico de caminos entonces B
dX (x, r) = B

dX (x, r), de manera que

B
dY (y, r) = B

dY (y, r) = f(B
dX (x, r)),

y por tanto B
dX (x, r) es una vecindad precompacta de y. Esto prueba que (Y, d

Y

) es localmente compacto.
Supongamos que Curv(X) � k y probemos que Curv(Y ) � k. Para esto último probaremos que (Y, d

Y

)
satisface la propiedad de los cuatro puntos. Sean y 2 Y y x 2 f�1(y), luego existe U

x

, vecindad de x, donde
se satisface la propiedad de los cuatro puntos. En particular existe r > 0 tal que B

dX (x, 3r) ⇢ U
x

donde
también se satisface dicha propiedad. Probaremos que U

y

= B
dY (y, r) la satisface también.

Elijamos cuatro puntos a
Y

, b
Y

, c
Y

, p
Y

2 U
y

y observemos lo siguiente. Denotamos r
p

= d
Y

(y, p), por lo
que es claro que r

p

< r. Aśı

p
Y

2 B
dY (y, rp) = B

dY (f(x), rp) = f(B
dX (x, r

p

)),

Corolario:	sea 𝑓: (𝑀, 𝑔�) → 𝐵, 𝑔� una	
submersión riemanniana,	si	sec� ≥ 𝑘
entonces	 sec� ≥ 𝑘



Teorema:	sea	𝑓: (𝑋, 𝑑�) → 𝑌, 𝑑� una	submetría y	
(𝑋, 𝑑) localmente	compacto	con	Curv(𝑋) ≥ 𝑘,	
entonces	Curv 𝑌 ≥ 𝑘.

Proposición	(BMN-):	𝑔: (ℋ ℝ , 𝑑\) → (Σ ℝ , 𝑑\)
dada	por

𝑔 𝐾 = [min	𝐾,max	𝐾]
es	una	submetría.

Conjetura	(BMN-):	𝑔: (ℋ ℝ , 𝑑\) no	cumple	con	
Curv(ℋ ℝ ) ≥ 𝑘.	



VII.	El	cubo	de	Hilbert

Gromov-Hausdor↵ distance

Definition. The Gromov-Hausdor↵ distance between metric spaces X and
Y is defined as

dGH(X ,Y ) = inf
Z

inf
X 0,Y 0

dZ
H (X

0,Y 0)

where the infimum 2 [0, 1] is taken over all metric spaces Z and all
subspaces X 0,Y 0 of Z that are isometric to X ,Y .

Comments

I
d

Z
H denotes the Hausdor↵ distance in the metric space (Z , dZ ).

I
X

0,Y 0 carry the metrics obtained by restriction of dZ .

I Distance depends only on the isometry classes of X and Y .

I Reformulate:
dGH(X ,Y ) = inf

Z
inf
�, 

d

Z
H (�(X ), (Y ))

where the infimum is over all isometric embeddings � : X ! Z and
 : Y ! Z .

Teorema	(Gromov):	𝑑�\ es	una	métrica	en	el	
conjunto	ℳ de	las	clases	de	isometría	de	conjuntos	
compactos.



Teorema	(Gromov):	sea	C	un	subconjunto	totalmente	
acotado	de	ℳ,	entonces	existe	un	encaje	isométrico	
de	(𝐶, 𝑑�\) en	un	subconjunto	compacto	de	(ℓ�, 𝑑\).

Definición:	el	cubo	de	Hilbert	(𝒬, 𝑑𝒬) es	el	espacio	
métrico	dado	por

𝒬 = Π�[0,1]

𝑑𝒬 𝑥, 𝑦 = Σ�
|𝑥� − 𝑦�|

2�

Teorema:			(𝐺𝐻(ℝx), 𝑑�\) es	homeomorfo a	(𝒬 ∗, 𝑑𝒬)



TRABAJO		EN		PROGRESO:			

Caracterizaciones	explícitas	de	ℋ(ℝx) en	(𝒬 ∗, 𝑑𝒬)

Geodésicas

Isometrías

Submetrías



¡	GRACIAS	!


