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Basada en...

@ F.J. Palomo and A. Romero, On spacelike surfaces in 4-dimensional
Lorentz-Minkowski spacetime through a lightcone, P. Roy. Soc.
Edinb. A Mat. (aparecer3).

e F.J. Palomo, F. Rodriguez and A. Romero, Compact spacelike
surfaces in the lightcone with non-degenerate lightlike Gauss map,
(enviado)
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Para empezar...

L= (R™L(,)), (L) = —(da)*+>_(dx)?

i=1
A" ={v el (v,v) =0,v >0}

(Ts A"): = Span{V} C v~ = T, A", Ve A"

A" C L1 una hipersuperficie luz ({ , ) degenera sobre A") pero...
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Para empezar...

@ Sit: M™ — A" es una inmersién y
Uo(TyM) N Span{is(p)} = {0}, peM

4

‘/Lﬁ*( , ) €s una métrica de Riemann.‘

¥ : M" — A" serd inmersién espacial de codimensién 2 en L2

@ ;Qué variedades de Riemann (M", g) admiten una inmersién
isométrica en A"t17?

La respuesta fue encontrada por Brinkmann en 1923...
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Para empezar...

Una variedad de Riemann (M", g) se dice localmente conformemente Ilana
si cada punto de M" estd en el dominio de un sistema coordenado local
(X1, ..., xn) donde la métrica se escribe

g =w? ( Z(dx;)z).

Brinkmann, 1923

Una variedad de Riemann de dimensién n > 3 y simplemente conexa es
localmente conformemente llana si y sélo si admite una inmersién
isométrica en A1 2

?A. Asperti and M. Dajczer, Conformally flat Riemannian manifolds as hypersurfaces
of the light cone, Can. Math. Bull., 32 (1989), 281-285
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Para empezar...

‘ Ideas de la prueba ‘

Sea 1) : M" — A" inmersién espacial con (, ) la métrica inducida.
Y e XM, Ay =-Id
Tomemos 1 € X+(M") con (n,) =1y (n,n) = 0.

(Ap(X),Y) =-L(X,Y) = %[Ric(x’ Y) - > S

m@ﬁ Y>}7

para cada X, Y € X(M?).

’ Ecuacion de Gauss < Tensor de Weyl nulo. ‘

| Ecuacién de Codazzi < Tensor de Schouten es de Codazzi. |

Ecuacién de Ricci < [A;, Ayp] = 0.
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

’LQué ocurre para n = 27

Teorema de uniformizacidn

Una variedad de Riemann de dimensién 2 y simplemente conexa es
conformemente equivalente a una de las siguientes: E?, S?(1), H?(—1)

4

Cada variedad de Riemann de dimensién 2 y simplemente conexa admite
una inmersién isométrica en A3.

Este hecho es falso para otras cudadricas.

o No existe ninguna inmersién isométrica de S?(r) en
S3={vel*:{v,v) =1} conr<1.
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

\ Plano euclideo

o :E2 = A3, (x,y)= <coshx, sinh x, cos y, siny)

° 9B A o(xy) = (SHHEL S xy)

® &
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

Esfera S?(r) de curvatura de Gauss constante 1/r?

S (u,r) ={v e :{v,u) =r}=S%(r) con (u,u) = -1, up < 0, r > 0.

4

S2(u, r) son todas la esferas totalmente umbilicales de IL* a través de A3
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

Plano hiperbélico H?(—1)

Consideremos el modelo de H2(—1) del semiplano de Poincaré y > 0.
o Py(x,y)  H?(—=1) — A3, y(x,y) = %(cosh x,sinh x, cos y, sin y).

2.2 2,2
° Golx,y) HA(-1) = N, golx.y) = E(H S y).
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

‘Un primer método general‘

(Cambio conforme)

Sean 9 : M2 — A3 espacial y o € C*°(M?).

b = e71h: M> — A

Ui, )= L) = K = e

(e e2o
@ Este método ha permitido construir las inmersiones isométricas de
H2(—1) en A3.
...del Teorema de uniformizacién...

Sea (M?, g) una variedad de Riemann simplemente conexa. Entonces
existe un embebimiento isométrico 1) : M? — A3. 2

?Obtenido también en H. Liu, M. Umehara and K. Yamada, The duality of
conformally flat Riemannian manifolds, arXiv:1001.4569v4.
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

‘ Férmulas y algin resultado‘

Sea ¢ : M? — A3 C L* una superficie espacial (= orientable).
¥,n € XH(M?), (nm) =0, (n,¥) =1, Yo=x00

1+ || v %ol? 1 >
Ay=-1d, A,=-— Id+—
v " 203 w V"
Vi =Vin=0
1
K = —tr(A;) = —Alog o + —
b5

H=-1K-¢y—n (= (HH) =K)

Una superficie espacial de L* que admita un campo normal luminoso &
con V+é=0y A¢ = —Id esta contenida en un cono p + A3 C LA
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

’ Caso compacto ‘

Si M? es compacta, entonces debe ser topolégicamente una 2-esfera.

— — 1
.(H,H) = —AlogwoqLE =K..
0

— — 1
/ <H,H)dA:/ — dA = 4.
M2 m2 ¥y

..incluso un poco més...

//\/12 W’»l) dA = 4,

para todo (u, u) = —1 con ug < 0.

v
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

La superficie conjugada‘

Sea 1) : M? — A3 una inmersién espacial y ibv =—n:M> = A3,

PUX,Y) = (A3(X), Y) =TI0,(X, Y), XY € X(M?).

¢ es una inmersién (espacial) < det(A,) =9 # 0 en todo punto.

En este caso, 1 es una seccién normal no degenerada y 1 la superficie
conjugada a ).

b=

KT = K /o
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

‘ Plano euclideo | ‘

2 2 2 2 ~
¢:E2 — A3, ¢(x,y) = (X L t1 x 1 _1,x,y)7 ¢ es constante.

‘ Plano euclideo Il ‘

v E2 = A3 y(x,y) = <cosh x,sinh x, cos y, sin y)

1
n(x,y) = 5( — cosh x, —sinhx,cosy,siny), 0=-1/4.

KH
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

Esfera S?(r)

S2(u,r) ={veN:{v,u)=r}con (u,u) = -1, ug <0, r>0.

P

S2(u,r) = S*(u,1/2r), o=1/4r*
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

‘ Plano hiperbdlico | ‘

b H?(—1) — A3 con ¢y(x,y) = (Xzﬂjﬂ, X2+§2_17X7Y>7 y>0

La métrica inducida por ¢, tiene curvatura de Gauss constante —4.

| Plano hiperbglico 11

Vo t H2 (1) = A3, 9y(x,y) = %(cosh X, sinh x, cos y, sin y)

4
0o =——, K= Vo1 (y #1).
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

Cambio conforme y superficie conjugada: t/T(,

K=4/(y"-1), y#1
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Ejemplos y algo mas...
Geometria local
Superficie conjugada

Geometria de superficies en A3

Superficie conjugada y cambio conforme: (),
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Una caracterizacién intrinseca de
Una caracterizacion extrinseca de
Sobre el \;

Resultados globales

Teorema. Caracterizacién intrinseca de S?(u, r)

Sea 1) : M? — A3 una superficie espacial completa. Supongamos:
@ K es constante.
@ 1 alcanza un maximo local en algiin g € M?.

Entonces M? es una esfera (totalmente umbilical) S?(u, r).

Ideas de la prueba

QO K=(—Alogyo+ #)(q) > 0 = M? es una 2-esfera topoldgica.
0
@ La diferencial cuadratica Q = (I[(9;,0;),n)dz> = 0 & M? es t. u.

—

Q@ (H,n) = —K/2 = cte = Q es holomorfa.
Q M? es una 2-esfera = Q = 0.
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Resultados globales

Sobre el \;

...hacia una caracterizacion extrinseca...

Si det(A,) = 0 # 0 en cada punto,
I, (X, Y) = =(Ay(X), Y)

es una métrica semi-riemanniana en M2,
Sean Dy V las conexiones de Levi-Civita de II,, y ( , ), respectivamente.

Teorema. Curvatura de II,

Sea 1) : M? — A un superficie espacial con 7 no degenerado. Entonces, la
curvatura de Gauss II,, satisface,

2

K
2K = T S H??(L’ L) _ (VH"D, VH"D),

w2

donde L(X,Y) = DxY — VxY para cada X, Y € X(M?).

V.
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B >
Una caracteriz intrinseca de ,’o(u. r)
Una caracterizacién extrinseca de S*(u, r)

Resultados globales Sobre el Ag

Teorema. Caracterizacién extrinseca de S?(u, r)

Sea 1) : M? — A3 una superficie compacta espacial. Supongamos que 7 es
no degenerado. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
@ M? es totalmente umbilical (= S?(u, r)).

@ La curvatura de Gauss-Kronecker 0 = det(A;)) es constante.

© La curvatura de Gauss II,, satisface K" = 2
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PP > \
Una caracterizacion intrinseca de ,’7(11. r)
Una caracterizacion extrinseca de S°(u, r)

Resultados globales Sobre el Ag

Ideas de la prueba

O M2=S(u,r) = A,=-1/2r2 Tld= K=K =2

QA= —%w;fo”zld F % V2 1o = 11, es una métrica de Riemann.

O K=—tr(A) = K>>40>0& K>2/0 ("="siysblo sies t.u.)

| d=cte= K" = 1/2<K2/D + 10, (L, L)) > K2/20 > K/V?
4 = / K" dAIIn / dAIIn / K dA =41 = t.u.
M? M2
QO Kl=2= K>K"/o("="siysblosiest.u.)

47r:/ K”dAHn:/ K"ﬁdA</ K dA =4r = t.u.
M2 M2 M2
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R >
Una caracterizacion intrinseca de S<(u, r)

Una caracterizacién extrinseca de S°(u, r)

Resultados globales Sobre el \;

ANf+ A =0

O=X <A < <.

Teorema

Sea 1) : M? — A3 una superficie compacta espacial. Para cada v € L* con
(uyuy ==1y uy <0,

e 2
"= min(y, u)?’

La igualdad se alcanza para algtin u siy sélo si M? = S?(u,r), r = (¢, u).

En particular,

2
A< ———,
' = min (¥3)’

con igualdad si y sélo si ¥g = cte.
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. .z . s 2
Una caracterizacion intrinseca de S“(u, r)
Una caracterizacién extrinseca de S°(u, r)

Resultad lobal
esultados globales Sobre el A;

¥(M?)




. P . s 2
Una caracterizacion intrinseca de S<(u, r)

Una caracterizacién extrinseca de S°(u, r)

Resultad lobal
esultados globales Sobre el A;

Desigualdad de Hersch‘

A\ < 8m
L= area(S?, g)

con igualdad si y sélo si g tiene curvatura de Gauss constante.

Ideas de la prueba
o

/MZ <1/11u)2 dA = 47 < drea(M?,( , ))/min(y, u)?.

@ Usar la desigualdad de Hersch.
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Para acabar...

Si M? es una superficie en un cono de L% entonces,
II(Xa Y) = <A77(X)7 Y>'¢ - <X7 Y>77 (Xa Y € mz)

...es imposible que sea totalmente geodésica en L4
...ademas

— 1
H= - K-v-n
2
. . H
...es imposible H = 0.
..pero existen superficies compactas totalmente umbilicales en un cono.

@ jPueden clasificarse de algiin modo las hipersuperficies luz por el tipo
de superficies espaciales que contienen?
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Para acabar...

Toda superficie compacta de S% con segunda forma fundamental II no
degenerada es totalmente umbilical si y sélo si K'I es constante.?

?J.A. Aledo and A. Romero, Compact spacelike surfaces in the 3-dimensional de
Sitter space with non-degenerate second fundamental form, Differ. Geom. Appl., 19
(2003), 97-111.

Si M? es compacta, 1 es no degenerado y K" = cte, entonces K" > 2.

K?(qo0)

2K > > 4,
2(qo)
donde gp es un maximo local de 0.

..no hemos encontrado ninguna superficie con K7 = ctey K7 > 2.
e ;Sera cierto que M? compacta y K" = cte implican totalmente
umbilical?
o Estos es, si M? es compacta,
iKT=cte < K1=27
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Para acabar...

Si M? es una superfice espacial compacta en A3,

— — — —
(HHH) =K = (H,H)dA =4r
M2
...la desigualdad de Hersch puede ahora escribirse...
— —
2 [,2(H, H)dA
drea(M?,(, ))

iiFormalmente idéntica a la acotacidn extrinseca de Reilly para superficies
compactas en espacios euclideos!!
...pero la desigualdad de Reilly es falsa para superficies compactas en L*...

o ;Existe alguna acotacidn extrinseca para el A; de superficies
compactas en L4?

o ;Caracterizarad (x) las superficies en un cono?
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