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Resumen

Dado un campo vectorial X en una variedad Riemanniana
(N,g), decimos que una hipersuperficie tiene dirección
principal canónica relativa a X , si la proyección ortogonal de X
sobre el espacio tangente de M da una dirección principal de
M.

Daremos varias caracterizaciones de estas
hipersuperficies. En particular se relacionan con funciones
transnormales y funciones eikonales.
Como aplicación, obtendremos una caracterización de las
superficies de Delaunay como las únicas superficies en R3

con curvatura media constante que admiten una dirección
principal canónica.
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Campo vectorial cerrado y conforme

Un campo vectorial X : N −→ TN se dice cerrado y conforme si
existe una función ϕ : N −→ R tal que

DY X = ϕY ,

para todo campo vectorial Y de N.

Ejemplo

Campos radiales en Rn, campos paralelos en (N,g), campos
vectoriales X = ρ∂t en un producto ”warped” N = I ×ρ L donde
I ⊂ R, ρ > 0 en I y (L,gL) variedad Riemanniana y

gN = dt2 + ρ2gL.

Localmente las variedades Riemannianas que admiten un tal
campo X son un producto ”warped”.
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Campo en la esfera
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Antecedentes

Sea M ⊂ N una hipersuperficie con campo normal y unitario ξ.

Definición
La función ángulo es θ(p) = 〈X (p), ξ(p)〉 donde
p ∈ M, ξ : M −→ TM⊥ es un campo unitario. Cuando esta
función es constante, se dice que M es hipersuperficies de
ángulo constante relativa a X o que es una hipersuperficie
hélice.

Observación
Las hipersuperficies de ángulo constante relativo a un campo
vectorial cerrado y conforme tienen una dirección principal
canónica.
Han sido estudiadas por Dillen, Lopez, Munteanu, Di Scala,
Ruiz ...
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Caracterización

Sea (N,g) una variedad Riemanniana con un campo vectorial
cerrado y conforme X . Sea M ⊂ N una hipersuperficie inmersa.

Teorema (Garnica, Palmas, -)
Las siguientes condiciones son equivalentes:

M tiene dirección principal canónica relativa a X: X T es
dirección principal de M.
Las curvas integrales de T = X T/|X T | son geodésicas de
M.
La función ángulo θ : M −→ R es constante en las
direcciones tangentes a M y ortogonales a T .
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Caracterización Parte II

Se sabe que (N,g) es localmente isométrica a I ×ρ N ′. La
función altura h : M −→ R es la restricción de π : I ×ρ N ′ −→ R
a M.

La norma del gradiente (en M) de la función altura es
constante a lo largo de la curvas de nivel de h.
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Relación con funciones transnormales

Definición
(L,gL) variedad Riemanniana y F : L −→ R función lisa.
Decimos que F es transnormal si satisface la ecuación ”eikonal
generalizada”

|∇F | = b ◦ F ,

donde b es una función no negativa.
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Gráfica de funciones trasnormales tienen una D.P.C.

Proposición
Sea N el producto ”warped” R×ρ L y sea F : L −→ R una
función transnormal. Entonces la gráfica de F

{(F (x), x) ∈ R× L}

tiene una dirección principal canónica relativo a X = ρ∂t .
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Gráficas con D.P.C.

Proposición
Sea N el producto ”warped” R×ρ L y sea F : L −→ R una
función cuya gráfica

{(F (x), x) ∈ R× L}

tiene una dirección principal canónica relativo a X = ρ∂t .
Entonces F es transnormal.
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Hipersuperficies con CMC

Proposición

Sea M una hipersuperficie en Rn+1 con dirección canónica
principal relativo a X0 = (1,0, . . . ,0), la cual esta dada como la
gráfica de una función transnormal F : U ⊂ Rn → R. Si t ∈ R
es tal que F−1(t) 6= ∅, sea

Mt := {t} × F−1(t)

un ”slice” de M.
Si M tiene curvatura media constante en Rn+1 entonces

Mt tiene curvatura media constante en Rn+1 para todo t, y
Mt tiene curvatura media constante en M para todo t.
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Superficies de Delaunay
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Caracterización de Superficies de Delaunay

Corolario (Garnica, Palmas, -)

Sea M una superficie conexa inmersa en R3 con dirección
principal canónica relativo a un campo constante. Si M tiene
curvatura media constante, entonces es parte de una
superficie de Delaunay.
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