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Introduccidn

Definicion

Una hipersuperficie X de una variedad Riemanniana M se dice
isoparameétrica si sus hipersuperficies paralelas (equidistantes) 3; tienen
curvatura media constante para ¢ suficientemente pequeno.

Cartan Si M € {R",H",S"}, entonces ¥ es isoparamétrica si, y sélo
si, tiene curvaturas principales constantes.

Cartan-Segre Clasificaron las hipersuperficies isoparamétricas en R™ y H"
y todas ellas son homogéneas.

+S™? Numero de curv. principales: g € {1,2,3,4,6} (Cartan).

g < 3 X es homogénea (Cartan).

g =4 Y es homogénea o un ejemplo de
Ferus-Karcher-Miinzner (Cecil-Chi-Jensen,
2007), con excepciones (estudiadas por Chi).

g = 6 Misma multiplicidad m € {1, 2} (Abresch)y &
es homogénea (Dorfmeister-Neher (m = 1) y
Miyaoka (m = 2)).



Espacios E(x, 7)

Las 3-variedades simplemente conexas y homogéneas con grupo de
isometrias de dimension 4 pertenecen a una familia E(x, 7), k, 7 € R.

k>0 k=0 k<0
=0 S2xR R’ H?2xR
T#0 S§ Nils  SLa(R)

» Incluyen todas las geometrias de Thurston salvo H? y Sols.

> E(x,T) admite una submersion riemanniana sobre M? (k) cuyas fibras
son las curvas integrales de un campo de Killing unitario.
~- Los conceptos vertical y horizontal son naturales en E(x, 7).

> La constante 7 es la curvatura del fibrado y mide la integrabilidad de la
distribucién horizontal.

» Existe una correspondencia isométrica (Daniel):
H-superficies en E(k,7) <«— H"-superficies en E(x",7")

siempre que 4H° + k= A(H ) + vy r — 472 = k" — 4(77)?
preq y



Clasificacion

Teorema (Dominguez-Vazquez, —)

Sea ¥ ¢ E(x, ) con x — 472 # 0. Equivalen:
(i) X es un abierto de una superficie homogénea;
(i) X es isoparamétrica;

(iii) X tiene curvaturas principales constantes;
)

3 es un abierto de
(a) un cilindro vertical Zy,,... - paratodo H,k,7 € R
(b) una seccioén horizontal Sy .- conT=H =0, 0
(¢) un helicoide parabdlico Py .. . con 4H? + x < 0.

(iv

(v) X tiene curvatura media y angulo constantes (Espinar—Rosenberg)
(vi) X tiene curvatura media y curvatura de Gauss constante (conjetura)

Esquema de demostracion:
(i =ii) Trivial (cierta en general).
(i = iii) Célculo de la curvatura media de superficies paralelas.
(ili = iv) Reducir al caso Q = 0.
)

(iv = i) Trivial (estudio de ejemplos).



Modelos para E(k, 7)

Modelo del disco:

2 9 da? + dy? < 7-(yd3:xdy)>2
D(—2_) xR, ds?=_ &+ | (4,4 TWwer—zdy)
<Ff<> P ars@ e \T T T

> La submersion de Killing es (z,y, z) — (z,y): omite una fibra si x > 0.

> Rotaciones respecto del eje z son isometrias.

Modelo del semiplano (sélo para x < 0):

2 2 2
R: xR, ds®= u + (dz— 2lolgc)
—Ky Ky

> La submersion de Killing es (z,y, z) — (z,y) globalmente.

» (z,y,2) — (z + a,y, z) son isometrias (traslaciones parabdlicas) y
también (z, vy, z) — (Az, Ay, z) (traslaciones hiperbdlicas)



Ejemplos relevantes |

Superficies rotacionalmente invariantes Su ..~ (paratodo H, 7, k € R).

. Y —4HsvV1+ 1%2s2ds
X (u,v) = | vecos(u),vsin(u), £
o (44 rKs?)V/1— H?s?
0, min{ %, -2 sik <0
donde u € R, v € [’mm{H"/:”"}) s
[0, %) sik>0

> Son H-esferas para 4H? + x > 0 y H-grafos enteros para 4H? 4+ x < 0.

Superficies helicoidales Cy, .., (sOlo para 4H? + k < 0)

. 47 v 16 H\/1672 4+ k2s2ds
X(u,v)= (1} cos(u), vsin(u), ?u:I:‘/lH it H82)m>

[r]

H
donde u € R, v € [, J2=).
» Son H-catenoides para 7 = 0 y helicoides minimales para H = 0.

» Salvo estos dos casos, las demas no son embebidas.



Ejemplos relevantes |l

Helicoides parabolicos Py .., (s6lo para 4H? + x < 0).

2H —kK + 412 o (v))
—KkV—Kk —4H? &

donde u,v € Ry v > 0 si k + 4H? < 0; horocilindro/plano si k + 4H? = 0.

X (u,v) = <u,v,

» Son H-grafos enteros homogéneos invariantes por los grupos
s s 2H —kK + 412 )
z,y,z) — (z+1t,y,2), z,y,z)— ez, ey, 2 — ——m——5
(@2 b okt Gas) o (eerys = VA

» Son subgrupos de E(k, ) como grupo de Lie no-unimodular.

Cilindros verticales Zy,,.., = =~ ' (I") (para todo H, 7, x € R).
> Son H-cilindros para 4H? + x > 0y H-planos para 4H? + x < 0.

> Son homogéneos: invariantes por traslaciones verticales y por
translaciones a lo largo de la curva generatriz.

Secciones horizontales: Se recuperan como So .0 = Co,k,0 = Po,x,0-



Clasificacion de superficies con Q = 0

Teorema (Dominguez-Vazquez,—)
Sea ¥ ¢ E(x, 7) una H-superficie, x — 472 # 0. Equivalen:

(i) La diferencial de Abresch—Rosenberg @ de X se anula idénticamente.
(i) X es congruente con un abierto de Si .-, Cri.r © Prier-

K —412 4

2 2 2 _
q K — 41 <4H +H_V2)<4H + K 4K+3l/2)—“v1/||2

K — 472 K — 4712

Demostracion.

> %% s E(k*,0) con x* = k — 472 y H* = /H? + 72 hermana de &
> >* también tiene @ = 0. Abresch—Rosenberg probaron que:
> >y ¥ pueden suponerse completas.
> ¥* es congruente con una superficie Sg+ .+ (k + 4H? > 0),
Dy o+ (k+4H? <0), Cy+ o+ (k+4H? <0) 6
Py o+ (k+4H? < 0)
» Como las superficies Su .+, Cr,x,r ¥ Pr.x,- tienen Q = 0, han de ser
las Unicas con @ = 0 por conteo. O



Clasificacion de superficies con CPC

Supongamos que ¥ ¢ E(k, 1), k — 472 # 0, tiene CPC.

» Podemos suponer que X no es totalmente umbilical (Souam—Toubiana)
y tomar base de dir. principales {e1, ez} con curv. principales k1 # ka.

» Podemos suponer que la funcién angulo v no es idénticamente 0 6 +1.
> Los simbolos de Christoffel p1, p. € C*°(X) satisfacen
Ve,e1 =piea, Ve ea = —pier, Ve,e1 =poea, Ve,e2 = —paer.
lo que nos permite calcular [e1, e2] = —pie1 — paea Yy
R(e1,e2)N = (k2 — k1)(p1e1 — p2e2).
La expresion del tensor de curvatura de E(x, 7) nos da

Kk — 472

11)1 = ov(T, e2) ‘ ‘pz =ov(T,e1) ‘ cono = p—

> La curvatura de Gauss de ¥ cumple
K=(Ve,Verea—Ve,Ve, 2= Ve, eyj€2,€1) =ea(p1) —e1(p2) —pi —p3

> pf+p3 =o*?((T, 61> + (T, e2)?) = o?V?||T|* = o121 — v?)
> ea(p1) = a(ker? — oV (T, e1)? + (T, ed (T, e2) — k(T e2)?)
> ei(p2) = kav? — k1 (T, e1)? — 7(T, el ) (T, e2) + ov* (T, e2)>



Clasificacion de superficies con CPC

Supongamos que ¥ & E(k, 7), k — 472 # 0, tiene CPC. Entonces:

k1(T, e1)? + 27(T, e1)(T, e2) — ko (T, e2)* = 0~ (K1ka + 7°)
+20%(0(1 = v°) + k1 — Ka)

(a) Siki = —k2y7 =0, el LHS esigual a 1 (1 — v*) y tenemos un
polinomio de grado 4 con coeficientes constantes, luego v es constante.
~» Obtenemos secciones horizontales y cilindros verticales.

(b) Supongamos que k1 # —k2 0 bien 7 # 0.

> Junto con (T, e;)? + (T, e2)? = 1 tenemos un sistema cuadratico
en (T,e1) y (T, ez), de donde (T, e;) son funciones de v:

(V(T,e;),JVv) =0 i€ {1,2}.
Esta ecuacion puede reescribirse como

k1 (T, e1)? 4+ 27(T, el ) (T, e2) — ko (T, e2)* = 0~ " (kika + 7°)

> Obtenemos que Vv = 0, de donde x1k2 + 72 = 0. Por tanto:

(k1 —k2)® _ | 4H?+47°  4H? +
Kk —A4r2 + k—412 Kk —472’

de donde se sigue que g =0y X = Py . .

V2= 1—|—O'_1(H,1—K2) =1+



Geodésicas en E(x, 7)

Sea v : R — E(k, T) una geodésica con ||| = 1. Entonces,
> 7oy :R — M?(k) tiene curvatura y velocidad constantes.
> (v,&) es constante.

No obstante, las expresiones de las geodésicas son complejas si 7 # 0.
» Heisenberg Nils(7) = E(0, 7) (con v(0) = (0,0, 0)):

> Horizontales: vy, /2(t) = (tcos(#), tsin(),0)
> Vertical: v9,0(t) = (0,0,t)
> Resto de geodésicas: vo,4(t) = (z(t),y(t), 2(t)), donde

tan(¢)
2T

y(t) = w (sin(27 cos(@)t + ) — sin(0)) ,

14 cos*(e) tan?(¢)
() = 2 cos(¢) b 4r

x(t) =

(cos(27 cos(¢)t + 0) — cos(6)),

sin(27 cos(¢)t),



Geodésicas en E(x, 7)

> Grupo especial SLz(R) = E(k, 7), k < 0, 7 # 0
Sea ~(t) = (x(t), y(t), 2(t)) geodésica (modelo del disco)

con v(0) = (0,0,0) y [|7'|| = 1. Definimos ‘ §=(k—41)(7, 6 — ‘

> Elipticas (0 < § < —x): se proyectan en circulo de H? (k).
4a(ka? — 4)(1 — cos(mt))
16 + k2a* + 8ka? cos(mt)’
4a(ka® + 4) sin(mit)
16 + k2a* + 8ka? cos(mt)’
44 a%(87% — k)
(4 — ka?)? 4 64a?72

z(t) =

y(t) =

z(t) =

4T —ra? sin(mt)
t + — arctan s
K

4 4 ka? cos(mt)

> Hiperbolicas (—472 < § < 0): se proyectan en hiperciclo de H?(x).
4a sinh? (mt)

4 + ra? cosh?(mt)’
av/—ka? — 4sinh(2mt)
4 + ka2 cosh? (mt)

42 — K

oI T atr?

z(t) =

y(t) =

)

z(t) =

4T 2 tanh(mt)
t + — arctan y
K

V—ra? —4



Geodésicas en E(x, 7)

> Grupo especial SLz(R) = E(k, 7), k < 0, 7 # 0
Sea ~(t) = (x(t), y(t), 2(t)) geodésica (modelo del disco)

con v(0) = (0,0,0) y [|7'|| = 1. Definimos ‘ §=(k—41)(7, 6 — ‘

> Parabdlicas (5 = 0): se proyectan en horociclo de H? (k).
—2v/—r72t?
"= m i ey
27V4AT2 — Kt
472 — k(1 + 7212)’
VET R
V=K

y(t) =

z(t) =

T\/jKt
Virz —k )’

4T
t + — arctan
K

La aplicacion exponencial es muy compleja. De hecho no se conocen
expresiones explicitas para bolas geodésicas de E(x, 7) si T # 0.

Usaremos un método alternativo para calcular la curvatura media de
superficies paralelas basado en los campos de Jacobi.



Curvatura media de superficies paralelas |

Sea X & E(k, 7) una superficie con normal unitario local N.

> El traslado equidistante ® : & x R — E(x, 7), ®(p,r) = exp, (rNp)
produce una foliacion (local) U = U,¢(—c ) P(%, 7).

> Nos restringimos a U/, a donde extendemos v, N y la rotacion J.
~+ v es constante a lo largo de ~,.

> Podemos suponer que v no es constante 0 6 +1, luego tenemos un
sistema ortonormal {U1, U2, N} en U dado por

§—vN
U = Y——, Uy = JU:.
1 T 2 1

Se cumple que VnU; = 7JU;.

Un campo ¢(t) a lo largo de v, es de Jacobi si ¢’ + R(¢,y")y' = 0. Silas
condiciones iniciales ¢(0) y ¢'(0) son ortogonales a ~;,, podremos expresar
¢ = bi1U; + b2Us y la ecuacion de Jacobi se escribe como

b —2rby = 0] | bY 270+ (x —473)(1 — vP)b = 0




Curvatura media de superficies paralelas I

Sea ¥ + E(k, 7) una superficie con normal unitario local N

» Campos de Jacobi ¢; con ¢;(0) = U;(p) y ¢;(0) = —AU;(p), j € {1,2}.
Se traducen en condiciones iniciales
b11(0) = 1, b22(0) = 1, b12 (0) = 0, b21 (0) = O,

b1,(0) = —a11, by, (0) = —azz, b15(0) =7 — a1z, b5 (0) = =7 — arz.

donde AU; = a;1U1 + a;2Us. La ecuacion de Jacobi nos da

b1 (t) = 1446 r2a1155(t) — 26 17 (a1z + 7) (cs5(t) — 1) — 116~ (8 + 472)t,
ba1(t) = 276 tari (es(t) — 1) — (arz + 7)s5(t),

bia(t) = 8" (27(2rarz+6+277)s5(8) ~ 27 a2 (cs () = 1) = (6-+47%) (a12+7)t ),
baa(t) =1 — agass(t) + 6 2(27arz + 6 + 27%) (es(t) — 1),

siendo § = (k — 4*)® — Ky

L . .
\ 75 smh(t\/g) sid >0, _ cosh(t\/g) sid > 0,
N { sinv=) sis<o, @7 \eosev=a) sis <o



Curvatura media de superficies paralelas Il

Sea ¥ ¢ E(k, 7) una superficie con normal unitario local N.

> Sean los endomorfismos B(r) y C(r) de T, %" dados por

BOUOp) = 6 ~ B = (i) ),

(
CO ) =G~ C) = (it Tt} talr) +rhmlr))

Entonces el operador de Weingarten de X" es
A" = —C(r)B(r)"|
y la curvatura media de X" se puede calcular como

) =3 det(B(r))
H(r) = —5traza(C(r)B(r) ) = — 4y~

Por tanto, f(r) = <= det(B(r)) + 2H (r) det(B(r)) es idénticamente nula.



Clasificacion de superficies isoparamétricas

Sea ¥ ¢ E(k, T) una superficie isoparamétrica.
> La siguiente funcién se anula idénticamente:

82 f(r) = 6(52 + 3672 + 47t 4 27(6 + 41 a1z + (5 — 47%) (a11a22 — a?Q))sg(r)
— 62((111 + az2)es(r) — 62(6 + 472)a11r55(r)
+8(8 4 47%)(ar1az2 — (7 + a12)*)res(r)
—28(8 + 47°) (1 + a12) — a11az2)rH (r)ss(r)
—26(8 + 47'2)a11rh(r)c(;(r) — 26(8azz — 472a11)H(r)35(r)
+2((6+ 47%)(6 + 47a12) — 877 (ar1a22 — ajy — 72))H(T)66(7')
+87(27a11a22 — (T + a12)(8 + 27° + 27a12)) H(r).

y H(r) no depende del punto base p € 3.
> De f'(0) =0y f”(0) = 0 se sigue que a1z y a11 s6lo dependen de
§ = (k — 47%)v® — k y de derivadas (constantes) de H en 0.
> De f(0) = 0 se obtiene que q1(8) & 7+/g2(8) = 0, siendo q1 Y go
polinomios de grados 2y 3 ~ § constante ~~ X es CPC. O



Un corolario

De todo el analisis realizado en este articulo se deduce que las siguientes
son clases preservadas por la correspondencia de Daniel:

» Superficies homogéneas,

> Superficies isoparamétricas,

» Superficies con curvaturas principales constantes,

» Cada una de las familias Sg,«,rs Ct,r,rs Pi,c,r Y ZH,5,r-



Gracias por venir...

&

... y citadnos si 0s ha gustado.
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