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Objetivos globales

Geometra de Finsler: variedad con una norma (de Minkowski) puesta diferen-
ciablemente en cada espacio tangente.

= |dea atractiva ya considerada por el propio Riemann aunque...

= Berger en su “Panorama de la GeorreeiRiemanniana” no le da mucha
importancia
Sedin MathSciNet: (Finsler + Spain) dondequieta8 ariculos

= Reciente impulso: clasificam (correcta) de las variedades de curvatura

bandera constante, libros como el de Bao, Cherny Shen... yaelean la
Geometra Lorentziana
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Mi charla

= Parte I: Normas usuales y de Minkowski.
s Parte II: Generalidades sobre variedades de Finsler.

= Parte lll: Relacdn con e.t. estacionarios.
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PARTE |I: NORMAS USUALES Y DE MINKOWSKI
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1.- Normas en e.v. dimengin finita

Definicion 0.1 Normal|| - ||:V — R
= || v|> 0 con igualdad< v = 0 (positividad)
= |av|=|o| | v] (homogeneidad)
Si Dlo para a > 0 “no (necesariamente) reversible” (homog. posit.)
» |[v+w]|<| V] + | w| (des. triangular)
Observaciones

= En generalsi se cumple la igualdad en la desigualdad triangular NO tiene
por gL ocurrir que sean,w colineales(como en el caso de normas que
proviene de un prod. esc.)

= En generallas normas son continuas (para la toptdogatural dev) pero
no son diferenciables ni en 0 ni tal vez en otros puntos

= La norma determina una distanaéx,y) =|| v—w
si || - || es no reversible

, que es no siigtrica
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2.- Perspectiva desde la bola y esfera unidad

B={veV:|v|<1} (cerrada)S= dB.

Teorema 0.2 (1) Para cualquier normaB verifica

1. convexa
2. compacta
3. 0 esun punto interior

4. B singtrica respecto al origen (dispensable para incluir no reversibles).

(2) Redprocamentesi un subconjunto B~V satisface las condiciones anteri-
ores, entonces es la bola unidad de una norma (reversible o nan Segmponga
la Gltima) definida como:

Vv

|V |g:=Inf{& e R : :

€ B}
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Observacbn 1. Desde esta perspectiva, requisitos adicionales para una norma:

1. Diferenciabilidad (fuera de 0) dig- ||: S es diferenciable
2. Convexidad estrictaB es estrictamente convexa

3. Convexidad fuerteS (es diferenc. y) con segunda forma fundameiatal
definida positiva.

Seg. forma fundop, p € V: para la conexin afin deV y cualquier direc-
cion transversa interior (cAnicamente—p)

[Si se prefiere, puede tomarse un prod. escalar auxiliar].
~» Condicbn mas fuerte, se exigiren Geom. Finsler.

(Y parece natural considerar tar@hinormas no reversibles.)
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Observacbn 2. Elementos recuperables de los prod. escalares bajo convexidac
fuerte(basta diferenciabilidad y convexidad estricta):

1.

La desigualdad triangular es “estrictéggualdad en= v,w dependientes y
no apuntan en sentidos contrarios.

Cadav € S determina urunico planoH por v que es “ortogonal” & (por
diferenciabilidad):

H =T,S. ~ forma lineal asociada.

[Plano vectorialP ortogonal ave V: d(v,P) =|| v||]

Ademas,v # w = T,S+# T,,S (por conv. estricta)

Otros elementos: elemento de volumen (asociado a cualquier normay ung

orientacéon), ortogonalidad entre vectores (refatibinaria no necesaria-
mente sirgtrica), bases ortonormales.
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3.- Normas de MinkowskKi

Definicion 0.3 Norma de Minkowski sobr&":
aplicacion F : R" — R que verifica:

1. F >0 (nonegat)

2. F es C° sobreR"\{0} (suavidad)

3. F(Ay)=AF(y), VA > 0 (homogeneidad positiva)

4. Lamatriz hessianaig= (1/2)(F>ﬁ2y,-)(y) es definida positivary # 0 “meé-
trica fundamental'Ty' coordenadas usuales para R"] (convexidad fuerte)

Como Hess@o depende de la conéxi afin, la definicbn se extiende a cualquier
e.v. V (dim. finita)

Teorema 0.4 Una aplicacbn F:V — R es una norma de Minkowski si gle
si verifica: F es una norma (no neces. reversible) suave y con esfera unidad
fuertemente convexa.
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Observaciones

= La convexidad fuerte permite demostrar la positividad y la desigualdad
triangular (“estricta”)

= Tambin laDesigualdad Fundamental
dFR,(w)(=wFy,(y)) < F(w) con igualdad siw = ay, a > 0.

= La homogeneidad positiva es equivalente (T. Eder)

dR/(y) (= %iYF(y) =F(y)
Por tanto, Hes5(y)[y,-| = 0.

= Larelacbn entre la convexidad fuerte & y de S: se deriva de
Hes$2(y)[X,Y] = —ORY|y(F?) = —a (X, Yy)&(F?)

dondeX,Y extienden campos tangente$Sac es la segunda forma fun-
damental con respecto al normal interigr= —y v, por tanto—&y(F?) =
—2FdFRy(y) > 0.
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= Resultan equivalentes entonces, parauave, positiva y posit homag.

e Ses fuertemente convexa
e HessF?2(y) def posityy # 0
e HessF(y) def posit sobrelyS, vy € S

» La métrica fundamentadjj se interpreta de manera natural

e Sobre vectores tangentes a las esf&ade radior : proporcional a la
correspondientep de S

e Sobre vectores normales: consecuente con la homog. positiva
Hess=2(y)ly,y] = 2F(y)
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Resumen: para una norma de Minkowskt (norma no neces. revers., suave,
fuert. convexajge tienen como elementos carars#cos:

= Homogeneidad positiva, codificada en las relaciones de Euler
YR =F,yFy =0..., (validas para toda norma)

s La convexidad fuerte, codificada:en
e Métrica fundamentalgij = (1/2) HessFyZiyj (definida positiva)

e Desigualdad fundamentadf,(w) = w'Fy, (y) < F(w),
con igualdad siw = ay, a > 0.
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PARTE II: GENERALIDADES SOBRE VARIEDADES DE FINSLER
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1.- Variedades de Finsler

Definicion 0.5 Una nétrica de Finsler sobre una variedad M es una aplicarci
continua F: TM — [0, +) que verifica:

1. FesC inTM\O,

2. F esposit. homog. punto a punto:
F(x,Av) = AF(x,v) paratodo(x,v) € TM, A >0,

3. F2es fuertemente convexo punto a puntamitrica fundamental

2(E2
gij (x,v) = E gvfgw) (x,v)} (0.1)

es definida positiv&/(x,v) € TM\ 0.
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Consecuentemente se tiene:

= Des. triangular “estricta”

F(x,v1+V2) <F(X,v1)+F(X,v2), con igualdad sivo = avy 0 vi = avy,
para algin a > 0,

= Des. fundamental:

¥ii Gij (x, V)WV < F(x,w)F(x,v), parav # 0, y con igualdad siiv = ov
para algin o > 0.

= F puede no ser reversible: se define katrica revertide® (x,v) = F (x, —V)
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CUIDADO. A diferencia del caso riemanniano, (aparte de que la norma no proven
ga de un producto escalar) se tiene:

= No reversibilidad
= No diferenciabilidad en 0
= Enorme multiplicidad con respecto a los productos escalares:

¢ las normas sobre espacios vectoriales de la misma diérensison
isomeétricas en general

e en particular, tampoco las normas de distintos espacios tangentes d
una variedad de Finsler

(Variedades de Berwald: todas las normas istrivas)
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Longitudes y distancias

Longitud dey: [a,b] — R:

e (y) = JSF(7(9), 7(9))ds

Distancia dep a g: (no necesariamente sgtrica)

d(p,q) = infyccpq CF(Y)
C(p,q): conj. curvas dif. dgp aq

Distancia simetrizadads(p,q) = (d(p,q) +d(q, p))/2

Bolas netricas (abiertas):

e hacia adelant®™ (p,r) = {xe M :d(p,x) <r},
e hacia atasB™ (p,r) = {xe M :d(x,p) <r}
e con la distancia simetrizad&, Bs(p,r) = {xe M :ds(p,x) <r}

(generan la topoldg como en el caso riemanniano)
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= Sucesiones de CaucHyi}; .y C M

e adelanteve >0, IN € N:
i,j >N=d(x,%j) < € cuandoi < j
e atras: idem cuando> j.

= Completitud adelante y &ts
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3.- Geocksicas.
Concepto:

= Geodksicas (@hmente param.): puntositicos del funcional energ

b
B (v) = | FA(1(9),7(9)ds ©2)

(curvas con puntos extremos fijos)

= Afinmente parametrizadas, pero una reparametéma&in que no con-
serve la orientaéin no produce una nueva gé&sica (en general)

= Dos aplicaciones exponenciales en cada punto
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= Algunas diferencias remarcables con el caso riemanniano:

e Cuando se calcula la segunda derivada del funci@hdh falta de
diferenciabilidad en 0 da sus propios problemas.
e En el casdV compacta:

o Existen netricas de Finsler cordto un rimero finito de geogkicas
cerradas (Katok '73, Ziller '82)—abierto en el caso riemanniano.

o Son gekricas en la topoldg C? las netricas de Finsler cuyas di-
recciones tangentes a gé&sitas cerradas son densas (sist. hamil-
tonianos, coment. Ziller '82).
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Teoremas de Hopf-Rinow:

= Para la distancia no simetrizad@sencial la desigualdad fundamental).
[Version “adelante”]. Equivalen en toddM, F) (conexa):

(@) (M,d) is completo hacia adelante (convergencia de suc. Cauchy).
(b) (M,F) es geodsicamente completo hacia adelante.

(c) Paratodop € M, la exponencial hacia adelante gxgst definida en
todo TyM.

(d) Idem paraalgn pe M.
(e) Heine-Borel: los conjuntos cerrados y acotados hacia adelante son
compactos

En este caso(M,F) es convexa (cada par de puntos conectable por una
geocksica hacia adelante y, por tanto, taémpor una hacia ds -posiblemente
con distinta imagen)
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= Para la distancia simetrizadgcuidado! no es un espacio de longitudes).
Equivalen:

(a) Heine-Borel: las bolas simetrizadas cerradas son compactas.
(b) Bt(x,r)NB~(xr) es compacta, para todoc M, r > 0.
(c) BT(x,r1)NB(y,r2) es compactayx,y € M, r1,ro > 0.

En este casqM,ds) es completo.
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4.- Méetricas de Randers
Ejemplo nas ipico de nétrica de Finsler no reversible. Sean:
= (M, h) var. riemanniana

= o 1l-forma sobreM conh-normajow|x < 1, ¥xe M

Definicion 0.6 Métrica de Randers asociada®, h, m):

R(X, V) = v/ hx(V, V) + oy (V),
Métrica revertideR: reempécesen por —.

Observacbn 0.7 Con estas @tricas es muyécil comprobar que la completitud
hacia adelante y hacia ag no son equivalentes:

NG

M=R, h=dx¥ -
9 ) @ X2—|—1

dx
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PARTE Ill: RELACI ON CON E.T. ESTACIONARIOS
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1.- Correspondencia variedades de Randers /atri-
cas estacionarias

Definicion 0.8 Espaciotiempo estacionario (é@stdar, normalizado):
M=RxS, g=—dt?+ o ®dt+dt® o + go,

= o 1-forma,go métr. iemanniana (sobrs)

= K =g campo temporal Killing (conforme): normalizéci g(K,K) = —1
(sblo nos interesan propiedades invariantes conformes)

= Incluso conK prescrito, el desdoblamiento &x S no eslnico:

Cualquier hipersuperficie espac®l = (f(x),x) : x € S} obtenida como el
grafo de algunda : S— R genera uno nuevo.
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Definicion 0.9 Lamétrica de Fermags la nétrica de Randers asociada, g,K,S)

R=vh+wo, para h=gy+0® .
Observacbn. CambioS por Ss : nueva nétrica de Randers
Rf =R+df = vh+ o
= of = o+df (igual cohomologn)
= Condicbn [df|r < 1: St espacial.

= Meétricah invariante: fibrado ortogonal .
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2.- Interpretacion de la metrica de Fermat

Seay(s) = (t(s),x(s)) una curva e x S

1. yescausaly dirigida al futuro (resp. pasado)
= t'(s) 2 F(x(s),X(s))
(resp.t'(s) < —F(x(s),X(9)))

2. En este caso, si se reparametrizapetito,ts]:
t1 —to = Lr(X(s))

3. Con esta parametrizamsi, vy es una prege@sica luminosa dirigida al fu-
turo < Xx(t) es una geo&bkica unitaria par& .

[Idea: claramente luminosa siix(t) esF -unitaria. Entoncesy es citica
para lag-longitud siix(t) lo es para l&F longitud.]
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Asi:

= Las geoésicas luminosas (fut) que conectan el pupte= (0,xp) con la
lineaL :=R x {X;} se corresponden con l&s-geodesicas de a x;

= el tiempo mnimo de llegada dg a L (mas propiamente, éhfimo de
ese tiempo medido con la coordendda trawes de curvas causales fut.
conectantes) es la-distancia:d(Xp,X1) .
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3.- Una aplicacbn a la Geom. Lorentziana

Teorema 0.10 Fijados (M, g,K,S) como hasta ahora:
(1) S es una hipersuperficie de Cauchy sii F es completa (adelantéas) atr

(2) El espaciotiempo estacionario es:
= causalmente simple s{5F) es convexa.

= globalmente hipertlico sii las bolas simetrizadas cerrada(x,r) de
(S F) son compactas.

Idea dem.

(1) S={0} x Ses Cauchy=
cada{t} xSloes<
cada geod. lum(t,x(t)) corta toda{t} x S <
todaF geodksica unitariax(t) est definida para todo valor de

(2) Computaddn de losl*(p),J*(p) a partir deF .
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4.- Una aplicacbn a la Geom. Finsleriana

= Elresultado anterior implica que todé@itrica de Randers cdss(x,r) com-
pactas es convexa (lo que se generaliza a toglaica de Finsler): la con-
vexidad, nés que con la completitud, éstelacionada con la compacidad
de lasBs(x,r).

Teorema 0.11 Sea(SR) Randers y sea fS— R tal que define una nueva
métrica de Randers Rx,v) = R(x,v) —d fx(v). Entonces:

1. Las pregeoésicas de R y Rcoinciden.

2. Puede escogerse f tal que IBs geodsicamente completa sii Iﬁ(x,r)
son compactas.

Idea dem.

1. Eltérmino endf no influye para propiedades variacionales de curvas con
extremos fijos.

2. Seaele.t. estacionar{d/,g) asociado §R F)
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= Bs(x,r) compactas—> (M,g) es glob. hip.

= (M,Qg) esglob. hip<— (M, g) admite una hip Cauchy espacial tipo
grafo S

= Una hip. espacial tipo graf§; es Cauchy—- R; es completa.
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5.- Otras aplicaciones

1.
2.

Calculo de los dominios de dependencia de un conjunto acausal.
Diferenciabilidad de la funéin distancia finsleriana a una subvariedad

Posible reladin entre el tensor de Weyl del espaciotiempo y la curvatura
bandera de la &trica de Fermat, apuntada por Gibbons (como conjetura en
el caso conformemente llano).
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6.- Un efecto colateral sobre la Geometa Rieman-
niana

Equivalencia entre los conceptos de convexidad “infinitesimal” y “local”, mejo-
rando las hiptesis de diferenciabilidad de Bishop (Indiana, '74).
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