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Durante el mes de enero de 2025, se impartird en el IMAG un curso de posgrado para
estudiantes de master, doctorales y posdoctorales con los siguientes datos.

Titulo: El primer autovalor del laplaciano de una subvariedad espacial compacta del es-
paciotiempo de Lorentz-Minkowski de dimension arbitraria y aplicaciones a desigualdades
geométricas Riemannianas

Autor: Alfonso Romero,
Departamento de Geometria y Topologia,
Instituto Universitario de Matematicas IMAG,
Universidad de Granada,
18071-Granada, Spain,
aromero@ugr.es

Audiencia: estudiantes de doctorado y posgraduados.

Conocimientos previos: los del grado en Matematicas.

Fechas en las que se imparte: Dias 12, 14, 19, 21 y 26 de enero de 2026.
Horario de cada sesion: De 17:00 a 19:30 horas.

Lugar: Seminario 1, Instituto de Matematicas (IMAG).

Asistencia: se controlar la asistencia del alumnado en cada sesién (presencial u online)
y se enviara un informe a la comisién de evaluacion.

Resumen: Los valores propios del operador de Laplace en una variedad Riemanniana
compacta M" son invariantes Riemannianos de naturaleza analitica [BGM]. En particu-
lar, el primer valor propio (no trivial), A;(M™), contiene informacién intrinseca significa-
tiva sobre M™ [BGM]. En el caso en que M" sea una subvariedad compacta del espacio
euclideo, la bisqueda de relaciones entre A;(M™) y alguna cantidad extrinseca surge de
manera natural. En esta direccién, R.C. Reilly demostrd, en su relevante articulo [Re],
que el primer valor propio de una subvariedad compacta de dimensién n en un espacio
euclideo de dimension n + p estd acotado superiormente por n veces el valor promedio del
cuadrado de la norma del campo vectorial de curvatura media correspondiente, es decir,
n veces el cociente entre la integral sobre la subvariedad del cuadrado de la norma del
vector de curvatura media y el volumen de la subvariedad. Ademas, si el valor propio
alcanza dicha cota, entonces la subvariedad se encuentra minimalmente contenida en una
hiperesfera del espacio euclideo.

A través de un contraejemplo, mostraremos que el resultado de Reilly no se cumple
para una subvariedad compacta espacial de codimension > 2 en el espaciotiempo de
Lorentz-Minkowski [PaRo]. En la bisqueda de un resultado alternativo, revisaremos la
demostracion original de Reilly [Re], observando que no se puede aplicar a una subvariedad
espacial compacta del espaciotiempo de Lorentz-Minkowski.

A continuacién, se desarrollard la nueva técnica introducida en [PaRo], basada en
una férmula integral sobre una seccion espacial compacta del cono de luz en el espaci-
otiempo de Lorentz-Minkowski. Esta técnica es genuina en nuestro contexto, es decir,
no puede extenderse a otros espacios semi-euclideos de indice superior. Como aplicacion,



se obtiene una familia de cotas superiores para A;(M™) cuando M™ es una subvariedad
espacial compacta del espaciotiempo de Lorentz-Minkowski [PaRo]. Luego, se caracteriza
geométricamente el caso de igualdad en una de estas desigualdades.

En el camino, se vuelve a demostrar el resultado original de Reilly [Re] cuando una
subvariedad compacta del espacio euclideo R™*! es vista naturalmente como una subvar-
iedad espacial del espaciotiempo de Lorentz-Minkowski L."*? a través de un hiperplano
espacial. En este caso, se calcula explicitamente una nueva cota superior para A\ (M")
cuando M™ no estd contenida minimalmente en una hiperesfera del hiperplano espacial
[PaRo2|. Esta nueva estimacién mejora la cota superior clasica dada por Reilly en [Re].
Finalmente, ilustramos esta mejora con varios ejemplos concretos [PaRo2].
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Breve descripcion de los objetivos del curso:

El curso que presento esta dirigido a alumnos que han podido cursar uno de los dos
masteres: “Fisica y Mateméticas” y ‘Matematicas” de la Universidad de Granada asi como
a alumnos de otras universidades con interés en andlisis geométrico. Este curso surge como
iniciativa propia y, en parte, como iniciativa de alumnos de doctorado y becarios en el
IMAG interesados en Geometria Riemanniana o Lorentziana global. Pretende tanto abrir
el area de investigacién a alumnos que investigan en temas de Geometria Riemanniana
como a alumnos interesados por la Geometria de Lorentz, con el aliciente de que las
técnicas que se van a explicar tienen su origen en esta ultima y se pueden aplicar en
Geometria Riemanniana.

Motivaciones:

1. Iniciativa que ha sido recogida por el Instituto, y que se traslada a la Escuela de
Posgrado para la gestion del mismo y la posterior emision de certificados.

2. El curso se impartird en las aulas del IMAG, para asi incrementar el nimero de
actividades que se desarrollan el mismo.

Detalle del contenido del curso:

1. Introducciéon. El operador de Laplace de una variedad de Riemann. Laplacianos e
isometrfas. Producto interno L? en C*°(M™) definido por una métrica de Riemann en M™.
Autovalores. Propiedades. Invariancia riemanniana. Calculo explicito de autovalores.
Principio del minimo para A;(M™).

2. Teorema de Reilly. Recuerdo de las féormulas y ecuaciones fundamentales de una
subvariedad del espacio euclideo R"*!. Teorema de Takahashi. El principio de la media.



Enunciado del teorema. Consecuencias. La demostracion original de Reilly.

3. Subvariedades espaciales de " . Geometria local. Férmulas y ecuaciones fun-
damentales. Inexistencia de hipersuperficies espaciales compactas de L"*!. Un contra-
ejemplo a una posible extension del teorema de Reilly para subvariedades espaciales com-
pactas (con dimensién < n) de L""2.

4. Focalizando la nueva técnica para subvariedades espaciales compactas. ;Por
qué la demostracion de Reilly no es trasladable a nuestro caso? Seccion esférica definida
por un vector temporal unitario. El principio de la media generalizado. Un resultado
clave de caracter técnico.

5. Cotas superiores para el primer valor propio de una subvariedad espacial
compacta. Obtencién de una cota superior de A;(M™) para cada vector temporal uni-
tario. Demostracion. El caso en que se cumple la igualdad. Consecuencias. El teorema
de Reilly reprobado.

6. Una aplicacién a subvariedades compactas del espacio euclideo. Mejora de la
cota superior de A;(M™) obtenida por Reilly en el caso en que la subvariedad compacta
M™ de R™P no esté minimalmente inmersa en una hiperesfera. Calculo explicito de la
nueva cota: el caso de un toro de revolucién del espacio euclideo tridimensional.



