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disipativos mediante ecuaciones

en derivadas parciales en la

formulación de Schrödinger

Tesis doctoral





La presente memoria, titulada “Estudio de procesos cuánticos disipativos me-
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Gracias a mis compañeros de despacho, por hacer la soledad del doctorando
más llevadera, y a todo el grupo por lo que he aprendido trabajando con ellos.
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cia por el vendedor de la papeleŕıa habéis conseguido que a las 10.. ¡me apetezca ir
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no perdemos la esperanza de que algún d́ıa el Madrid juegue a algo. A JuanMa,
porque además de ser Super Guapo no tienes medida. A Óscar, porque el de la
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A Fran, JuanMa y Óscar, porque juntos (y con el permiso de Mariano) estamos
pagando la casa de Miguel el del Van Gogh. Y a Vera e Yvonne que, haciendo
gala de un acopio inmenso de dignidad, nos acompañan finde tras finde sonrientes.
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enseñado las cosas importantes de la vida: el capicúa en Zp, dónde está el centro
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3. Validación numérica de la ecuación de Schrödinger–Langevin con
difusión 47
3.1. Soluciones particulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1.1. J = Dqq∇n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.1.2. Densidad de corriente nula (J = 0) . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.1.3. J = −Dqq∇n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2. Comparativa con Wigner–Fokker–Planck v́ıa potenciales linealizados 55
3.2.1. Soluciones exactas de la ecuación de Wigner–Fokker–Planck:

part́ıcula libre y oscilador armónico . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.2. Linealización de SLD y resultados numéricos . . . . . . . . . 59

4. Existencia de argumento de una función de onda 65
4.1. Sobre el problema del argumento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2. Argumento de una función compleja independiente del tiempo . . . . 69



xii Índice
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Introducción y resultados
principales

El modelado de procesos en los que resulta relevante la pérdida de alguna mag-
nitud observable es un campo de gran interés en F́ısica e Ingenieŕıa, ya que gran
parte de los problemas que aparecen en dichas áreas puede plantearse de forma rea-
lista en el marco teórico de un sistema disipativo. A escalas meso y macroscópicas
la teoŕıa cinética proporciona una herramienta poderosa para representar, simular
numéricamente y analizar matemáticamente una gran variedad de fenómenos de
esta ı́ndole en campos tan variados que van desde la Astronomı́a hasta la Bioloǵıa.
A escalas pequeñas los efectos cuánticos se tornan esenciales y se hace necesa-
rio obtener una descripción matemática fiel de los factores que pueden generar
disipación en este contexto. Encontrar una formulación adecuada para englobar
fenómenos cuánticos disipativos constituye una cuestión de interés creciente por su
gran aplicabilidad en múltiples ramas de la F́ısica y la Tecnoloǵıa como dinámica
browniana, dispersión de iones pesados, óptica cuántica, estudio del efecto túnel o
microelectrónica, especialmente a través del modelado de transporte cuántico de
carga en dispositivos semiconductores.

El objetivo de esta tesis es el estudio de fenómenos disipativos en el ámbi-
to de la mecánica cuántica mediante modelos basados en ecuaciones en derivadas
parciales. Nos centraremos en la formulación de onda adaptada a este tipo de me-
canismos, estudiando qué términos no lineales pueden tener cabida en una ecuación
de Schrödinger disipativa y analizando el buen planteamiento del problema de Cau-
chy asociado a algunas ecuaciones de Schrödinger que contienen dichos términos.
Prestaremos especial atención a los efectos de fricción y difusión, estudiando gene-
ralizaciones cuánticas de la ecuación de Langevin para el movimiento browniano
clásico. Este análisis está estrechamente relacionado con el problema de la existen-
cia de un argumento suficientemente regular para una función de onda dada, al que
prestaremos atención espećıfica.

El problema de la representación de procesos cuánticos disipativos puede enfo-
carse de forma natural desde dos perspectivas. La primera de ellas consiste en partir
de un sistema clásico y aplicarle un procedimiento de cuantización, idea que se ba-
sa en la existencia de una función de Hamilton o de Lagrange (independiente del
tiempo) que describe la dinámica de dicho sistema. Sin embargo si consideramos,
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por ejemplo, la ecuación de Langevin

m
d2x

dt2
+ η

dx

dt
+ V ′(x) = F (t), (1)

que gobierna el movimiento browniano de una part́ıcula clásica de masa efectiva m
inmersa en un fluido viscoso con coeficiente de fricción η y sujeta a la acción del
potencial V y a la fuerza aleatoria F , tenemos una ecuación disipativa sencilla que
no se puede derivar a partir de las ecuaciones de Hamilton (o de Lagrange) aplicadas
a una función independiente del tiempo. Como consecuencia existen fenómenos que
exhiben disipación y no admiten cuantización, por lo que parece que este enfoque no
resulta lo suficientemente general. No obstante, podemos encontrar en la literatura
algunos modelos fenomenológicos basados en reglas de cuantización no estándar que
han sido validados posteriormente mediante técnicas más aceptadas. Por ejemplo,
en 1.977 H. Dekker aplica un método de cuantización basado en variables complejas
al oscilador armónico amortiguado [39], dando lugar a un modelo con términos
difusivos que posteriormente ha ido apareciendo en otros contextos más generales.

El segundo enfoque natural en la búsqueda de una descripción adecuada de
fenómenos cúanticos disipativos consiste en razonar de forma inversa: se parte de
un sistema cuántico y se intentan explicar las diversas causas que puedan ser germen
de los efectos de disipación observados. Este planteamiento puede materializarse
de distintas maneras, dependiendo de la formulación de la mecánica cuántica que
utilicemos (en el apéndice A presentamos un breve resumen de aquellas que nos
serán de utilidad y la relación que existe entre ellas). Desde el punto de vista del
modelado, sin embargo, el formalismo de operadores de densidad constituye el mar-
co teórico más apropiado para la inclusión de efectos de disipación en un proceso
mecano–cuántico, ya que permite trabajar de forma sencilla con los denominados
sistemas cuánticos abiertos. En ellos se respeta la idea básica de que todo sistema
f́ısico aislado es siempre hamiltoniano y se interpreta cualquier disipación obser-
vable en el sistema objeto de estudio S como resultado de la interacción con el
entorno E que lo rodea. Interpretando S y E como sistemas cuánticos que se influ-
yen mutuamente, descomponiendo la función de Hamilton del sistema compuesto
S ⊗ E como suma del hamiltoniano de S, el de E y un tercero de interacción y
observando solo el comportamiento de S (operación que se puede llevar a cabo de
forma simple si trabajamos con operadores de densidad) se obtiene la denominada
ecuación maestra, que consiste en la ley de evolución temporal del operador de den-
sidad reducido de S y constituye una descripción completa de un proceso cuántico
disipativo. Existen muchos modelos basados en una ecuación maestra proveniente
de un sistema abierto que son aceptados y ampliamente estudiados en la literatura
f́ısica , por ejemplo [21, 41, 42, 48, 66, 108]. Uno de los más relevantes fue introdu-
cido en 1.983 por A. O. Caldeira y A. J. Leggett (CL) en [21], donde proponen una
generalización de la ecuación de Langevin (1) para el caso cuántico que se obtiene
bajo hipótesis de altas temperaturas:

d

dt
R = − i

~
[Hr, R] − i

~
λ[q, {p,R}] − 1

~2
D[q, [q,R]], (2)



Introducción y resultados principales 3

donde R es el operador de densidad reducido del sistema a estudiar, q y p son
los operadores cuánticos de posición y momento respectivamente, y donde denota-
mos [·, ·] y {·, ·} al conmutador y anticonmutador de operadores respectivamente.
Además Hr es el hamiltoniano renormalizado [68] y ~ es la constante de Planck
reducida. Los parámetros que modelan la interacción con el ambiente son λ = η

2m y
D = ηkBT0, donde η > 0 y T0 > 0 son la constante de acoplamiento y la tempera-
tura del entorno respectivamente, m es la masa del sistema y kB es la constante de
Boltzmann. La ecuación (2) se deduce interpretando el sistema E como un conjunto
infinito de osciladores armónicos de frecuencia muy alta en equilibrio térmico (al
que se denomina baño térmico o reservorio) y utilizando el funcional de influencia
de Vernon y Feynmann [46] para tratar los efectos de la interacción. Este es un
modelo disipativo muy aceptado en mecánica cuántica debido a su simplicidad (se
trata de una ecuación lineal que puede resolverse de forma exacta) y porque de él
se derivan aproximaciones numéricas fiables. Además, la interpretación del entorno
como baño térmico ha dado lugar a modelos más completos que generalizan el de
Caldeira y Legget. En 1.993, L. Diósi estudió una aproximación markoviana del
mismo proceso (no markoviano) que describen Caldeira y Leggett para temperatu-
ras medias y altas, obteniendo la siguiente ecuación maestra:

A(R) = − iλ
~

[q, {p,R}] − 1

~2

(
Dpp[q, [q,R]] + 2Dpq[q, [p,R]] +Dqq[p, [p,R]]

)
, (3)

donde A(R) := d
dtR + i

~
[Hr, R] y se ha usado la misma notación que en (2) y

Dpp, Dpq y Dqq son constantes que dependen de la interacción con el baño térmico.
Pueden verse las definiciones precisas y una descripción más detallada de este
modelo en el Caṕıtulo 2. La ecuación (3) incorpora a la ecuación maestra de CL
dos términos que ya hab́ıa obtenido Dekker [39] mediante su método de cuantización
y que permiten escribir (3) en la llamada forma de Lindblad (véanse [78, 11]). Se
dice que la ecuación

d

dt
R = − i

~
[H,R] + A(R)

está en la forma de Lindblad si H es un operador autoadjunto (un hamiltoniano)
y existe una familia de operadores lineales {Lj}j∈N tales que

A(R) =
∑

j∈N

LjRL
∗
j −

1

2
(LR+RL), con L =

∑

j∈N

L∗
jLj ,

donde A∗ denota el adjunto del operadorA. Son necesarias, además, algunas hipóte-
sis adicionales sobre H y A (véase [28] para más detalles). Las ecuaciones en la
forma de Lindblad tienen propiedades convenientes como disipatividad (en el senti-
do de los operadores) [78], entroṕıa monótona bajo hipótesis sobre {Lj}j∈N (véase
[15]), y conservación de la positividad del operador de densidad [28, 78]. Se pue-
den encontar modelos en la literatura obtenidos partiendo de este esquema (por
ejemplo en [48]). La ecuación maestra de CL no se puede escribir en la forma de
Lindblad; de hecho no puede garantizarse la positividad del operador de densidad
en todo tiempo (véase [2]), por lo que podemos entender la ecuación (3) como una
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mejora de dicho modelo y nos basaremos en ella para describir el movimiento de
un sistema cuántico que sufre disipación.

El formalismo de operadores de densidad resulta adecuado para incorporar los
efectos del ambiente sobre un sistema cuántico, pero no es una representación ope-
rativa a la hora de estudiar las propiedades de un modelo, ya que desde el punto
de vista computacional resulta demasiado costoso (requiere 2d variables para un
problema de dimensión d) y matemáticamente es dif́ıcil de tratar, pues R es un
operador sobre un espacio de Hilbert y no está claro en qué marco funcional debe
encuadrarse su estudio. Esta interpretación de la mecánica cuántica, sin embargo,
se puede reformular en términos de una función de densidad de probabilidad de-
finida en el espacio de fases gracias a una transformación W, que fue introducida
en 1.932 por E. Wigner para instaurar una versión cuántica de la distribución de
Boltzmann [114]. La transformada que propone Wigner consiste esencialmente en
la transformada de Fourier del núcleo integral de R (cf. (2.5)), estableciendo de
este modo, en virtud del Teorema de Plancherel, una correspondencia biyectiva e
isométrica entre los operadores de densidad (definidos positivos, autoadjuntos, de
clase traza sobre L2(Rd)) y cierto subconjunto de L2(Rd). De esta manera, para
estudiar el movimiento de un sistema cuántico (que se puede considerar abierto
o aislado) en el espacio d-dimensional se define la función de Wigner de dicho
sistema W : R

2d × [0,∞) −→ R como W := W(R) con una interpetación bien
definida: W (x, ξ, t) debe ser la densidad de probabilidad asociada al sistema en la
posición x ∈ R

d, a la velocidad ξ ∈ R
d y el instante t ≥ 0. La transformada de

Wigner, por tanto, establece una representación canónica de un sistema cuántico
contemplándolo desde el punto de vista cinético, lo que nos permite conocer pro-
piedades de cada modelo a través de W(R), cuyo tratamiento presenta múltiples
ventajas. Como ya hemos comentado, la función de Wigner de un sistema es una
función real definida en el espacio de fases, lo que simplifica la interpretación de
los cálculos asociados al sistema objeto de estudio y permite establecer analoǵıas
con el caso clásico. De hecho existen diversos modelos disipativos, por ejemplo
Wigner–BGK y Wigner–Boltmann en el estudio de dispositivos semiconductores
[38, 70, 88], que se formulan de modo natural en términos de W en analoǵıa con el
caso clásico. Es reseñable, por otra parte, que la representación de Wigner de un
sistema cuántico permite describir sistemas de muchas part́ıculas y conserva toda
la información que contiene el operador de densidad convirtiendo a R y W(R) en
equivalentes, de manera que cualquier modelo derivado en el ámbito de los sistemas
cuánticos abiertos puede describirse en la formulación cinética respetando todas las
propiedades f́ısicas. En particular la ecuación (3), en términos de W , da lugar a la
ecuación de Wigner–Fokker–Planck (WFP):

∂tW + (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W = LWFP [W ], (4)

que constituye un modelo disipativo ampliamente aceptado y muy estudiado en
la literatura (véanse [8, 9, 10, 11, 22, 47, 84, 98, 103, 106]) y describe los efectos
disipativos mediante el núcleo de interacción lineal LWFP (cf. (2.7)). Nótese que
este queda determinado por las mismas constantes que el modelo de Diósi (cf. (3))
y puede resolverse de forma exacta en casos sencillos, dependiendo del operador
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pseudo–diferencial Θ~, que consiste en la transformada de Wigner del potencial
externo V . En la formulación cinética, este núcleo representa efectos de fricción y
difusión. Además, eliminando en (4) los términos con coeficientes Dpq y Dqq, que
modelan difusiones anómala y en posición respectivamente, obtenemos la reescri-
tura del modelo de CL en función de W (que denominaremos también como CL
aprovechando la equivalencia entre las formulaciones de Wigner y de operadores
de densidad). Este hecho implica que la incorporación de efectos difusivos permite
escribir el modelo de Caldeira–Leggett en la forma de Lindblad. Debe tenerse en
cuenta, por último, que la difusión de la que hablamos es de naturaleza cuántica
y por tanto en el ĺımite semiclásico tanto CL como WFP conducen a la ecua-
ción de Vlasov–Fokker–Planck, lo que permite interpretar ambos como una versión
cuántica de un modelo clásico de gran aceptación.

A pesar de las ventajas que proporciona la descripción cinética de un proceso
cuántico, la representación que proporciona la función de Wigner también presenta
carencias. De entrada la interpretación de W como densidad de probabilidad re-
sulta ficticia, ya que puede tomar valores negativos incluso en casos muy sencillos.
Desde el punto de vista computacional, además, la representación en el espacio
de fases resulta bastante costosa ya que, al igual que ocurŕıa con el operador de
densidad, el tratamiento de W requiere el doble de variables que la dimensión de
nuestro problema. Esto se debe a la complejidad que acompaña la representación
mediante W (o R), por lo que en las aplicaciones prácticas resulta útil simplificar
los modelos utilizando los momentos (respecto de la velocidad) de la función de
Wigner, que describen propiedades hidrodinámicas macroscópicas de un sistema
cuántico. Multiplicando la ecuación cinética por la k–ésima potencia de ξ e inte-
grando respecto de dicha variable, se puede deducir la ecuación de evolución para
el momento de orden k, lo que permite obtener una jerarqúıa de ecuaciones para los
momentos asociados a W y establecer en particular un sistema para los de orden
más bajo. En el caso no disipativo el sistema hidrodinámico formado por los dos
primeros momentos n y J (que se interpretan como densidad local y densidad de
corriente) es cerrado y el estudio de dicho sistema es equivalente a la ecuación de
Wigner, con lo que las propiedades f́ısicas derivadas de aquel contienen la misma
información que las deducidas de esta. En dichas condiciones se puede obtener la
formulación de De Broglie–Bohm [34, 18] de la mecánica cuántica en términos de
n y u, donde u = J/n es el campo de velocidades asociado asociado al sistema
hidrodinámico que forman las evoluciones temporales de n y J . En este contexto,
además, se demuestra (formalmente) que u admite un potencial escalar S al me-
nos localmente, lo que permite establecer el denominado sistema hidrodinámico de
flujo potencial, que describe el sistema en términos de n y S. Al introducir efectos
disipativos a nivel de W , sin embargo, no cabe esperar que el sistema de momen-
tos de algún orden permanezca cerrado, por lo que es imposible retener todas las
propiedades f́ısicas de la función de Wigner y se hace necesario suplir esta pérdida
de información imponiendo ad hoc ciertas condiciones de cierre basadas en algún
conocimiento adicional o en hipótesis razonables sobre la f́ısica del sistema. Este
procedimiento, que es usual también en la teoŕıa disipativa clásica, permite obte-
ner modelos hidrodinámicos con fricción basados en n y J . Además, el campo de
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velocidades u genera vorticidad t́ıpicamente, por lo que es imposible que admita
un potencial (ni siquiera localmente) y no se puede establecer la formulación de
flujo potencial. No obstante, imponiendo la existencia de S tal que J = n∇S se
deducen sistemas hidrodinámicos de flujo potencial que representan efectos de fric-
ción. Obsérvese que dicha hipótesis supone una pérdida adicional de información,
ya que supone describir la hidrodinámica de un sistema disipativo mediante una
representación irrotacional, eliminando todos los efectos de vorticidad que pudieran
derivarse de interacciones disipativas.

Como vemos, tanto la formulación cinética como las hidrodinámicas constituyen
herramientas poderosas para describir procesos disipativos en mecánica cuántica
y darles un tratamiento más operativo. En cuanto a la formulación de onda, es
destacable que la introducción de cualquier efecto que pueda generar pérdida o
ganancia de alguna magnitud observable debe dar lugar a un hamiltoniano efectivo
dependiente del tiempo en la ecuación de Schrödinger o a la aparición de términos
no lineales en la misma, que deben interpretarse como operadores de disipación.
Ambas consecuencias resultan en principio indeseables, pues conducen a propie-
dades que no admiten interpretación en la teoŕıa estándar como la violación del
principio de superposición. El conocimiento profundo y la interpretación de los
términos no lineales que modelan efectos disipativos en la ecuación de Schrödinger
resulta de gran interés, ya que la descripción mediante funciones de onda es básica
en mecánica cuántica. Además, el análisis matemático de la ecuación de ondas es
a todas luces más simple que cualquier sistema hidrodinámico cuántico, y no solo
porque se trata de una única ecuación frente a un sistema. El efecto de deslocali-
zación habitual en mecánica cuántica se describe en la formulación de Schrödinger
como un operador lineal, mientras que en el sistema de arrastre–difusión aparece
el el tensor J⊗J

n y en el hidrodinámico de flujo potencial se obtiene una ecuación
de Hamilton–Jacobi. Este hecho señala la función de onda como privilegiada para
representar cualquier fenómeno que sea sensible a los efectos cuánticos y focaliza
nuestro trabajo hacia el estudio de la evolución de una función de onda adecuada a
cada problema disipativo, que abordaremos desde el punto de vista del modelado y
a través de un enfoque matemático exhaustivo. Respecto a lo primero, es destaca-
ble que hoy en d́ıa no existe todav́ıa un conocimiento profundo sobre cómo deben
entenderse las interacciones disipativas en la ecuación de Schrödinger, aunque hay
diversos modelos basados en diferentes interpretaciones. En 1.981 N. Gisin intro-
duce una familia de ecuaciones de Schrödinger disipativas partiendo de un sistema
cuántico abierto muy general [53] y usando un operador de proyección que permite
recuperar un único estado en el sistema objeto de estudio. Este modelo resulta
interesante porque admite una amplia generalidad en la interpretación de los ha-
miltonianos de cada uno de los sistemas y de la interacción, pero resulta dif́ıcil de
tratar y se construye en un contexto poco realista, ya que es de sobra conocido que
la evolución temporal de un sistema cuántico compuesto por dos subsistemas genera
entrelazamiento entre ambos, lo que causa decoherencia cuántica y hace imposible
materializar el estado de Gisin. De hecho, hace imposible cualquier representación
de un sistema abierto (y por tanto de cualquiera que sufra efectos de disipación)
mediante una única función de onda, ya que el sistema objeto de estudio no se
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puede representar como tal. Una posible solución a este problema consiste en con-
siderar un sistema de Schrödinger de estado mixto, aunque este planteamiento solo
mejora el modelo si tenemos información sobre los estados que conforman la mezcla
en cada tiempo. Esta cuestión está relacionada con el fenómeno de einselección (del
inglés Environment Induced Superselection), que se fundamenta en la idea de que
el ambiente determina de algún modo los estados del sistema que vamos a poder
observar. No obstante, esta ĺınea de pensamiento escapa de nuestros intereses, por
lo que no tendremos en cuenta este punto de vista.

Debemos ser conscientes, por tanto, de que cualquier representación de un pro-
ceso disipativo mediante una ecuación de Schrödinger conlleva una pérdida intŕınse-
ca de información. Sin embargo, como hemos visto, hay también descripciones hi-
drodinámicas que tampoco contienen todas las propiedades f́ısicas del sistema ob-
jeto de estudio pero que resultan adecuadas y constituyen buenas aproximaciones.
Bajo esta consideración podemos buscar ecuaciones de onda que describan fenome-
nológimente procesos con disipación observable. M. D. Kostin puso en práctica esta
idea en [73] para descibrir la dinámica de Langevin en términos de una ecuación
de Schrödinger con fricción:

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ + V ψ + VR(t)ψ + 2λSψ, (5)

donde ψ = ψ(t, x) es la función de onda, λ > 0 es el coeficiente de fricción, V es el
potencial externo y VR es un potencial aleatorio dependiente solo del tiempo que
representa la interacción del sistema cuántico con el entorno. En la ecuación (5) los
efectos de fricción quedan descritos, tras algunas simplificaciones, por el término
λSψ donde S representa el argumento de la función de onda, lo que significa que
se verifica la descomposición módulo–argumento de ψ (también conocida como
descomposición de Madelung [85] o perfil WKB):

ψ(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α
S(t, x)

}
, (6)

donde α denota la constante de Planck o una constante que desempeña el mismo
papel. Es claro que la fórmula (6) no determina uńıvocamente S, lo que genera
graves problemas a la hora de llevar a cabo un estudio matemático riguroso de la
ecuación de Kostin, cuestión que nos ocupará más adelante. Desde el punto de vista
del modelado, sin embargo, la ecuación (5) tiene propiedades deseables, como disi-
pación de enerǵıa ([74]), y desprende aproximaciones numéricas fieles a la dinámica
de Langevin ([102]). Además este modelo es equivalente a la ecuación maestra de
CL salvo por la pérdida de información descrita anteriormente. Esto significa que
partiendo de la ecuación (2), calculando el sistema hidrodinámico de flujo poten-
cial asociado a las variables n y S y construyendo la función de onda ψ según la
fórmula (6), obtenemos que la evolución de ψ está gobernada por (5). Este hecho,
además de corroborar la ecuación de Kostin como modelo (formalmente) válido,
nos marca una pauta para construir una ecuación de Schrödinger asociada a cada
ecuación maestra. En particular podemos aplicar este esquema a la ecuación maes-
tra de Diósi (3), o equivalentemente a la ecuación de Wigner–Fokker–Planck, para
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obtener una familia de ecuaciones de Schrödinger disipativas cuya hidrodinámica
coincide con la de aquellas, estableciendo aśı nuestro primer resultado de interés
(puede consultarse el enunciado preciso en el Teorema 2.3.2 del Caṕıtulo 2).

Teorema 1
Sea W = W (x, ξ, t) una solución de la ecuación de WFP suficientemente regular
con densidad local n =

∫
W dξ > 0 y densidad de corriente J =

∫
ξ W dξ. Si existen

campos escalares S, F y U tales que

J

n
=

~

mα
∇S, ∇U =

1

n
divP cv , y ∇F =

(∇n
n

· ∇
)
∇S,

donde P cv = P cv (n) es un tensor de rango 2 que surge como consecuencia de la
mezcla de estados que conforman W , entonces existe una función de onda ψ(t, x)
que es solución de la siguiente ecuación de Schrödinger–Langevin logaŕıtmica con
difusión (SLD)

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ +

(
V +mU +

~λ

mDqq
S + 2Dpqlog(n)

)
ψ

+
i~Dqq

2

(
∆n

n

)
ψ − ~

m
Fψ −mDqqdiv

(
J

n

)
ψ (7)

y describe la misma dinámica que W , en el sentido de que

|ψ(t, x)|2 = n(t, x),
~

m
Im(ψ(t, x)∇ψ(t, x)) = J(t, x).

La ecuación SLD constituye una generalización de (5), ya que contiene un término
de fricción proporcional a la fase S además de algunos otros que mejoran el mo-
delo en dos sentidos. En primer lugar, señalamos que la presencia del potencial
efectivo U permite incorporar información adicional sobre la mezcla de estados que
conforman la función de Wigner mediante un término eventualmente no lineal que
depende exclusivamente de la densidad local n y, por tanto, deja libertad para es-
tablecer relaciones de clausura concretas, lo que supone una optimización respecto
al potencial aleatorio VR en la ecuación de Kostin. Por otra parte debemos obser-
var que tanto el logaŕıtmico (que fue introducido en la formulación de Schrödinger
por Bialynicki–Birula y Mycielski en [16]) como el resto de términos que aparecen
en (7) describen al nivel de Schrödinger los efectos difusivos extra que contiene la
ecuación de WFP respecto del modelo de CL. Comentamos previamente que esta
difusión observable altera muy poco el comportamiento observable del sistema pe-
ro confiere propiedades deseables a la ecuación (4) que no tiene (2), por lo que su
influencia en SLD debe entenderse como una propiedad adicional de este modelo
respecto de (5). Obsérvese, además, que la ecuación de continuidad asociada a SLD
es de tipo Fokker–Planck, luego la difusión de naturaleza cuántica que representa
el coeficiente Dqq es de hecho observable. Estos efectos de difusión en la formula-
ción de onda de la mecánica cuántica fueron estudiados originariamente por H-D.
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Doebner y G. A. Goldin ([43, 44]) dando lugar a una clase de modelos no lineales
cuya forma más general viene dada por

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ +

i~D

2

(
∆n

n

)
ψ + V ψ +mD′µ1

(
div(J)

n

)
ψ

+
m2

~
D′µ3

( |J |
n

)2

ψ +mD′µ4

(
J · ∇n
n2

)
ψ + ~D′

(
µ2

∆n

n
+ µ5

|∇n|2
n2

)
ψ ,

donde D,D′ > 0 son coeficientes de difusión y µj , j = 1, . . . , 5 son números reales
arbitrarios. La familia de ecuaciones de Schrödinger (no lineales) de tipo Doebner–
Goldin se caracterizan porque determinan una ecuación de continuidad de Fokker–
Planck, lo que permite interpretar la ecuación (7) dentro de este contexto. Por
último, la influencia del campo escalar F surge también como consecuencia del
término de difusión en posición de la ecuación de WFP, si bien no está clara la
interpretación que debemos darle. Dedicaremos el final del Caṕıtulo 2 a discutir
hipótesis razonables que permitan eliminarlo o incluirlo en la familia de Doebner–
Goldin.

El modelo SLD constituye una familia de ecuaciones de Schrödinger disipativas
basadas en el sistema hidrodinámico asociado a la ecuación de Wigner–Fokker–
Planck, al que se han impuesto relaciones de cierre para establecer después la
evolución temporal de una función de onda que resume el sistema en el sentido de
que las densidades local y de corriente asociadas a dicha función de onda coinciden
(bajo las hipótesis que permiten cerrar el sistema) con las de la función de Wigner.
En [62] se deriva otro modelo a partir de la hidrodinámica asociada a la ecuación
de WFP siguiendo las mismas premisas básicas a la hora de construir la función
de onda. En este caso, sin embargo, la clausura del sistema de momentos surge
de manera natural por medio de una interpretación microscópica clásica de las
velocidades de difusión y aplicando al caso disipativo las técnicas de E. Nelson para
derivar la mecánica cuántica a partir de la newtoniana ([92, 93]) . El resultado
es la siguiente ecuación de Schrödinger no lineal de tipo logaŕıtmico (a la que
denominaremos SLC en futuras referencias):

iα∂tψ = − α2

2m
∆ψ +

α2

~2
Qψ + Λ log(n)ψ +

α

2m

(
iα

2

∆n

n
+mdiv

(
J

n

))
ψ, (8)

donde se mantiene la simboloǵıa que hemos utilizado hasta ahora y se introduce la
notación

α = 2mDqq , Λ = 2Dpq + ηDqq .

Obsérvese que el término de fricción de Kostin queda reemplazado en (8) por
el logaŕıtmico como resultado de la aproximación realizada para la clausura de
los momentos. Además, este modelo contiene términos no lineales de la familia de
Doebner–Goldin que describen efectos difusivos. En este sentido es destacable que
aparece el potencial cuántico de Bohm (que surge de forma natural en la descrip-
ción hidrodinámica) en la formulación de onda, dando lugar a un término no lineal
de tipo modular con coeficiente menor que uno, cuya interpretación puede consul-
tarse en [12, 49]. Sin embargo, la caracteŕıstica más destacable de los elementos de
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la clase de Doebner–Goldin en la ecuación SLC es que se pueden simplificar por
completo. En efecto, bajo ciertas hipótesis sobre los parámetros que son verifica-
dos en este caso (cf. (5.6)), existen relaciones sobre los coeficientes de difusión y los
parámetros numéricos (cf. (5.7)) que permiten construir una transformación Gauge
para eliminar los efectos de difusión en la ecuación de ondas y reducir esta última
a la ecuación de Schrödinger puramente logaŕıtmica. Esta propiedad nos permi-
tirá tratar de forma rigurosa la ecuación singular (8) trabajando con la ecuación
logaŕıtmica y transformando de forma adecuada las soluciones de una en soluciones
de la otra. De este modo seremos capaces de demostrar existencia y unicidad de
solución local para el problema de Cauchy asociado a SLC en el espacio H2

δ (Ω),
que está constituido por funciones separadas de cero (consúltese la definición con-
creta en el Caṕıtulo 1), estableciendo aśı el Teorema 5.5.1, que constituye otro de
nuestros resultados principales.

Teorema 2
Sean Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera

de clase C2 y ψI ∈ H2(Ω), ψB ∈ H3/2(∂Ω) funciones separadas de cero y compa-
tibles en la frontera del dominio. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Existe T > 0 tal que el problema de tipo mixto asociado a la ecuación de
Schrödinger no lineal SLC con condiciones inicial y de frontera ψI y ψB , res-
pectivamente, tiene solución única ψ ∈ C([0, T ], H2

δ (Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)).

(ii) La dinámica asociada a dicho problema es equivalente a la subyacente al pro-
blema de tipo mixto para la ecuación de Schrödinger puramente logaŕıtmica,
en el sentido de que existe un homeomorfismo de C

(
[0, T ];H2

δ (Ω)
)

que conser-
va la densidad local n = |ψ|2 y lleva soluciones de un problema en soluciones
del otro.

La prueba de este resultado requiere la definición del homeomorfismo mencio-
nado, que no es más que la transformación Gauge que simplifica formalmente los
términos de la familia de Doebner–Goldin en (8), y su tratamiento matemático.
Además, el transporte riguroso de soluciones de un problema a otro se puede efec-
tuar a través de los sistemas hidrodinámicos de flujo potencial asociados a ambas
ecuaciones de Schrödinger, ya que entre estos el cambio de fase que define el ho-
meomorfismo no es más que una traslación. Para poder establecer dicho sistema
hidrodinámico partiendo de la ecuación de onda y viceversa necesitamos utilizar
propiedades que se derivan de la fórmula de Madelung (6). Este hecho nos conduce
a formular de forma precisa la conexión entre el problema de la existencia de ar-
gumento para una función de onda dada y el de la derivación rigurosa del sistema
hidrodinámico asociado a una ecuación de Schrödinger. De hecho, comenzaremos
centrando nuestra atención sobre el primero y el flujo de trabajo nos lleva a resolver
el segundo de forma paralela.

El problema de encontrar el argumento de una función compleja resulta de gran
interés desde el punto de vista puramente matemático y tiene entidad propia fuera
del contexto en el que trabajamos, ya que conlleva dificultades intŕınsecas que re-
sultan dif́ıciles de tratar. La principal se plantea cuando trabajamos cerca de zonas
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de vaćıo (|ψ| = 0), ya que no se puede definir de forma razonable el argumento
de cero. Este problema solo se puede evitar trabajando con funciones de módulo
estrictamente positivo, lo que nos sitúa en el marco funcional del conjunto H2

δ (Ω)
que mencionamos en el teorema anterior. La segunda, más controvertida, está re-
lacionada con el carácter multivaluado del argumento de un número complejo. Si
entendemos, como es natural, que un argumento de ψ es una función S verifican-
do la descomposición de Madelung (6), debemos observar que dicha fórmula no
se puede invertir globalmente y por tanto la búsqueda de S debe efectuarse de
forma indirecta, a través de una interpretación de (6) que permita determinar la
función argumento de forma global a posteriori. En el contexto de las ecuaciones
en derivadas parciales existen pocas aproximaciones a dicha reinterpretación, todas
relativas a la ecuación (5), que es la que propone Kostin para describir la dinámica
de Schrödinger–Langevin (pueden consultarse [7, 71, 76]), aunque resultan poco
satisfactorias. En el Caṕıtulo 4 discutimos algunas ideas que surgen a este respec-
to y nos damos cuenta que basta con derivar en la igualdad (6) para obtener la
siguiente relación para S como potencial escalar del campo de velocidad asociado
a ψ:

∇S = α Im

(∇ψ
ψ

)
= m

J

n
, (9)

donde n y J son las densidades local y de corriente relativas a la función de onda.
Esta condición surge también de manera natural en la derivación de los modelos pa-
ra obtener la formulación de flujo potencial de un sistema hidrodinámico. Además,
la segunda igualdad de (9) depende solo de dos observables macroscópicos del siste-
ma, lo que implica que dichas magnitudes determinan el estado cuántico del sistema
(cf. Corolario 4.2.5). La interpretación de la descomposición de Madelung que nos
proporciona la fórmula (9) consiste tan solo en encontrar un potencial escalar del
campo de velocidades asociado a la función de onda, problema que se puede resol-
ver aplicando resultados desarrollados en la literatura ([3] para la existencia y [4]
para la regularidad), que imponen restricciones sobre la geometŕıa del dominio Ω
donde vamos a trabajar. En concreto, la hipótesis de conexión simple de Ω surge
como condición técnica para encontrar potenciales escalares de un campo vectorial
aprovechando los resultados clásicos y se destapa como inevitable para garantizar
la existencia de argumento para una función compleja no nula. En la Sección 4.1
mostramos con un ejemplo la necesidad de esta condición que, no obstante, no
resulta muy restrictiva para la aplicabilidad de los resultados. Por otra parte la
interpretación del argumento basada en (9) requiere una condición de integrabili-
dad sobre todo el dominio para garantizar la dependencia continua de S respecto
de la función de onda ψ. El cumplimiento de dicha condición, sin embargo, no es
suficiente para asegurar la regularidad respecto del tiempo de S cuando ψ evolu-
ciona temporalmente. Necesitamos imponer alguna ley de evolución temporal que
permita probar dicha regularidad, y en estas condiciones vamos a ser capaces de
demostrar el Teorema 4.3.2, que es fundamental para todos los resultados que le
siguen.
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Teorema 3
Sea Ω ⊂ R

3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C1.
Sean además δ > 0, T > 0, y ψ ∈ C([0, T ], H2

δ (Ω))∩C1([0, T ], L2(Ω)) una solución
de la siguiente ecuación de Schrödinger

i∂tψ = − α

2m
∆ψ + Θ[n, J ]ψ ,

donde Θ : H2
δ2(Ω) ×H1(Ω) → L2(Ω) es un operador (no lineal) complejo y conti-

nuo. Entonces existe una familia numerable S(ψ) = {Sl}l∈Z ⊂ C([0, T ], H2(Ω)) ∩
C1([0, T ], L2(Ω)) tal que para cualquier S ∈ S(ψ) se verifican las siguientes afirma-
ciones:

(i) ∇S(t) = mJ
n (t) para cualquier t ∈ [0, T ] y

ψ(0, x) =
√
n(0, x) exp

{
i

α
S(0, x)

}
c.t. x ∈ Ω.

(ii) S satisface la siguiente ley de evolución:

∂tS = −α
2

~2
Q− m

2

|J |2
n2

− αRe(Θ[n, J ]).

Como consecuencia, para todo S ∈ S(ψ) se verifica la descomposición de Madelung

ψ(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α
S(t, x)

}
∀t ∈ [0, T ] c.t. x ∈ Ω.

Además S(ψ) es única, ya que si S ∈ C([0, T ], H2(Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)) cumple
la descomposición de Madelung de ψ, entonces S ∈ S(ψ).

Este resultado es clave para establecer el sistema hidrodinámico asociado a la ecua-
ción de Schrödinger general que figura en el enunciado del teorema y pone de mani-
fiesto la relación que ya mencionamos entre la cuestión de establecer dicho sistema
y la existencia de S. De hecho, dos reescrituras adecuadas de la ecuación del apar-
tado (ii) permiten dar una definición de S compatible con (9) por una parte y
la ecuación de Hamilton–Jacobi que formalmente debe satisfacer la función S por
otro. Es importante, además, que este teorema solo es aplicable cuando el poten-
cial Θ depende exclusivamente de los observables n y J , circunstancia que no se da
cuando tratamos con la ecuación de Schrödinger–Langevin propuesta por Kostin.

Como hemos señalado anteriormente, la ecuación (5) constituye el modelo disi-
pativo básico en la formulación de Schrödinger de la mecánica cuántica. De hecho,
se puede entender como una reescritura de la ecuación maestra de Caldeira–Legget
bajo dicho punto de vista y es formalmente equivalente (salvo restricciones obvias) a
los sistemas hidrodinámicos cuánticos con fricción. Sin embargo existen muy pocas
aproximaciones al estudio matemático riguroso de dicho modelo, ya que presenta
dificultades desde la propia definición del mismo. De entrada es claro que (5) es una
ecuación ambiguamente definida debido a la multivaluación de la correspondencia
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ψ 7→ S(ψ). Sin embargo, en [71] se da una interpretación objetiva y a priori de
S, si bien no resulta completamente satisfactoria y la razón última de ello es que
una elección concreta del argumento de la función de onda ψ modifica la ecuación
de Schrödinger. Esta carencia estaŕıa presente en cualquier lectura que podamos
hacer de la fórmula (6), pero se puede solventar si somos capaces de modificar el
término de fricción Sψ en la ecuación de Schrödinger–Langevin sin alterar el com-
portamiento observable del sistema. La clave para ello, que viene impĺıcita en la
propia derivación de Kostin, es considerar como término de fricción VL ψ, con VL
determinado por

∇VL = Im

(∇ψ
ψ

)
, 〈VL〉 = 0, (10)

donde 〈A〉 denota el valor esperado de la magnitud A respecto de la función de
onda ψ. La propiedad esencial que exhibe VL es que VL = S − 〈S〉 para cualquier
S argumento de ψ, lo que genera independencia del término de fricción respecto
de la elección del argumento y elimina cualquier ambigüedad en el tratamiento
riguroso del término no lineal. De hecho, sustituyendo S por VL en la ecuación
de Schrödinger–Langevin seremos capaces de dar un tratamiento matemático ade-
cuado a dicha ecuación. En concreto demostraremos la existencia y unicidad de
solución local para el problema de tipo mixto asociado a la que denominaremos
ecuación de Schrödinger–Langevin generalizada

i∂tψ = −1

2
∆ψ + V ψ + Θψ + λVL ψ, (11)

donde Θ es un término genérico eventualmente no lineal que debe cumplir una
propiedad de continuidad poco restrictiva. Estudiando la ecuación (10) de manera
análoga a (9) y tratando adecuadamente VL y Θ en la frontera del dominio pro-
bamos el último resultado principal, cuyo enunciado preciso configura el Teorema
6.2.1.

Teorema 4
Sean Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3), λ > 0 y ψI ∈ H2(Ω), ψB ∈ H3/2(∂Ω) separadas de cero
y compatibles en la frontera del dominio. Si Θ es localmente lipschitziana respecto
de ‖ · ‖H2 y está completamente determinada en ∂Ω, entonces existe T > 0 y una
única solución (ψ,Θ, VL) en [0, T ] del problema de tipo mixto asociado a (11) con
condiciones iniciales ψI y ψB respectivamente, donde Θ = Θ(ψ) y se tiene que

ψ ∈ C([0, T ], H2
δ (Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)),

VL ∈ C([0, T ], H2(Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)) y

Θ ∈ C([0, T ], H2(Ω)).

Este resultado admite múltiples interpretaciones del potencial efectivo Θ, propiedad
de la que sacamos partido para establecer el buen planteamiento local del siguien-
te sistema de Schrödinger–Langevin–Poisson con entalṕıa que surge en el estudio
de dispositivos semiconductores como equivalente a los sistemas hidrodinámicos
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cuánticos con fricción y efectos de presión [71]:

i∂tψ = −1

2
∆ψ + V ψ + Uψ + λVL ψ,

λ2
D∆V = C − n,

V |∂Ω = VB ,

donde λD > 0 es la longitud de Debye, λ > 0 el coeficiente de fricción, C = C(x)
la concentración de dopaje del dispositivo, n = |ψ|2 la densidad local asociada
a la función de onda ψ y VB es el valor del potencial de Poisson en la frontera
del dispositivo. Además U es un potencial efectivo que representa la entalṕıa del
sistema, que describe los efectos de la presión en la formulación de Schrödinger.
Dicho teorema de existencia y unicidad de solución, cuya formulación concreta da
pie al Teorema 6.3.1 del Caṕıtulo 6 es el último resultado de esta memoria de tesis.

El resumen del trabajo realizado es el siguiente: en el Caṕıtulo 1 fijamos algu-
na notación que permanecerá inalterada a lo largo de todo el texto y destacamos
algunos resultados no elementales que nos van a ser de utilidad. Los dos caṕıtulos
siguientes están orientados a la derivación y validación numérica del modelo de
Schrödinger disipativo SLD (ecuación (7)), de manera que en el Caṕıtulo 2 parti-
mos de la ecuación maestra (3) a través de la ecuación de Wigner–Fokker–Planck,
construimos el sistema hidrodinámico formado por sus dos primeros momentos en
velocidad, establecemos condiciones de cierre precisas para dicho sistema, obtene-
mos la familia de ecuaciones SLD y finalizamos discutiendo sobre los términos no
lineales U y F que aparecen en el modelo, ofreciendo condiciones suficientes que
permiten simplificarlo. Asimismo, dedicaremos el tercer caṕıtulo a explorar casos
particulares de la familia SLD, estudiando sus soluciones en algunos casos senci-
llos y testando una versión linealizada mediante comparación con la ecuación de
Wigner–Fokker–Planck. En estos dos caṕıtulos nuestra intención es conocer en una
primera aproximación el modelo que proponemos, por lo que se supondrá siempre la
regularidad necesaria de las funciones que intervienen, aśı como aquellas hipótesis
que puedan ser necesarias para efectuar los cálculos.

En los tres últimos caṕıtulos nuestro objetivo es establecer con precisión varios
teoremas referentes al buen planteamiento de algunos modelos cuánticos disipativos
en la formulación de onda, por lo que otorgamos un tratamiento totalmente rigu-
roso a los elementos que aparecen en nuestros modelos, a las hipótesis requeridas
y los resultados demostrados. El Caṕıtulo 4 está dedicado a discutir la interpreta-
ción rigurosa de la descomposición de Madelung (6) de una función compleja ψ lo
que será de utilidad en la búsqueda de un argumento S para dicha ψ. Asimismo
calcularemos S aprovechando dicha interpretación, en una primera aproximación
para funciones de onda independientes del tiempo y posteriormente para solucio-
nes de una ecuación de Schrödinger general. De este modo poedremos establecer la
conexión entre las formulaciones de onda e hidrodinámica de flujo potencial de un
fenómeno disipativo. En el Caṕıtulo 5 estudiamos el modelo SLC (ecuación (8)),
dando en principio un esquema de la derivación, estableciendo más tarde de forma
rigurosa la equivalencia entre dicha ecuación y la ecuación de Schrödinger pura-
mente logaŕıtmica y aprovechando finalmente el buen planteamiento de esta última
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para probar existencia y unicidad de solución local al problema de tipo mixto aso-
ciado a SLC. Finalmente el Caṕıtulo 6 tiene como objetivo estudiar la ecuación
de Schrödinger–Langevin, motivando la interpretación del término de fricción que
hemos anunciado y demostrando el buen planteamiento local de la ecuación de
Schrödinger–Langevin generalizada (11) bajo este criterio. En la última sección de
dicho caṕıtulo aprovechamos la generalidad del teorema de existencia demostrado
para aplicarlo en la resolución del problema de tipo mixto asocidado al sistema de
Schrödinger–Langevin–Poisson con entalṕıa.





Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Notación

En la elaboración de esta memoria de tesis hemos trabajado con conceptos,
constantes y ecuaciones conocidas tanto en Matemáticas como en F́ısica, intentando
utilizar la nomenclatura más extendida para cada śımbolo nuevo que aparece y
explicar su significado con precisión. No obstante la literatura es inabarcable y
en ocasiones la terminoloǵıa matemática difiere de la f́ısica, lo que en algunas
ocasiones puede generar confusión. Hemos créıdo conveniente fijar en este punto
alguna notación e introducir la mı́nima terminoloǵıa nueva posible para evitar
aśı cualquier tipo de ambigüedad, facilitar al máximo el seguimiento del texto y
proporcionar un punto de consulta al lector interesado en caṕıtulos sueltos. Del
mismo modo recogemos en este primer caṕıtulo algunos resultados que nos serán
de utilidad, unos básicos pero que conviene establecer con precisión en nuestro
contexto y otros más avanzados que sirven de herramienta para nuestros propósitos.

En primer lugar es destacable el hecho de que vamos a trabajar con funciones y
números complejos. De este modo, para z ∈ C denominaremos Re(z) e Im(z) a las
partes real e imaginaria de z, respectivamente, mientras que z y log(z) denotarán el
número complejo conjugado y el logaritmo neperiano de z. En particular represen-
taremos la unidad imaginaria de C como i, evitando utilizar esta letra como ı́ndice
en sumas o sucesiones. A lo largo del texto utilizamos, además, las constantes uni-
versales ~ y kB , que representan la constante de Planck reducida (esto es, dividida
entre 2π) y la constante de Boltzmann, respectivamente. Aparte de estas, existen
śımbolos cuyo significado va a permanecer inalterado a lo largo de todo el texto:
m es la masa efectiva del sistema f́ısico que consideremos, ω0 es la frecuencia de un
oscilador armónico, λD es la longitud de Debye de un dispositivo semiconductor,
mientras que λ representa el coeficiente de fricción de un sistema disipativo. Del
mismo modo T y T ∗ serán ĺımites superiores de intervalos temporales, δ > 0 el
ĺımite inferior de funciones separadas de cero, Ω un domino acotado del espacio
R
d y V representa un potencial externo o el potencial de Poisson. Respecto a la

ecuación de Wigner–Fokker–Planck denotaremos Ω0, T0 y η a la frecuencia máxi-
ma, temperatura y constante de acoplamiento del baño térmico, respectivamente,
mientras que Dpp, Dpq y Dqq son las constantes que describen la interacción entre el
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sistema f́ısico y el baño térmico (véase el Caṕıtulo 2), que también aparecerán en la
formulación de nuestros modelos de Schrödinger. Usaremos a menudo α = 2mDqq,
que desempeña el rol de unidad de acción en las ecuaciones que contienen efectos
difusivos.

En un sistema cuántico se utiliza f́ıpicamente W para denotar la función de
Wigner y ψ para la función de onda (aunque también utilizaremos ϕ y φ según
convenga), mientras que Sψ (o simplemente S) representa su función argumento.
Utilizaremos además n y J para denotar las densidades local y de corriente que
pueden conformar un sistema hidrodinámico autoconsistente o venir ligadas tanto
a una función de Wigner como a una función de onda. Como pretendemos que
siempre quede claro de cuál estamos hablando en cada caso, usaremos sub́ındices
(nψ, por ejemplo, para denotar la densidad local asociada a ψ) si puede haber lugar
a confusión.

En cuanto a los śımbolos diferenciales, denotaremos ∂z la derivada parcial con
respecto a la variable z, aunque eliminaremos por comodidad el sub́ındice cuando
la derivada sea respecto de la variable espacial, usando preferentemente notación
vectorial y tensorial: si f es un campo escalar denotaremos ∇f , ∆f y (∇⊗∇)f (con
el correspondiente sub́ındice si procede) a los operadores gradiente, laplaciano (en
el sentido adecuado) y matriz hessiana de f . Cuando v y w sean campos vectoriales
usaremos ∇⊗ v para la matriz jacobiana y div(v), rot(v), ∆v para la divergencia,
el rotacional y el laplaciano (entendido componente a componente) de v, aśı como
la simboloǵıa (v · ∇)w y (∇⊗ v)w para los siguientes operadores vectoriales en R

d:

[(v · ∇)w]r =
d∑

s=1

vs ∂xs
wr, [(∇⊗ v)w]r =

d∑

s=1

ws ∂xr
vs,

y Sym(v⊗w) = 1
2 (v⊗w+w⊗v) para la simetrización del tensor v⊗w. Además, si A

es un tensor de rango 2 denotaremos div (A) el vector formado por las divergencias
de las filas de A.

Respecto a los espacios funcionales, trabajaremos en el contexto de los espacios
Lp y de Sobolev W k,p (definidos, entre otros buenos textos, como en [20]) conser-
vando la notación estandar Hk = W k,2 para k ∈ Z, e incluyendo aśı aquellos de
exponente negativo (véase [1]) . Si en algún momento tratamos con derivadas cuyo
sentido está sin determinar, las entenderemos en el sentido distribucional. En algu-
na ocasión utilizaremos espacios de funciones continuas o hölderianas, respetando
la nomenclatura estándar C(Z;X) y Ck,γ(Z;X) respectivamente, y suprimiendo
eventualmente el espacio de llegada si tratamos con funciones con valores en R

d

o C
d. En este sentido, debemos tener siempre presente que vamos a tratar con

campos tanto escalares como vectoriales y de distinta naturaleza: ψ toma valores
complejos, en tanto que el argumento y la densidad local son campos escalares rea-
les y ∇ψ es un campo vectorial (complejo). No obstante utilizaremos la notación
estándar para los espacios funcionales sin explicitar ninguna de estas diferencias,
usando ψ ∈ L2(Ω), n ∈ L2(Ω) o ∇ψ ∈ L2(Ω), por ejemplo, en lugar de una simbo-
loǵıa más concreta y haciendo hincapié en dicha ambigüedad solo si es relevante o
puede generarse algún tipo de confusión. Cuando tratemos con campos vectoriales,
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utilizaremos tácitamente la norma del máximo entre las componentes, es decir,

‖f‖Xd = máx{‖f1‖X , . . . , ‖fd‖X}.

Como el dominio Ω en el que trabajamos va a estar prefijado, suprimiremos la
dependencia del mismo en la notación de las normas, escribiendo ‖ · ‖L2 en lugar
de ‖ · ‖L2(Ω).

Finalmente, con el objeto de simplificar la escritura y dado que trabajaremos
con regularidad H2, introducimos la siguiente notación: si H es un subconjunto de
L2(Ω) y δ > 0, denotamos

Hδ =
{
ϕ ∈ H : |ϕ| > δ c.t. x ∈ Ω

}
,

donde la abreviatura “c.t.” responde a “para casi todo punto” (es decir, salvo en
un conjunto de medida nula). Por otra parte, para T > 0 definimos

XT = C
(
[0, T ];H2(Ω)

)
∩ C1

(
[0, T ];L2(Ω)

)

y, por coherencia con las definiciones previas,

XT
δ =

{
ϕ ∈ XT : |ϕ| > δ c.t. x ∈ Ω, ∀ 0 ≤ t < T

}
.

Los espacios XT y XT
δ constituyen el marco funcional adecuado para el trabajo

que desarrollamos seguidamente.

1.2. Comentarios y resultados útiles

El tratamiento riguroso de las ecuaciones en derivadas parciales que vamos a
estudiar se centra en el análisis de problemas de tipo mixto sobre dominios acotados
Ω ⊂ R

d, exigiendo la regularidad apropiada a la frontera de dicho dominio en
función del resultado que pretendemos obtener. Entenderemos esta regularidad en
la forma estándar: Ω es un dominio con frontera lipschitziana (respectivamente de
clase k, k ∈ N) si existe f : ∂Ω ⊂ R

d → R
d−1 un homeomorfismo local tal que f es

lipschitziana (respectivamente de clase k) en un entorno de ∂Ω. Además, debemos
trabajar con condiciones iniciales ψI y de contorno ψB que deben ser compatibles,
en el sentido de que ψI |∂Ω = ψB , donde ϕ|∂Ω = T∂Ω(ϕ) es el operador traza en la
frontera de Ω aplicado a ϕ (el lector interesado puede consultar [1]). Si consideramos

W k,p
0 (Ω), la clausura de las funciones test en Ω respecto de la norma ‖ · ‖Wk,p , se

verifica la propiedad estándar de la traza: ψ,ϕ ∈W k,p(Ω) verifican ψ|∂Ω = ϕ|∂Ω, si

y solo si ψ−ϕ ∈W k,p
0 (Ω), propiedad que tendremos presente y utilizaremos cuando

sea necesario. Las propiedades del operador T∂Ω establecen que si ψI ∈ W k,p(Ω),

entonces la condición de regularidad ψB ∈ W k,p− 1
p (∂Ω) es la más natural que se

puede imponer al dato en la frontera y seguiremos este criterio cuando fijemos
las hipótesis de nuestros problemas. Es importante destacar, sin embargo, que las
condiciones con las que trabajaremos implican kp > d y nos permiten, por tanto,
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aplicar el teorema de compacidad de Rellich–Kondrachov (véase [20], por ejemplo)
y dar de esta manera sentido puntual a ψI en todo Ω y, como consecuencia,
a ψB en ∂Ω, evitando aśı tener que trabajar en espacios de Sobolev definidos
sobre variedades y las dificultades técnicas que esto podŕıa entrañar. En particular,
podemos aplicar el siguiente resultado clásico para encontrar extensiones armónicas

de elementos de W k,p− 1
p (∂Ω) a todo Ω (la demostración puede encontrarse en [52],

páginas 26 y 27 para la existencia y 15 para la unicidad).

Lema 1.2.1
Sean Ω ⊂ R

d un dominio acotado con frontera de clase C2 y g ∈ C(∂Ω). Entonces el
problema de Dirichlet para la ecuación de Laplace tiene una única solución clásica,
es decir, existe una única u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) armónica en Ω y tal que u|∂Ω = g.

Para estimar la norma de dichas extensiones armónicas y ofrecer un tratamiento
adecuado a los términos no lineales con los que trabajamos, necesitamos el siguiente
resultado de dependencia continua de las soluciones de un problema eĺıptico en
L2(Ω).

Lema 1.2.2
Sean Ω ⊂ R

d un dominio acotado con frontera de clase C2 y f ∈ L2(Ω). Entonces
existe una única u ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω) solución (fuerte) de −∆u = f y C(Ω) > 0 tal
que ‖u‖H2 ≤ C‖f‖L2 .

Demostración:

Aplicando el Teorema de Lax–Milgram (véase [20]) a los operadores

a(u, v) =

∫

Ω

∇u(x)∇v(x) dx y ϕ(v) =

∫

Ω

f(x)v(x) dx

obtenemos u ∈ H1
0 (Ω) tal que −∆u = f en Ω en sentido débil, que en particular

verifica −∆u+u = f +u también en sentido débil. Es conocido (véase por ejemplo
[20], Teoremas IX.21 y IX.25) que existe un única v ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) solución de
−∆v + v = f + u que cumple ‖v‖H2 ≤ C1‖f + u‖L2 , donde C1 > 0 solo depende
de Ω. Además v es única, por lo que u = v y se tiene, por tanto, la estimación
‖u‖H2 ≤ C1

(
‖f‖L2 + ‖u‖L2

)
. Aplicando ahora la desigualdad de Poincaré obtene-

mos C2(Ω) > 0 tal que ‖u‖H2 ≤ C1‖f‖L2 + C2‖∇u‖L2 . Por último basta observar
que −∆u = f en sentido débil , luego tomando como test la propia u y usan-
do las desigualdades de Cauchy-Schwarz primero y Poincaré después se tiene que
‖∇u‖2

L2 ≤ C2‖f‖L2‖∇u‖L2 . Por tanto, tomando C = C1 + C2
2 tenemos completa

la prueba. ⊓⊔

En las estimaciones sacaremos provecho de que el producto de funciones de
H2(Ω) es también un elemento de H2(Ω), resultado que se puede consultar en [1]
(Teorema 4.39), por ejemplo, en un caso mucho más general.
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Lema 1.2.3
Sea Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio acotado con frontera de clase C1. Entonces
H2(Ω) es un álgebra de Banach. Concretamente, existe C(Ω) > 0 tal que

‖ψϕ‖H2 ≤ C‖ψ‖H2‖ϕ‖H2

para cualesquiera ψ,ϕ ∈ H2(Ω).

La última propiedad de los espacios de Sobolev que consideramos destacable es
la regla de la cadena para la derivada débil (Teorema 6.16 en [77]).

Lema 1.2.4
Sean Ω ⊂ R

d un dominio acotado, I ⊂ R un intervalo, h : I → C una función de

clase C1 con derivada acotada, u ∈W 1,p
loc (Ω) y supongamos que u(Ω) ⊂ I. Entonces,

para U : Ω → C definida por U(x) = h(u(x)) c.t. x ∈ Ω, se tiene que U ∈W 1,p
loc (Ω)

y se verifica la regla de la cadena

∇U(x) = h′(u(x))∇u(x) c.t. x ∈ Ω.

Además, si u ∈W 1,p(Ω) entonces U ∈W 1,p(Ω).

Basaremos los resultados de existencia de soluciones en argumentos de punto
fijo, por lo que necesitamos conocer algunas propiedades del propagador lineal de la
ecuación de Schrödinger. Lo haremos basándonos en la teoŕıa general de semigru-
pos (puede consultarse [95], por ejemplo) en espacios de Banach. En nuestro caso
consideraremos X = L2(Ω) y A = iD∆ el operador (no acotado) definido en L2(Ω)
con dominio D = H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), donde D es una constante positiva arbitraria.
Con esta definición es claro que D es denso en L2(Ω) y D∆ es autoadjunto, luego
existe un operador lineal (no acotado) ∆, definido en el dual topológico de D (que
denotaremos D′), con dominio L2(Ω) y tal que ∆u = ∆u para cualquier u ∈ D.
Bajo esta perspectiva, el laplaciano de una función suave u que no se anula en ∂Ω
puede asumir dos valores en principio distintos: el correspondiente a la definición
clásica ∆u y ∆u. Esto no genera conflicto, sin embargo, porque ambas interpreta-
ciones conducen al mismo resultado, como ponemos de manifiesto en el siguiente
lema.

Lema 1.2.5
Sean Ω ⊂ R

d un dominio acotado con frontera de clase C2 y u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)

armónica. Entonces ∆u = 0.

Demostración:

Si u es idénticamente nula no hay nada que probar. En otro caso se tiene que u|∂Ω

es una función continua y no idénticamente nula en ∂Ω (en virtud del Principio del
Máximo). Usamos la densidad de D en L2(Ω) para obtener una sucesión {uk}k∈N ⊂
D que converge hacia u en L2(Ω). Como ∆ es un operador lineal y acotado sobre
L2(Ω) tenemos que ∆u ∈ L2(Ω) y ∆uk → ∆u en L2(Ω). En particular
∫

Ω

uk(x)∆v(x) dx→
∫

Ω

u(x)∆v(x) dx y

∫

Ω

∆uk(x)v(x) dx→
∫

Ω

∆u(x)v(x) dx
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para cualquier v ∈ C∞
c (Ω), por lo que

∫

Ω

∆u(x)v(x) dx =

∫

Ω

u(x)∆v(x) dx ∀v ∈ C∞
c (Ω).

La regularidad de u nos permite utilizar el Teorema de la Divergencia en el segundo
miembro para obtener

∫

Ω

∆u(x)v(x) dx =

∫

Ω

∆u(x)v(x) dx = 0 ∀v ∈ C∞
c (Ω),

donde hemos usado que u es armónica. La prueba concluye gracias al Lema Fun-
damental del Cálculo de Variaciones. ⊓⊔

El Lema 1.2.5 servirá para estimar en norma ‖ · ‖H2 la acción del propagador
de Schrödinger en dominios acotados. Para definirlo, basta aplicar el Teorema de
Stone (véase [95], teorema 1.10.8) para obtener un grupo fuertemente continuo de
operadores {eiD∆t}t∈R con generador infinitesimal A, de manera que para cada
t ∈ R, eiD∆t es una isometŕıa sobre L2(Ω) y sobre D (aunque no es una isometŕıa
deH2(Ω)). Una primera propiedad abstracta de dicho grupo es la siguiente, que nos
será de mucha utilidad para demostrar la regularidad adecuada de las soluciones
de las ecuaciones de Schrödinger no lineales abordadas (véase el teorema 1.2.8 en
[95]).

Lema 1.2.6
Sean X un espacio de Banach, U(t) un semigrupo fuertemente continuo y A su
generador infinitesimal con dominio D. Entonces, para cada x ∈ D y t, s ≥ 0 se
tiene que

U(t)x− U(s)x =

∫ t

s

U(τ)Axdτ =

∫ t

s

AU(τ)x dτ.

El siguiente resultado establece la conexión entre la ecuación de Schrödinger no
homogénea y su formulación integral asociada, que permite trabajar aprovechando
las propiedades de {eiD∆t}t∈R. Su demostración puede consultarse, por ejemplo,
en [25].

Lema 1.2.7
Sean X un espacio de Hilbert, A un operador autoadjunto y definido negativo con
dominio D y T > 0. Entonces, para cualquier f ∈ C([0, T ], X) y g ∈ X existe una
única solución del problema

ψ ∈ C([0, T ], X) ∩ C1([0, T ],D′),

i∂tψ +Aψ + f = 0,

ψ(0) = g,

donde D′ denota el dual topológico de D y A representa la extensión de A a todo
X. Además, ψ ∈ C([0, T ], X) es una solución de este problema si y solo si verifica
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la siguiente ecuación integral:

ψ(t) = eiAtg + i

∫ t

0

eiA(t−τ)f(τ) dτ, ∀t ∈ [0, T ],

donde eiAt es el grupo de isometŕıas con generador infinitesimal iA. Más aún, si
g ∈ D y f ∈ W 1,1((0, T ), X) o f ∈ L1((0, T ),D), entonces ψ ∈ C([0, T ],D) ∩
C1([0, T ], X).

La aplicación del Lema 1.2.7 requiere un conocimiento previo del término no
homogéneo en la ecuación de Schrödinger, de manera que si este no toma valores
en D se requiere regularidad temporal. En este contexto la condición de Lipschitz
es suficiente para establecer estimaciones sobre la derivada con respecto al tiempo.
El siguiente lema, que puede encontrarse en [23], será nuestra herramienta para
materializar dichas cotas.

Lema 1.2.8
Sea X un espacio de Banach reflexivo, I ⊂ R un intervalo y f : I → X una
aplicación lipschitziana y acotada. Entonces f ∈ W 1,∞(I,X) y ‖f ′‖L∞(I,X) ≤ L,
donde L > 0 es la constante de Lipschitz de f .

Por último, vamos a exponer dos resultados que serán de gran importancia en
lo referente al cálculo de un potencial escalar asociado a un campo vectorial cono-
cido. El primero (Teorema 1 en [3]) establece existencia del mismo bajo hipótesis
de conexión simple del dominio y basándose en propiedades clásicas del análisis
vectorial.

Teorema 1.2.9
Sea f ∈ H−k(Ω) con k ≥ 0 entero. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) H−m(Ω)〈f, ϕ〉Hm
0 (Ω) = 0 para toda ϕ ∈ Vm =

{
ϕ ∈ (Hm

0 (Ω))3 : divϕ = 0
}
.

(ii) H−m(Ω)〈f, ϕ〉Hm
0 (Ω) = 0 para toda ϕ ∈ V =

{
ϕ ∈ (D(Ω))3 : divϕ = 0

}
.

(iii) Existe una distribución χ ∈ H−m+1(Ω), única salvo constantes aditivas, tal
que f = ∇χ en Ω.

Si además Ω es simplemente conexo, entonces las tres afirmaciones anteriores
son equivalentes a:

(iv) rot(f) = 0 en Ω.

El segundo (Proposición 2.10 en [4]) proporciona la regularidad de una dis-
tribución basándose en la de su gradiente y bajo una condición de integrabilidad
global.

Teorema 1.2.10
Sean Ω ⊂ R

d un dominio acotado con frontera lipschitziana, k un número entero y
p un número real tal que 1 < p <∞.
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(i) Si f es una distribución cuyo gradiente pertenece a W k−1,p(Ω), entonces f
pertenece a W k,p(Ω). Además, si Ω es conexo, entonces existe una constante
C > 0 tal que se verifica la siguiente desigualdad:

∀ [f ] ∈W k,p(Ω)/R , ‖[f ]‖Wk,p/R ≤ C‖∇f‖Wk−1,p .

Si Ω es arbitrario (no necesariamente acotado ni con frontera lipschitziana),

entonces f pertenece a W k,p
loc (Ω).

(ii) Si k ≥ 0 y Ω es conexo, existe una constante C > 0 tal que todas las dis-
tribuciones f que satisfacen ∇f ∈ W k−1,p(Ω) y

∫
Ω
f(x) dx = 0 verifican la

estimación
‖f‖Wk,p ≤ C‖∇f‖Wk−1,p .



Caṕıtulo 2

Derivación de una ecuación
de Schrödinger

multidimensional que
representa la hidrodinámica

de Wigner–Fokker–Planck

Si consideramos el movimiento de un sistema cuántico aislado (sin efectos de
disipación) bajo la acción de un potencial externo, es conocido que la transformada
de Wigner y su inversa establecen una equivalencia entre las ecuaciones lineales
de Wigner y de Schrödinger. Sin embargo esta equivalencia se pierde en general
si introducimos efectos de disipación en la formulación cinética. El objetivo de
este caṕıtulo es derivar una familia de ecuaciones de Schrödinger disipativas que
describan la misma hidrodinámica que la ecuación de Wigner–Fokker–Planck. Para
ello formularemos el sistema de los momentos hidrodinámicos de orden más bajo,
que no es cerrado, y le impondremos relaciones de clausura adecuadas para hacerlo
autoconsistente, obteniendo de esta forma el módulo y el argumento de una función
de onda cuyas densidades de posición y de corriente coinciden con las de la función
de Wigner original. La evolución temporal de dicha función de onda determina la
ecuación de Schrödinger buscada, que aúna efectos de fricción y difusión. En la
última sección de este caṕıtulo estudiaremos algunos casos particulares del modelo
derivado y discutiremos condiciones sobre la f́ısica del sistema que verifiquen las
hipótesis necesarias impuestas en la derivación. A lo largo de todo el caṕıtulo
supondremos cierta la regularidad que sea necesaria para poder llevar a cabo los
cálculos.



26 2. WFP en la formulación de Schrödinger

2.1. Desde la ecuación maestra hasta el sistema
hidrodinámico asociado a la ecuación de Wig-
ner–Fokker–Planck

Consideramos un sistema cuántico representado por una part́ıcula en R
d, so-

metido a la influencia de un potencial V = V (t, x) e interactuando con un baño
térmico idealizado por un conjunto infinito de osciladores armónicos en equilibrio
térmico. Para estudiar la evolución del sistema teniendo en cuenta la influencia del
baño consideramos R = R(t) el operador de densidad reducido del sistema (lineal,
autoadjunto, definido positivo y de clase traza para todos los instantes de tiempo)
y partimos de (3), la generalización del modelo de Caldeira–Leggett [21] obtenida
en [41] y reescrita en términos del núcleo integral de R, de modo que considerando
ρ = ρ(x, y, t) tal que

(R(t)φ)(x) =

∫

Rd

φ(y)ρ(x, y, t) dy

para cualquier función de onda φ, entonces la evolución temporal de ρ viene descrita
por

∂ρ

∂t
= − i

~
(Hx −Hy)ρ− λ(x− y) · (∇x −∇y)ρ

+
(
Dqq|∇x + ∇y|2 −

Dpp

~2
|x− y|2 − 2i

~
Dpq(x− y) · (∇x + ∇y)

)
ρ, (2.1)

donde m es la masa efectiva del sistema y λ,Dpp, Dpq, Dqq son las constantes que
describen la interacción del mismo con el baño térmico

λ =
η

2m
, Dpp = ηkBT0 , Dpq =

ηΩ0~
2

12πmkBT0
, Dqq =

η~2

12m2kBT0
. (2.2)

Además H es el hamiltoniano renormalizado del sistema,

H = − ~
2

2m
∆ + Vr(·, t), (2.3)

y los sub́ındices en (2.1) indican la variable sobre la que actúan. En la notación de
(2.3), Vr denota el potencial renormalizado, que no es más que una perturbación
de V causada por la vibración de los osciladores del baño (en el caso del oscilador
armónico, Vr es otro oscilador armónico con frecuencia desplazada [21]. En [68] se
pueden consultar más detalles sobre la normalización del potencial externo). En la
ecuación (2.1), el primer sumando del segundo miembro responde a la evolución
hamiltoniana, el término con coeficiente λ es disipativo y los demás son difusivos.
Esta ecuación maestra surge como aproximación markoviana de la evolución (no
markoviana) del sistema inmerso en el baño de osciladores, tras tomar traza parcial
respecto de los grados de libertad del baño. Dicha aproximación se basa en una
expansión asintótica de las funciones de correlación sistema–baño en términos del
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parámetro µ = λ~

kBT0
hasta orden O(µ2), dando lugar aśı a una generalización de

la ecuación maestra de Caldeira–Leggett, que se recupera obviando los términos
con coeficientes Dpq y Dqq, ambos de orden O(µ). En [42] se prueba que esta
aproximación es aplicable si la longitud de coherencia del estado del sistema es
mayor que la longitud de onda de De Broglie ΛdB = ~/

√
4mkBT0. Si además

eliminamos el término de coeficiente λ obtenemos una aproximación de orden O(µ)
(ĺımite de temperaturas muy altas) en la que se ignoran los efectos de disipación
resultantes de la acción del entorno.

Tras la aproximación markoviana antes descrita, la interacción del sistema con
el baño térmico queda determinada por tres parámetros positivos: η es la constante
de acoplamiento sistema–baño y se puede interpretar como un coeficiente de visco-
sidad, T0 es la temperatura de equilibrio del baño y Ω0 es la frecuencia máxima de
los osciladores que lo componen. Este modelo, al igual que el de Caldeira–Leggett,
tiene restricciones de aplicación y por tanto dichas constantes no son libres. Las
hipótesis principales sobre los parámetros que garantizan la validez de (2.1) (véase
[41] para una exposición más detallada) son:

(i) Temperaturas medias y altas: Ω0
<∼ kBT0

~
.

(ii) La escala de tiempo caracteŕıstica del sistema es mucho mayor que τC = 1
Ω0

,
el tiempo de memoria del baño.

(iii) Acoplamiento débil: λ≪ Ω0.

Bajo estas hipótesis, los coeficientes definidos en (2.2) satisfacen la relación

DppDqq −D2
pq ≥

~
2λ2

4
, (2.4)

que implica que la ecuación (2.1) se puede escribir en la forma de Lindblad y por
tanto conserva la positividad del operador de densidad (la demostración de este
hecho puede consultarse en [11]). De esta manera, la incorporación del término
difusivo de coeficiente Dqq a la ecuación puramente friccional permite describir
las propiedades observables de la dinámica de Langevin mediante un operador de
densidad que evoluciona en el tiempo conservando la positividad, por lo que consi-
deraremos este modelo como el punto de partida de nuestro estudio. Para tratarlo
utilizaremos la interpretación cinética de (2.1) que consiste en la denominada ecua-
ción de Wigner–Fokker–Planck. Para llegar a ella se considera la transformada de
Wigner [114] de un operador A con núcleo integral a

W[A](x, ξ) :=
1

(2π)d

∫

Rd

a
(
x+

~

2m
η, x− ~

2m
η
)
e−iξ·ηdη, (2.5)

y se define la función de Wigner de nuestro sistema, cuyo dominio para todo t ≥ 0
es el espacio de fases R

d
x×R

d
ξ , comoW := W[R]. Para obtener la evolución temporal

de dicha función basta aplicar W en (2.1) y realizar una serie de cálculos sencillos
para obtener

W[(Hx −Hy)ρ] = (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W,



28 2. WFP en la formulación de Schrödinger

donde

Θ~[V ]W (x, ξ, t) =
i

(2π)d

∫

R2d

1

~

[
V

(
x+

~

2m
y, t

)
− V

(
x− ~

2m
y, t

)]

×W (x, ξ′, t)e−i(ξ−ξ
′)·ydξ′dy

para los términos hamiltonianos y

−λW[(x− y) · (∇x −∇y)ρ] = 2λdivξ(ξW ),

DqqW[(∇x + ∇y)
2ρ] = Dqq∆W,

−Dpp

~2
W[|x− y|2ρ] =

Dpp

m2
∆ξW,

−2 i

~
DpqW[(x− y) · (∇x + ∇y)ρ] =

2Dpq

m
div(∇ξW ),

para los disipativos y difusivos (puede consultarse en [10] la equivalencia entre la
formulación en términos de operadores y de Wigner de los términos difusivos). Por
tanto, W es solución de la ecuación de Wigner–Fokker–Planck

∂tW + (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W = LWFP [W ] , (2.6)

donde LWFP es el núcleo de interacción de Fokker–Planck cuántico

LWFP [W ] =
Dpp

m2
∆ξW + 2λdivξ(ξW ) + 2

Dpq

m
div(∇ξW ) +Dqq∆W , (2.7)

Θ~ definido anteriormente es un término pseudo-diferencial eventualmente no lineal
(cuadrático en el caso de interacción de tipo Hartree, por ejemplo) y los términos de
LWFP aportan descripciones de los mecanismos de fricción (λ divξ(ξW )) y difusión:

Dqq∆W describe difusión en posición, mientras que
Dpp

m2 ∆ξW representa difusión

en velocidad y
2Dpq

m div(∇ξW ) es el responsable de la difusión cruzada o difusión
anómala. Los coeficientes han sido definidos en (2.2) a partir de las constantes
f́ısicas que determinan la interacción. Además, en el ĺımite semiclásico (~ → 0 en el
sentido de los parámetros de escala), tantoDpq comoDqq se anulan y WFP converge
formalmente a la ecuación de Vlasov–Fokker–Planck (véase [27]), lo que convierte
a WFP en una generalización cuántica de un modelo clásico bien conocido. Sin
embargo la interpretación de W como función de probabilidad no está tan clara
en el caso cuántico, ya que W puede tomar valores negativos en tiempos cortos
como resultado de la interferencia entre distintos estados que conforman la función
de Wigner. No obstante, la positividad del operador de densidad śı implica que la
transformada de Husimi Wh de R es positiva en todo R

2d ([51], [79]), donde

W ~(x, ξ) := W (x, ξ) ∗ Γ ~

m
(x) ∗ Γ ~

m
(ξ) ∀ (x, ξ) ∈ R

2d

y Γσ denota la gaussiana con varianza σ.
Los tres primeros momentos en velocidad de la función de Wigner admiten una

interpretación hidrodinámica precisa: la densidad local

n(t, x) =

∫

Rd

W (x, ξ, t) dξ , (2.8)
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la densidad de corriente

J(t, x) =

∫

Rd

ξW (x, ξ, t) dξ (2.9)

y el tensor de enerǵıa cinética

T(t, x) =
1

2

∫

Rd

ξ ⊗ ξW (x, ξ, t) dξ .

Bajo dicha interpretación, la masa total de un sistema cuántico gobernado por la
ecuación de Wigner–Fokker–Planck está determinada por

∫

Rd

n(t, x) dx =

∫

R2d

W (x, ξ, t) dξ dx ,

cantidad que se conserva en el tiempo como consecuencia de la ecuación de conti-
nuidad de nuestro sistema. En efecto, integrando la ecuación de WFP respecto de
ξ se deduce que la evolución de n está determinada por la siguiente ecuación de
continuidad de tipo Fokker–Planck

∂tn+ div(J) = Dqq∆n , (2.10)

de donde se deduce la conservación de masa total, tras integrar respecto de x. De la
misma manera, si multiplicamos la ecuación de WFP por ξ e integramos respecto
de ξ, se obtiene

∂tJ + divT +
1

m
n∇V = −2λJ − 2Dpq

m
∇n+Dqq∆J , (2.11)

que establece la evolución de la densidad de corriente J . Obsérvese que el sistema
hidrodinámico formado por (2.10) y (2.11) no es cerrado, ya que esta segunda
ecuación involucra el conocimiento de T, un momento de orden superior. De hecho,
el término de transporte en la ecuación de WFP hace que no podamos esperar
que ningún sistema de momentos quede cerrado, por lo que el primer paso es
imponer alguna relación de clausura apropiada para que el sistema (2.10)–(2.11)
quede plenamente determinado. Con este propósito definimos la velocidad media
(macroscópica) asociada a la función de Wigner como

u(t, x) :=
J(t, x)

n(t, x)
(2.12)

y vamos a estudiar la evolución temporal de u. Combinando (2.10), (2.11) y (2.12)
y teniendo en cuenta que udiv(nu) = div(nu⊗u)−n(u·∇)u, llegamos a la siguiente
ecuación

∂tu+ (u · ∇)u = − 1

m
∇V − 1

n
div(Pu) − 2λu− 2Dpq

m

∇n
n

+ Dqq

[
2

(∇n
n

· ∇
)
u+ ∆u

]
, (2.13)
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donde Pu = T − nu ⊗ u es el tensor de esfuerzos. Este sistema es análogo a la
formulación hidrodinámica de De Broglie–Bohm para un estado puro [34, 18], que
consiste en el siguiente sistema:

∂tn+ div(nu) = 0 ,

∂tu+ (u · ∇)u = − 1

m
∇(V +Q) ,

donde Q = Q(t, x) es el potencial cuántico de Bohm, definido por

Q := − ~
2

2m

∆
√
n√
n

= − ~
2

4m

(
∆n

n
− |∇n|2

2n2

)
, (2.14)

que describe efectos de autointeracción del sistema, de manera que ∇Q representa
una corriente de difusión causada por gradientes de densidad. Comparando este
sistema con (2.10), (2.13) se desprende que divPu = 1

m n∇Q, si bien en nuestro
caso se han tenido en cuenta efectos de fricción y de viscosidad. A este nivel el
efecto de la difusión en velocidad no ejerce influencia sobre los observables, lo que
constituye una caracteŕıstica destacable de nuestro modelo.

Definimos a continuación la velocidad de difusión

v(t, x) := u(t, x) − uo(t, x), uo(t, x) := Dqq
∇n(t, x)

n(t, x)
, (2.15)

donde uo es la llamada velocidad osmótica, que surge de acuerdo con la ley de Fick
asociada a la difusión con coeficiente Dqq. Multiplicando la definición de v por n y
tomando divergencias, obtenemos que

div(nu) = div(nv) +Dqq∆n ,

que nos permite reescribir (2.10) en términos de v de la siguiente forma:

∂tn+ div(nv) = 0 , (2.16)

que es la ecuación de continuidad estándar en mecánica de fluidos. Se tiene entonces
el siguiente resultado.

Proposición 2.1.1
Sea W = W (x, ξ, t) una solución de WFP suficientemente regular y supongamos
que la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningún punto. Entonces el
sistema hidrodinámico asociado a W, que gobierna la evolución temporal de n y v
(con v definido en (2.15)) viene dado por

∂tn+ div(nv) = 0 ,

∂tv + (v · ∇)v = − 1

m
∇V − 1

n
div(Pv) − 2λv − 2Dpq

m

∇n
n

+D2
qq

1

n
∇(∆n)

+Dqq
1

n

[
∇
(
div(nv)

)
+ ∆(nv) − 2λ∇n

]
,
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donde Pv(t, x) es el tensor cuántico de esfuerzos, definido por

Pv =

∫

Rd

ξ ⊗ ξ W dξ − nv ⊗ v .

Demostración:

La ecuación de continuidad se obtiene partiendo del sistema para u y n y razonando
como en (2.16). Para derivar la ecuación de evolución asociada a v partimos de su
definición v = u − uo, multiplicamos por n y derivamos con respecto del tiempo,
obteniendo

n∂tv = ∂tn (u− v) −Dqq∂t(∇n) + n∂tu . (2.17)

Aprovechando la información contenida en (2.16), podemos reescribir los dos pri-
meros sumandos del término de la derecha en función de v de la siguiente forma:

∂tn (u− v) = −Dqqdiv(nv)
∇n
n

, (2.18)

∂t(∇n) = −∇
(
div(nv)

)
. (2.19)

Para el tercer sumando, sustituimos u por v + uo en (2.17) y llegamos a

n∂tu = −n(v · ∇)v − 1

m
n∇V − divPv − 2λnv − 2Dpq

m
∇n+Dqq

[
n∆v

−n(v · ∇)
∇n
n

− 2λ∇n+ div
(
v ⊗∇n+ ∇n⊗ v

)
+ (∇n · ∇)v

]

+D2
qq

[
(∇n · ∇)

∇n
n

+ ∇ ·
(
∇n⊗ ∇n

n

)
+ n∆

(∇n
n

)]
. (2.20)

Finalmente, sumando las expresiones obtenidas en (2.18), (2.19) y (2.20) y simpli-
ficando de forma sencilla, llegamos a la ecuación para v. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 2.1.2 (Casos particulares destacados) El núcleo de inte-
racción de Fokker–Planck (2.7) contiene como casos particulares algunos modelos
bien conocidos en la literatura f́ısica

(i) Si hacemos λ = Dpq = Dqq = 0, entonces WFP se reduce a

∂tW + (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W =
Dpp

m2
∆ξW,

que es el modelo asintótico obtenido para temperaturas muy altas, el más sim-
ple de entre todos los que conservan la positividad del operador de densidad.
Además, este modelo no tiene en cuenta efectos de fricción (véase [11, 83]).
En este caso v = u = J

n y el sistema hidrodinámico establecido en la Propo-
sición 2.1.1 se reduce al sistema de tipo Euler, usual en mecánica de fluidos

∂tn+ div(nv) = 0 ,

∂tv + (v · ∇)v = − 1

m
∇V − 1

n
div(Pv) .
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(ii) Si hacemos Dpq = Dqq = 0 obtenemos la versión cinética del modelo de
Caldeira–Leggett [21]

∂tW + (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W =
Dpp

m2
∆ξW + 2λdivξ(ξW ),

que no tiene garantizada la preservación de la positividad del operador de
densidad [2]. El sistema hidrodinámico asociado es

∂tn+ div(nv) = 0 ,

∂tv + (v · ∇)v = − 1

m
∇V − 1

n
divPv − 2λv .

(iii) Si consideramos tan solo Dpq = 0, entonces WFP se escribe de la siguiente
manera

∂tW + (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W =
Dpp

m2
∆ξW + 2λdivξ(ξW ) +Dqq∆W ,

que es el modelo disipativo más sencillo que conserva la positividad del ope-
rador de densidad [11, 22]. En este caso, el sistema hidrodinámico asociado
es

∂tn+ div(nv) = 0 ,

∂tv + (v · ∇)v = − 1

m
∇V − 1

n
div(Pv) − 2λv +D2

qq

1

n
∇(∆n)

+Dqq
1

n

[
∇
(
div(nv)

)
+ ∆(nv) − 2λ∇n

]
.

2.2. Análisis del tensor de esfuerzos y relaciones
de clausura

Vamos a suponer que W está asociada a una mezcla de estados {ψk}k∈N, por
lo que la ecuación (2.5) con a(x, y) =

∑
λkψk(x)ψk(y) implica que la función de

Wigner de nuestro sistema se escribe como

W (x, ξ, t) =
1

(2π)d

∑

k∈N

λk

∫

Rd

ψk

(
x+

~

2m
y, t
)
ψk

(
x− ~

2m
y, t
)
e−iy·ξ dy, (2.21)

donde {λk}k∈N son las probabilidades de ocupación y cumplen que

λk ≥ 0 ∀k ∈ N,
∑

k∈N

λk = 1 .

El sistema obtenido en la Proposición 2.1.1 no es cerrado pues depende del tensor
de esfuerzos Pv, que está relacionado con los momentos de segundo orden de W .
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Para introducir relaciones apropiadas de clausura del sistema vamos a describir Pv
en términos de la familia {ψk}k∈N. Usando (2.21) se tiene que

T = − ~
2

2m2

∑

k∈N

λk

[
Re
(
ψk(∇⊗∇)ψk

)
− Re

(
∇ψk ⊗∇ψk

)]
.

Además, podemos formular nv⊗v en función de los distintos estados aprovechando
que v = 1

n (J −Dqq∇n):

nv ⊗ v =
1∑

k∈N
λk|ψk|2

∑

k∈N

λk

[
~

m
Im
(
ψk∇ψk

)
− 2DqqRe

(
ψk∇ψk

)]

×
∑

k∈N

λk

[
~

m
Im
(
ψk∇ψk

)
− 2DqqRe

(
ψk∇ψk

)]
.

Por tanto, podemos expresar Pv de la siguiente manera:

Pv = − ~
2

2m2

∑

k∈N

λk

[
Re
(
ψk∇⊗∇ψk

)
− Re

(
∇ψk ⊗∇ψk

)]

− 1∑
k∈N

λk|ψk|2
∑

k∈N

λk

[
~

m
Im
(
ψk∇ψk

)
− 2DqqRe

(
ψk∇ψk

)]
(2.22)

⊗
∑

k∈N

λk

[
~

m
Im
(
ψk∇ψk

)
− 2DqqRe

(
ψk∇ψk

)]
.

Si consideramos la descomposición módulo–argumento de cada uno de los ψk dada
por

ψk(t, x) =
√
nk(t, x)e

i
α
Sk(t,x) , α = 2mDqq , (2.23)

entonces se tienen las siguientes identidades de forma elemental:

Re
(
ψk∇ψk

)
=

√
nk∇

√
nk , Im

(
ψk∇ψk

)
=

1

α
nk∇Sk ,

Re
(
ψk∇⊗∇ψk

)
=

√
nk∇⊗∇√

nk −
1

α2
nk∇Sk ⊗∇Sk , (2.24)

Re
(
∇ψk ⊗∇ψk

)
= ∇√

nk ⊗∇√
nk +

1

α2
nk∇Sk ⊗∇Sk .

Introduciendo estas expresiones en (2.22), haciendo los correspondientes cálculos y
usando que

∑
k∈N

λk|ψk|2 = n , llegamos a la descomposición Pv = P cv +P qv , donde

P cv =
~

2

m2α2

{
∑

k∈N

λknk∇Sk ⊗∇Sk −
1

n

(
∑

k∈N

λknk∇Sk
)

⊗
(
∑

k∈N

λknk∇Sk
)}
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denota la parte clásica del tensor, en el sentido de que describe la presión estándar
del fluido (ver fórmula (2.26)), y

P qv =
~

m2

1

n

(
∑

k∈N

λknk∇Sk
)

⊗
(
∑

k∈N

λk
√
nk∇

√
nk

)

+
~

m2

1

n

(
∑

k∈N

λk
√
nk∇

√
nk

)
⊗
(
∑

k∈N

λknk∇Sk
)

+
~

2

2m2

∑

k∈N

λk

(
∇√

nk ⊗∇√
nk −

√
nk∇⊗∇√

nk

)

−4D2
qq

1

n

(
∑

k∈N

λk
√
nk∇

√
nk

)
⊗
(
∑

k∈N

λk
√
nk∇

√
nk

)
,

representa los efectos cuánticos del sistema a través de las potencias positivas de
la constante de Planck, que se consideran despreciables cuando ~ → 0 (ĺımite
semiclásico). Denominaremos a P qv parte cuántica del tensor de esfuerzos, toda
vez que contiene términos de presión proporcionales a ∆n en la diagonal y fuer-
zas de tensión extradiagonales que se expresan a través de la velocidad osmótica
(2.15)(como se pone de manifiesto en [89]).

OBSERVACIÓN 2.2.1 Es importante destacar que la parte clásica del tensor de
esfuerzos surge a ráız de la mezcla de estados cuánticos. De hecho, si suponemos que
W describe un estado puro entonces P cv = 0. Además, la presencia de la constante
de Planck en la expresión de P cv no hace incoherente la denominación “clásica” ya
que ~ y α tienen las mismas unidades y ~

α es, por tanto, un factor adimensional.
Por otra parte, si Dqq = 0 (lo que ocurre en los modelos (i) y (ii) descritos en la
Observación 2.1.2), entonces la parte cuántica Pv se reduce a

P qv =
~

2

2m2

∑

k∈N

λk (∇√
nk∇

√
nk −

√
nk(∇⊗∇)

√
nk) .

Si consideramos la velocidad vk asociada al estado ψk y la descomposición (2.23)
del mismo, es sencillo comprobar que vk y Sk están relacionados a través de la
fórmula

vk =
1

m
∇Sk , (2.25)

la cual nos permite interpretar la parte clásica del tensor como una matriz de
covarianzas en velocidad:

P cv =
~

2

α2
n
(
(v ⊗ v)M − vM ⊗ vM

)
, (2.26)

donde hemos denotado

XM =
1

n

∑

k∈N

λknkXk ,
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la función media ponderada de la familia de observables Xk = X(ψk) respecto
de las funciones peso λknk. Obsérvese en la ecuación (2.26) que la influencia del
momento de segundo orden se reduce a la presencia de (v⊗v)M en la parte clásica.
Por tanto, si imponemos las relaciones de cierre [80, 86]

P cv = P cv (n) ,
√
nk =

√
n ∀k ∈ N , (2.27)

estamos truncando la jerarqúıa de momentos asociada a la función de Wigner,
generando una aproximación de la misma mediante un sistema cerrado, que se
puede resolver de forma autoconsistente. La primera hipótesis, que es la que cierra
el sistema, no constituye una restricción demasiado severa, ya que existen modelos
hidrodinámicos cuánticos ampliamente aceptados que verifican dicha condición. En
la última sección de este caṕıtulo destacaremos algunos de ellos. En cuanto a la
parte cuántica, es destacable que solo dependerá de n y vM :

P qv =
~

m

(√
n vM ⊗ ∇

√
n+

√
n vM ⊗ ∇

√
n
)
− 4D2

qq∇
√
n⊗∇

√
n

+
~

2

2m2

(
∇
√
n⊗∇

√
n−

√
n (∇⊗∇)

√
n
)

(2.28)

=
~

2m
(vM ⊗∇n+ vM ⊗∇n) − ~

2

4m2
n∇⊗

(∇n
n

)
−D2

qq

1

n
∇n⊗∇n .

Proposición 2.2.2
Sea W = W (x, ξ, t) una solución de WFP suficientemente regular y supongamos
que la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningún punto y que se
verifican las relaciones de clausura (2.27). Entonces las leyes de evolución temporal
para la densidad local n y la velocidad media vM vienen dadas por

∂tn+
~

α
div(nvM ) = Dqq∆n , (2.29)

∂tvM +
~

α
(vM · ∇)vM = −α

~

(
1

m
∇(V +Q) +

∇P cv
n

+
2Dpq

m

∇n
n

)
− 2λvM

+Dqq

{
2

(∇n
n

· ∇
)
vM + ∆vM

}
, (2.30)

donde P cv y P qv corresponden a (2.26) y (2.28), α = 2mDqq y donde Q denota el
potencial cuántico de Bohm definido en (2.14).

Demostración:

Para estudiar la evolución de n basta usar (2.12), (2.21), (2.24) y (2.25) para deducir

u =
J

n
=

~

m

1

n

∑

k∈N

λkIm
(
ψk∇ψk

)
=

~

mα

1

n

∑

k∈N

λknk∇Sk =
~

α
vM , (2.31)

luego las velocidades v y vM están relacionadas por medio de

v =
~

α
vM −Dqq

∇n
n

. (2.32)
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Esta propiedad, junto con la ecuación de continuidad obtenida en la Proposición
2.1.1, nos conduce a (2.29). Finalmente, usando la evolución de v deducida en dicha
proposición, la identidad

∂tvM =
α

~

{
∂tv +Dqq∂t

(∇n
n

)}
,

y la ecuación de continuidad recién derivada, obtenemos

α

~
∂tv = − ~

α
(vM · ∇)vM − 2λvM − α

m~

(
∇(V +Q) +

m

n
div(P cv ) + 2Dpq

∇n
n

)

+Dqq

{
− 1

n
∆n vM − ∇n

n
div(vM ) − 1

n
(vM · ∇)∇n

+
1

n
div(nvM ) +

1

n
∆(nvM ) + (vM · ∇)

∇n
n

}

+
α

~
D2
qq

{
−
(∇n
n

· ∇
) ∇n

n
− |∇n|2

n3
∇n+

∆n

n2
∇n

+
1

n2
(∇n · ∇)∇n− 1

n
∇∆n

}
,

α

~
∂t

(∇n
n

)
=

1

n2
div(nvM )∇n− 1

n
∇(div(nvM )) +

α

~
D2
qq

(
1

n
∇∆n− 1

n2
∆n∇n

)
,

tras cálculos laboriosos pero sencillos. Simplificando de forma adecuada se deduce
(2.30), lo que concluye la prueba. ⊓⊔

2.3. Construcción de una función de onda que re-
produce el comportamiento de la función de
Wigner: la ecuación de Schrödinger–Langevin
difusiva

En esta sección vamos a construir una función de onda que describe la misma
fenomenoloǵıa f́ısica que el sistema (2.29)–(2.30), en el sentido de que las densidades
local y de corriente asociadas a dicha función de onda coincidirán con n y J pro-
venientes de la función de Wigner. Con este propósito razonamos como en (2.25),
esto es, si una función compleja ψ admite una descomposición módulo–argumento
[85]:

ψ = |ψ|e i
α
S , (2.33)

para cierta función S, entonces la velocidad asociada a ψ viene dada por ∇S. Por
tanto, si suponemos que el momento medio mvM admite un potencial escalar S,
entonces dicho potencial ha de verificar

J

n
=

~

mα
∇S, (2.34)
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donde hemos usado (2.31), con lo que tendremos un candidato a argumento de
aquella función de onda cuyos observables respetan la hidrodinámica de WFP.
Además de (2.34), impondremos la existencia de campos escalares U y F tales que

∇U =
1

n
div(P cv ) , ∇F =

(∇n
n

· ∇
)
∇S, (2.35)

lo que nos permitirá establecer la dinámica de n y S (y a posteriori la ecuación de
onda que buscamos) a partir de (2.29) y (2.30).

Proposición 2.3.1
Sea W = W (x, ξ, t) una solución de WFP suficientemente regular tal que la den-
sidad local n definida en (2.8) no se anula en ningún punto y se verifican las
relaciones de clausura (2.27). Supongamos que existen un campo escalar S(t, x)
satisfaciendo (2.34) y U(t, x), F (t, x) dos funciones de manera que se cumplen las
relaciones (2.35). Entonces el sistema hidrodinámico de flujo potencial que describe
la evolución temporal de n y S es el siguiente:

∂tn = − ~

mα
div(n∇S) +Dqq∆n , (2.36)

∂tS = − ~

2mα
|∇S|2 − α

~

(
V +mU +Q+ 2Dpqlog(n)

)

−2λS +Dqq(2F + ∆S) + Φ , (2.37)

donde Q es el potencial cuántico de Bohm definido en (2.14) y Φ = Φn, S(t) es
independiente de x.

Demostración:

La ecuación de Fokker–Planck (2.36) es consecuencia directa de (2.29) teniendo
en cuenta (2.34). Para obtener la ecuación de Hamilton–Jacobi (2.37) partimos de
(2.30), sustituimos vM usando de nuevo la hipótesis de irrotacionalidad y encon-
tramos

∇(∂tS) = − ~

2mα
∇|∇S|2 − α

~
∇(V +Q) − mα

~

1

n
div(P cv ) − 2λ∇S

−2αDpq

~
∇log(n) +Dqq

[
2

(∇n
n

· ∇
)
∇S + ∇∆S

]
(2.38)

= −α
~
∇
(
V +mU +Q+ 2Dpqlog(n) − 2λS +Dqq(2F + ∆S)

)

tras utilizar las hipótesis (2.35). Esto concluye la prueba. ⊓⊔

Una vez conocido el sistema (2.36)–(2.37), nos inspiramos en (2.33) para construir
la función compleja

ϕ(t, x) =
√
n(t, x)e

i
α
S(t,x), (2.39)

cuyas densidades local y de corriente coinciden con las magnitudes n y J asociadas a
la función de Wigner. La evolución temporal de una función de onda aśı definida, va
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a determinar una ecuación de Schrödinger–Langevin friccional con difusión (SLD)
que emula el comportamiento observable de (2.36)–(2.37) y, en consecuencia, el de
la ecuación de Wigner–Fokker–Planck bajo las condiciones desarrolladas a lo largo
del caṕıtulo.

Teorema 2.3.2
Sea W = W (x, ξ, t) una solución de WFP suficientemente regular asociada a la
mezcla de estados {ψk}k∈N (en particular se puede escribir como en (2.21)). Su-
pongamos que la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningún punto
y que se verifican las relaciones de clausura (2.27). Si existen S tal que (2.34) es
válida para J (definida en (2.9)) y dos campos escalares F y U cumpliendo (2.35),
entonces existe una función de onda ψ(t, x) que es solución de la siguiente ecuación
de Schrödinger–Langevin logaŕıtmica con difusión:

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ +

(
V +mU +

~λ

mDqq
S + 2Dpqlog(n)

)
ψ

+
i~Dqq

2

(
∆n

n

)
ψ − ~

m
Fψ −mDqqdiv

(
J

n

)
ψ, (2.40)

y que describe la misma dinámica que W en el sentido de que

|ψ(t, x)|2 = n(t, x),
~

m
Im
(
ψ(t, x)∇ψ(t, x)

)
= J(t, x).

Demostración:

Si definimos ϕ como en (2.39) y tomamos z = t, xi, 1 ≤ i ≤ d, podemos expresar
la derivada ∂zϕ en función de n y S del siguiente modo:

∂zϕ =

(
∂z
√
n+

i

α

√
n∂zS

)
e

i
α
S . (2.41)

Como n no se anula en ningún punto, podemos considerar z = t, dividir entre n y
sacar factor común ϕ, obteniendo

∂tϕ =

(
1

2n
∂tn+

i

α
∂tS

)
ϕ .

Multiplicando esta ecuación por i~ y valiéndonos de (2.36) y (2.37) deducimos que

i~∂tϕ =

{
~

2

2mα2
|∇S|2 +Q− ~

α
f + i

[
− ~

2

2mα

1

n
div(n∇S) + ~Dqq

∆n

2n

]}
ϕ ,

(2.42)
donde hemos denotado

f(t, x) = −α
~

(
V +mU + 2Dpqlog(n)

)
− 2λS +Dqq(2F + ∆S) + Φ.

Del mismo modo podemos tomar la divergencia en (2.41) y multiplicar por ~
2

2m , de
donde

~
2

2m
∆ϕ =

{
−Q− ~

2

2mα2
|∇S|2 + i

~
2

2mα

1

n
div(n∇S)

}
ϕ . (2.43)
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Sumando (2.42) con (2.43) y despejando la derivada temporal de ϕ se tiene

i~∂tϕ = − ~
2

2m
∆ϕ+ ~Dqq

∆n

2n
ϕ− ~

α
fϕ. (2.44)

Teniendo en cuenta la definición de f y usando (2.34) es claro que ϕ verifica SLD,
salvo por el término − ~

αΦϕ. Para ver que podemos tomar Φ idénticamente nula,
basta seleccionar

ν(t) = − 1

2mDqq

∫ t

0

Φ(s)e−2λ(t−s) ds ,

cuya derivada viene dada por

ν′(t) = −2λν(t) − 1

2mDqq
Φ(t) .

Es sencillo comprobar si ϕ es una solución de (2.44), entonces ψ = eiνϕ satisface
(2.40). Además |ψ|2 = |ϕ|2 = n y usando (2.41) obtenemos que

~

m
Im
(
ψ∇ψ

)
=

~

α
n vM = J,

donde hemos utilizado (2.34) y (2.31). Por consiguiente, ψ satisface el teorema y
tenemos concluida la demostración. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 2.3.3 La hipótesis de existencia de un argumento S global-
mente definido verificando (2.34) evita ambigüedades en la definición de ψ y hace
innecesaria, por tanto, cualquier condición de cuantización (véase [111]) para pasar
de (2.36)–(2.37) (ó (2.29)–(2.30)) a la ecuación SLD. En el Caṕıtulo 4 abordare-
mos el problema de la existencia de S para ψ conocida en dominios acotados por
medio de la búsqueda de soluciones de (2.34).

La ecuación SLD es un modelo fuertemente no lineal que aproxima la dinámica de
Langevin en la formulación de onda incorporando efectos de fricción, modelados
por ~λ

mDqq
Sψ, y de difusión, que quedan descritos por 2Dpqlog(n)ψ para la difusión

anómala y por

i~Dqq

2

(
∆n

n

)
ψ − ~

m
Fψ −mDqqdiv

(
J

n

)
ψ

para el caso de la difusión estandar. Es significativo, como comentamos anterior-
mente, que el término de difusión en velocidad (con coeficiente Dpp) en WFP,
responsable del proceso de decoherencia (véase [69]), no contribuye a la formula-
ción de SLD. Esto se debe al hecho de que hemos establecido el cierre del sistema
de momentos al nivel de la densidad de corriente y la influencia de la difusión en
velocidad solo es plausible si tenemos en consideración más momentos de W , que
en nuestro caso aportaŕıan mayor información sobre P cv sin variar los sistemas hi-
drodinámicos ni la ecuación de Schrödinger que proponemos. En este sentido es
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destacable que SLD no es sólamente un modelo, sino una familia de modelos, don-
de el potencial U queda libre y depende de la interpretación (o de la ecuación de
estado) que demos al sistema objeto de estudio. En la siguiente sección discutimos
algunas de ellas, aśı como algunos casos particulares destacados de SLD.

2.4. Casos particulares y discusión acerca de las
hipótesis

2.4.1. Casos particulares destacados de la ecuación de Schrö-
dinger–Langevin con difusión

Al igual que ocurre con WFP, que es una generalización de otras ecuaciones
disipativas conocidas en la formulación cinética, la ecuación SLD generaliza algunos
modelos con fricción ya estudiados en la literatura, que es interesante comentar
tanto al nivel de n y S como en la formulación de onda, que es la que nos interesa
principalmente en este trabajo.

(i) En primer lugar, si λ,Dpq yDqq se anulan, entonces a partier de las ecuaciones
(2.29)–(2.30) se obtiene

∂tn = − 1

m
div(n∇S) ,

∂tS = − 1

2m
|∇S|2 − V −mU −Q ,

y tomando la forma polar de la función de onda ψ =
√
n e

i
~
S se deduce

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ + (V +mU)ψ.

En nuestro contexto esta ecuación se puede interpretar como una aproxima-
ción para temperaturas muy altas, que proviene de un modelo cinético con
difusión en velocidad. En la interpretación de Schrödinger, sin embargo, surge
también de forma fenomenológica en el estudio de gases cuánticos. Uno de
los ejemplos más destacado se tiene para U = |ψ|2, dando lugar a la ecuación
de Gross–Pitaevskii ([57], [97]), que modeliza la formación de condensados de

Bose–Einstein. En [86] se obtiene este modelo con P cv = 2C
5 n

5
3 I, C ∈ R para

un gas unidimensional a temperatura cero, que implica una interpretación
de U como potencial de autointeracción de tipo Slater: C|ψ| 43 . Esta ecuación
aparece también en el estudio de dispositivos semiconductores en presencia de
potenciales de tipo Hartree (atractivo o repulsivo), dando lugar a los modelos
de Schrödinger–Poisson–Xα (véase, por ejemplo [87, 84, 19, 101]).

(ii) Si hacemos Dpq = Dqq = 0, que a nivel del operador de densidad corresponde
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al modelo de Caldeira–Legget [21]), entonces

∂tn = − 1

m
div(n∇S) ,

∂tS = − 1

2m
|∇S|2 − V −Q−mU − 2λS ,

sistema hidrodinámico cuántico con fricción que surge en el estudio de semi-
conductores ([71]) e implica, para la función de onda ψ construida como en
el caso anterior, la siguiente ecuación friccional

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ + (V +mU + 2λS)ψ ,

que generaliza la ecuación de Schrödinger–Langevin introducida por Kos-
tin ([73]) incorporando el término mUψ. Dedicaremos la segunda parte del
Caṕıtulo 6 a estudiar el buen planteamiento de esta ecuación en dominios
acotados bajo una interpretación adecuada del potencial de autointeracción.

(iii) Por último, si tomamos solo Dpq = 0, entonces tenemos el sistema de flujo
potencial

∂tn = − ~

mα
div(n∇S) +Dqq∆n ,

∂tS = − ~

2mα
|∇S|2 − α

~
(V +mU +Q) − 2λS +Dqq(2F + ∆S) ,

y la correspondiente ecuación de Schrödinger para ψ es idéntica a SLD, salvo
por el término logaŕıtmico:

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ +

(
V +mU +

~λ

mDqq
S
)
ψ

+
i~Dqq

2

(
∆n

n

)
ψ − ~

m
Fψ −mDqqdiv

(
J

n

)
ψ .

Teniendo en cuenta la condición (2.4), este es el modelo más sencillo que gene-
raliza al de Caldeira–Leggett al nivel del operador de densidad. Los términos
difusivos de la ecuación anterior pertenecen a la familia de términos no linea-
les de Doebner–Goldin [43].

2.4.2. Discusión sobre la consistencia de P
c

v
y F

Este último apartado está dedicado a discutir la plausibilidad de las condicio-
nes (2.35) que han sido necesarias para la obtención del modelo. Una caracteŕıstica
importante de los sistemas cuánticos abiertos es que pueden perder información, en
el sentido de que un estado cuántico determinado por una única función de onda
puede evolucionar temporalmente hacia una mezcla de estados, de manera que el
ambiente genera incertidumbre acerca del sistema objeto de estudio. Esta circuns-
tancia impide que cualquier aproximación basada en una ecuación de ondas (lineal
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o no lineal) describa el sistema de manera “exacta”. La ecuación SLD describe
WFP de la mejor forma posible, ya que el conocimiento de n y J permite construir
(v́ıa (2.34)) una función de onda que respeta dichos momentos, pero teniendo en
cuenta los efectos eventuales de una mezcla de estados sobre dichos observables.
Esta influencia queda reflejada por el potencial de autointeracción U , que surge
como un potencial escalar de la divergencia del tensor P cv y en principio no tiene
por qué existir. En este sentido es destacable que bajo la relación de cierre estable-
cida en (2.27), la hipótesis 1

ndiv(P cv ) = ∇U es equivalente a asumir div(P cv ) = ∇Ũ ,
ya que en este último caso podemos definir

U =

∫ n

0

1

n′ ∂n′Ũ dn′ que implica ∇U =
1

n
∂nŨ ∇n =

1

n
∇Ũ ,

de donde se deduce la primera igualdad de (2.35). Por tanto, podemos discutir
acerca de las condiciones que garantizan la existencia de potenciales escalares de
div(P cv ). Por ejemplo, es suficiente postular un tensor diagonal

P cv (t, x) = p(t, x)I ,

donde I denota el tensor identidad de orden 2 en dimensión d, para el cual div(P cv ) =
∇p. Esta no es más que la condición de fluido perfecto en hidrodinámica, que impli-
ca que los efectos de tensiones laterales internas son irrelevantes en la descripción
de la evolución del fluido. Destacan, en particular, los perfiles de tipo p = T0 n

β

(donde T0 es la temperatura del sistema) que engloban a los modelos hidrodinámi-
cos isotermo [37, 58, 72] para β = 1 e isentrópico para β > 1 (puede consultarse
[70] para una discusión sobre las clausuras en los distintos sistemas hidrodinámicos
asociados a un estado mixto general). En este marco teórico y bajo nuestras hipóte-
sis, el potencial U tiene una interpretación termodinámica bien definida: U = h(n)
es la entalṕıa del sistema [71], que viene dada por

r h′(r) = p′(r), h(1) = 0.

Bajo este punto de vista, todos los perfiles conducen a un término no lineal de tipo
Xα en la formulación de Schrödinger

U =
β

β − 1
nβ−1,

análogos a los que hemos comentado anteriormente. Obsérvese, por último, que
esta interpretación es consistente con la hidrodinámica cuántica a temperatura
cero, que bajo nuestra aproximación implica U = 0 y permite describir el sistema
hidrodinámico mediante una única función de onda.

Respecto a la existencia del potencial F verificando
(∇n
n

· ∇
)
∇S = ∇F, (2.45)

es destacable señalar que esta condición surge inevitablemente como consecuencia
de la difusión en posición (con coeficiente Dqq, aunque no figura expĺıcitamen-
te en la ecuación) y representa efectos de autointeracción (convección) entre las
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velocidades media (u = J
n ) y osmótica (u0 = Dqq

∇n
n ). Su aparición en SLD resul-

ta poco operativa, por lo que es interesante discutir algunas hipótesis adicionales
que permitan trabajar con él de forma más sencilla. Obsérvese, para ello, que en
el caso tridimensional la condición (2.45) puede entenderse, usando (2.34), como
equivalente a la irrotacionalidad del campo vectorial

G :=
mα

~

(∇n
n

· ∇
)
u. (2.46)

Haciendo los cálculos, obtenemos que

rot

[(∇n
n

· ∇
)
u

]
=

1

n
rot[(∇n · ∇)u] − 1

n2
∇n× (∇n · ∇)u ,

que se anula si y solo si las matrices jacobianas de u y uo conmutan. Desde el punto
de vista matemático, existe un sistema de coordenadas que diagonaliza simultánea-
mente tanto a u como a uo. Esta condición se satisface obviamente si u y ∇n son
colineales, hipótesis que implica

u(t, x) = C(t, x)∇n(t, x) ,

∇ ⊗ u = ∇C ⊗ ∇n + C(∇ ⊗ ∇)n y, de acuerdo con (2.46), permite reescribir el
campo vectorial G como

G =
mα

2~

1

n

[
2(∇C · ∇n)∇n+ C∇|∇n|2

]
.

Para interpretar G como un gradiente, podemos considerar el perfil

C(t, x) =
K(t)

n(t, x)
,

por lo que ∇C = − K
n2∇n, luego

G =
mα

2~

K

n3

[
n∇|∇n|2 − 2|∇n|2∇n

]
=
mα

2~
K∇

( |∇n|2
n2

)
.

De este modo existe F tal que ∇F = G y el término que aparece en la correspon-
diente ecuación de Schrödinger pertenece (salvo una función del tiempo multipli-
cativa) a la familia de términos no lineales de Doebner–Goldin [43],

F =
mα

2~
K

|∇n|2
n2

.

En este caso se dispone de la identidad J = K∇n y en particular, para K(t) ≡ Dqq,
obtenemos

J = Dqq∇n. (2.47)
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Como consecuencia se verifica u = uo y la relación de conmutación entre ∇⊗ u y
∇⊗ uo es entonces obviamente cierta. En esta situación (2.47) implica

S =
mαDqq

~
log(n) + ν(t) ,

y por tanto el término de fricción en SLD pasa a ser de tipo logaŕıtmico. En [61]
se deriva un modelo de Schrödinger disipativo con las mismas caracteŕısticas, par-
tiendo también de la ecuación de WFP y aplicándole ideas de propias mecánica
nelsoniana [93]. Dedicaremos, además, el Caṕıtulo 5 a estudiar el buen planteamien-
to de dicho modelo aprovechando su equivalencia con la ecuación de Schrödinger
puramente logaŕıtmica.

De la escritura anterior de S y de (2.34) se deduce que

div

(
J

n

)
ψ = −4mDqq

~2
Qψ = Dqq

(
∆n

n
− |∇n|2

n2

)
ψ ,

lo que nos conduce a la siguiente versión simplificada de la ecuación SLD:

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ −Dqq

(
mDqq −

i~

2

)
∆n

n
ψ

+
(
V +mU + (2Dpq + ηDqq)log(n)

)
ψ . (2.48)

Cabe destacar, por último, que la igualdad u = uo que hemos obtenido en este caso
particular implica que la velocidad osmótica compensa los efectos de la velocidad
media y localmente (a escalas microscópicas) la velocidad del sistema se anula, lo
que conduce a la ecuación de continuidad más sencilla ∂tn = 0, esto es, el régimen
determinado por estas condiciones genera una dinámica estacionaria.

Por otra parte, si asumimos que se satisface la ley de Fick, es decir, si J =
−Dqq∇n, entonces la ecuación de Schrödinger asociada es ahora

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ +Dqq

(
mDqq +

i~

2

)
∆n

n
ψ

+
(
V +mU + (2Dpq − ηDqq)log(n)

)
ψ . (2.49)

En este caso el signo del término logaŕıtmico podŕıa ser negativo, circunstancia que
ocurre cuando Ω0 < πλ. Sin embargo, bajo las hipótesis de validez del modelo de
WFP (y por tanto de SLD) λ≪ Ω, lo que implica una perturbación pequeña en la
práctica.

Siguiendo esta dirección, también podemos considerar el caso en el que la
corriente macroscópica se anula, J ≡ 0. De aqúı se deduce fácilmente S(t, x) = ν(t)
y, por tanto, la ecuación de Schrödinger que surge en este caso es

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ +

i~Dqq

2

(
∆n

n

)
ψ +

(
V +mU + 2Dpqlog(n)

)
ψ. (2.50)
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En particular, la ecuación de continuidad asociada es la ecuación del calor deter-
minada por la difusión en posición de WFP, esto es, ∂tn = Dqq∆n, por lo que se
trata de una dinámica que solo manifiesta difusión.

Para terminar, podemos considerar otro tipo de hipótesis sobre la viscosidad
del sistema (visto como un fluido) que evita el término F en SLD. En efecto, si
P cv = p(n)I, podemos reescribir la ecuación para ∂tS de la siguiente forma:

∇(∂tS) +
~

2mα
∇|∇S|2 = −α

~
∇(V + p̃)

+ 2Dqq

[(∇n
n

· ∇
)
∇S + ∇∆S

]
+ Π

(donde ∇p̃ = 1
n∇p), que representa la formulación de flujo potencial de una correc-

ción de la ecuación de Navier–Stokes para un fluido barotrópico e irrotacional con
coeficiente de viscosidad dinámica proporcional a la densidad, µ(t, x) = Dqqn(t, x),
y donde

Π = −α
~
∇
(
Q+ 2Dpqlog(n)

)
− 2λ∇S −Dqq∇∆S .

Por tanto, si elegimos la relación constitutiva

P cv = pI + 2Dqqn∇⊗ u

en lugar de la primera relación de cierre en (2.27), los efectos debidos al término de
convección se cancelan y se deduce la siguiente ecuación de Schrödinger logaŕıtmica

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ − i~Dqq

2

(
∆n

n

)
ψ

+

(
V +mp̃+

~λ

mDqq
S + 2Dpqlog(n)

)
ψ +mDqqdiv

(
J

n

)
ψ,

con ∇p̃ = 1
n∇p, como razonamos al principio de la sección. Obsérvese que en este

caso la hipótesis (2.35) ya no es necesaria.





Caṕıtulo 3

Validación numérica de la
ecuación de

Schrödinger–Langevin con
difusión

Este caṕıtulo está dedicado a la exploración numérica del modelo SLD, con el
objetivo de conocer la dinámica que describe y estudiar el grado de aproximación
que representa respecto de la fenomenoloǵıa f́ısica de WFP. En primer lugar ana-
lizaremos las hipótesis establecidas en el caṕıtulo anterior, que hacen más tratable
el modelo y permiten calcular familias de soluciones particulares para dichos casos
simplificados, basándonos en la formulación rotacionalmente simétrica cuando sea
posible.

Dedicaremos la segunda sección del caṕıtulo a establecer la solución exacta de la
ecuación de Wigner–Fokker–Planck para la part́ıcula libre y el oscilador armónico
y aprovechar los observables asociados a dicha solución, aśı como la hidrodinámica
del modelo, para calcular el valor exacto del potencial de autointeracción U y ob-
tener aśı una ecuación lineal que mejora SLD, aproximando con bastante precisión
la f́ısica determinada por WFP al nivel de las densidades locales. Todos los cálcu-
los realizados en este caṕıtulo se harán en un sistema de unidades adecuado a la
observación de la dinámica del sistema, que estableceremos a continuación.

3.1. Soluciones particulares

El primer paso a dar para conocer la dinámica asociada al modelo SLD es in-
tentar conocer propiedades que se obtengan de forma sencilla. Con esta intención
analizaremos el comportamiento de algunas soluciones de nuestra ecuación asocia-
das a acciones externas y autointeracciones nulas (V = U = 0) para los reǵımenes
J = ±Dqq∇n y J ≡ 0, aprovechando las reescrituras simplificadas de SLD que
hemos derivado en el Caṕıtulo 2. Con el objeto de poder observar en una escala
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apropiada la dinámica del sistema (los efectos cuánticos son observables en tiempos
cortos y distancias pequeñas) trabajaremos en unidades en las que ~ = m = kB = 1,
con lo que alteramos los patrones de tiempo y de longitud:

1s̃ = 7,63771 ps y 1m̃ = 0,0297349µm . (3.1)

En este nuevo sistema de unidades los coeficientes que determinan el modelo (de-
finidos en (2.2)) adquieren la siguiente forma normalizada:

λ =
η

2
, Dpp = ηT0 , Dpq =

ηΩ0

12πT0
, Dqq =

η

12T0
.

Utilizaremos este mismo reescalado en todos los cálculos numéricos que serán lle-
vados a cabo, aśı como en las figuras que presentamos.

3.1.1. J = Dqq∇n

En este caso, la ecuación de Schrödinger que rige el comportamiento del sistema
viene dada por (2.48). En particular la densidad local es independiente del tiempo,
lo que nos permite descomponer la función de onda en forma polar del siguiente
modo

ψ(t, x) = zeiσ(t,x) , (3.2)

donde z = z(x) no depende del tiempo, lo que implica de forma sencilla que J =
n∇σ y, en consecuencia,

σ(t, x) = Dqqlog(n(x)) + ν ,

donde ν es una función que depende solo del tiempo. Este cálculo nos proporciona
perfiles de la forma

ψ(t, x) = z(x) exp
{
iDqqlog(z(x)2) + iν(t)

}

como candidatos a soluciones de (2.48). Sustituyendo en la ecuación y teniendo en
cuenta que n = z2, obtenemos

−ν′(t)ψ = −
(1

2
+ iDqq

)(
2iDqq

|∇z|2
z2

+
∆z

z

)
ψ + Dqq(−2Dqq + i)

( |∇z|2
z2

+
∆z

z

)
ψ + (2Dpq + ηDqq)log(z2)ψ .

Multiplicando ahora por el factor e−iDqqlog(z(x)2)−iν(t) y reordenando términos,
deducimos que

−ν′(t)z = −1

2
(1 + 4D2

qq)∆z + (2Dpq + ηDqq)log(z2)z . (3.3)

Obsérvese que el segundo miembro no vaŕıa con el tiempo, por lo que ν′′ = 0, luego
ν(t) = −ωt+ k (ω, k ∈ R) y (3.3) adopta la siguiente forma

ωz = −1

2
(1 + 4D2

qq)∆z + (2Dpq + ηDqq)log(z2)z , (3.4)
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ecuación cuyas soluciones son todas reales ya que ω ∈ R. En particular

z ≡ exp

{
ω

2(2Dpq + ηDqq)

}
(3.5)

es una solución constante. Por tanto, la familia uniparamétrica de funciones de
onda

ψω(t, x) = exp

{
(1 + 2iDqq)ω

2(2Dpq + ηDqq)
− iωt

}

son soluciones estacionarias de (2.48) con densidad constante.
En este punto es destacable señalar la ausencia de soluciones con perfil gaussiano

(o gaussones, véase [17]). De hecho, la búsqueda de perfiles de la forma (3.2) con
módulo de tipo exponencial

z(x) = eA|x|2+B , A,B ∈ R ,

como soluciones de esta ecuación, implica irremediablemente que Re(A) > 0. De
hecho, tenemos

∆z =
(
2dA+ 4A2|x|2

)
eA|x|2+B ,

que nos permite reescribir la ecuación (3.4) de la siguiente forma

ω + dA(1 + 4D2
qq) − 2(2Dpq + ηDqq)B = 2A

(
2Dpq + ηDqq −A(1 + 4D2

qq)
)
|x|2 ,

de donde se concluye que

A =
2Dpq + ηDqq

1 + 4D2
qq

, B =
d

2
+

ω

2(2Dpq + ηDqq)
,

luego

ψ(t, x) = exp {Λ(x) + i (2DqqΛ(x) − ωt)}
es el perfil solitónico buscado, donde hemos denotado

Λ(x) =
2Dpq + ηDqq

1 + 4D2
qq

|x|2 +
ω

2(2Dpq + ηDqq)
+
d

2
. (3.6)

Es posible, además, encontrar soluciones no triviales de (3.4) que sean funciones
del polinomio simétrico de primer orden s = x1 + . . .+xN . De hecho, considerando

z(x) = y(s) , s =

N∑

j=1

xj ,

y basándonos de nuevo en (3.4), es sencillo observar que y satisface

ωy = −d
2
(1 + 4D2

qq)y
′′ + (2Dpq + ηDqq)ylog(y2) . (3.7)
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Tomando entonces y(s) = Csβ +D con C,D, β ∈ R, se deduce necesariamente que

β = 2 , C =
2Dpq + ηDqq

d (1 + 4D2
qq)

, D =
1

2
+

ω

2(2Dpq + ηDqq)
,

lo cual da lugar a la siguiente familia de soluciones de (2.48)

ψ(x1, . . . , xN , t) = exp

{
Θ
( N∑

i=1

xi

)
+ i

(
2DqqΘ

( N∑

i=1

xi

)
− ωt

)}
,

donde Θ(x) = Λ(x/
√
d) + (1 − d)/2 con Λ dada por (3.6).

Además, para encontrar una relación entre y y su derivada, basta con multiplicar
(3.7) por y′ e integrar respecto de s, obteniendo

(y′)2 − 2(2Dpq + ηDqq)

d(1 + 4D2
qq)

y2log(y2) +
2(2Dpq + ηDqq + ω)

d(1 + 4D2
qq)

y2 = k ∈ R .

Esta ecuación tiene dos puntos de silla en (±y0, 0), donde y0 es la solución constante
de (3.4) que nos proporciona (3.5). Podemos eliminar el parámetro ω de esta última
igualdad usando el cambio de escala y = y0Y . La ecuación para Y es

(Y ′)2 − 2(2Dpq + ηDqq)

d (1 + 4D2
qq)

Y 2
(
log(Y 2) − 1

)
= K ∈ R . (3.8)

Obsérvese que mediante este reescalado hemos normalizado la ecuación, de modo
que los puntos de silla de (3.8) son ahora (±1, 0). En la Figura 3.1 mostramos el
diagrama de fases asociado a la versión tridimensional de (3.8), que reproduce para
todas las dimensiones la misma dinámica que en el caso unidimensional (pueden
consultarse detalles sobre el comportamiento unidimensional en [80]).

Soluciones radiales

Buscamos ahora soluciones radiales (rotacionalmente simétricas) de (3.4). Par-
tiendo de la condición

z(x) = ϕ(r) , r = |x|,
tenemos

∆z =
d− 1

r
ϕ′(r) + ϕ′′(r) ,

y (3.4) adopta la siguiente forma

1 + 4D2
qq

2

(
ϕ′′ +

d− 1

r
ϕ′
)
− (2Dpq + ηDqq)ϕlog(ϕ2) + ωϕ = 0 .

Normalizando mediante el mismo reescalado de antes,

ϕ(r) = exp

{
ω

2(2Dpq + ηDqq)

}
φ(r) ,
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Figura 3.1: De arriba abajo y de izquierda a derecha: los tres primeros dibujos
muestran los diagramas de fases asociados a (3.8) para d = 3 y valores t́ıpicos de los
coeficientes del modelo en la fenomenoloǵıa de Dekker (véase [40]) para el régimen
de altas temperaturas [98]: T0 = 2, Ω0 = 1 y λ = 0,5, 0,15 y 0,05 respectivamente,
en el sistema de unidades definido en (3.1). El último gráfico describe el mismo
diagrama asociado a (3.8) pero con signo contrario delante del término logaŕıtmico,
idénticos valores de T0 y Ω0 y constante de acoplamiento λ = 0,5 .



52 3. Validación numérica de SLD
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Figura 3.2: Soluciones numéricas de la ecuación (3.9) para el caso tridimensional
(d=3) en un régimen de temperaturas altas: T0 = 2, Ω0 = 1 y acoplamiento débil
y creciente: λ = 0,5 (ĺınea de puntos y rayas), λ = 0,15 (ĺınea continua) y λ = 0,05
(ĺınea de rayas), en el sistema de unidades definido en (3.1). De izquierda a derecha:
dato inicial φ(0) = 0,75, φ′(0) = 0 y φ(0) = 1,85, φ′(0) = 0 respectivamente.

obtenemos la ecuación que satisfacen todas las soluciones radiales de (3.4):

1 + 4D2
qq

2

(
φ′′ +

d− 1

r
φ′
)
− (2Dpq + ηDqq)φlog(φ2) = 0 . (3.9)

La presencia del factor (d−1)/r hace que la ecuación (3.9) sea singular en el origen,
lo que genera una dinámica esencialmente diferente a la unidimensional (donde ese
factor no aparece, ya que es consecuencia de la escritura del laplaciano en fun-
ción de r). Esto implica, en particular, que los diagramas de fases mostrados en la
Figura 3.1 no describen el comportamiento de las soluciones radiales. Para evitar
dicha singularidad en los cálculos debemos imponer φ′(0) = 0, condición que nos
permite resolver numéricamente (3.9) encontrando (i) soluciones de crecimiento ex-
ponencial para |φ(0)| > 1 o (ii) perfiles oscilatorios que decaen a cero en infinito,
en el caso de que |φ(0)| < 1. En esta última familia están contempladas las úni-
cas soluciones estacionarias (con densidad independiente del tiempo) de SLD que
son matemáticamente consistentes (en el sentido de Lp(Rd)). Mostramos estas dos
clases de soluciones en la Figura 3.2 para diferentes niveles de acoplamiento.

3.1.2. Densidad de corriente nula (J = 0)

Analizamos ahora el régimen J = 0, que implica ∇S = 0 y en consecuencia
S = 2Dqqσ(t). Por simplicidad, y al igual que antes, vamos a suponer V = 0
y estado puro (U = 0), que dan lugar (v́ıa (2.50)) a la siguiente ecuación de
Schrödinger

i∂tψ = −1

2
∆ψ +

iDqq

2

(
∆n

n

)
ψ + 2Dpqlog(n)ψ . (3.10)
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En este caso la ecuación de continuidad de Fokker–Planck se reduce a una ecua-
ción del calor con difusión gobernada por el coeficiente Dqq, ∂tn = Dqq∆n, cuyas
soluciones (para el caso d = 3) son conocidas y vienen dadas por

n(t, x) = (n0 ∗K(·, t))(x) =
1

(4πDqqt)3/2

∫

R3

n0(y) exp

(
−|x− y|2

4Dqqt

)
dy , (3.11)

donde n0(x) = |ψ0(x)|2 es la densidad local inicial y K es el núcleo de la ecuación
del calor tridimensional. Esto hace que la ecuación (3.10) sea, en la práctica, lineal.
De hecho, si buscamos soluciones de la forma

ψ(t, x) =
√
n(t, x) eiσ(t) , (3.12)

deducimos que

σ′(t) =
1

4Dqq

∂tn

n
− 1

8

|∇n|2
n2

− 2Dpqlog(n) .

Integrando ahora esta última ecuación en el intervalo [0, t], encontramos una ex-
presión expĺıcita de σ que nos conduce a soluciones de (3.10) con el siguiente perfil:

ψ =
√
n exp

{
i

4Dqq
log

(
n

n0

)
− i

∫ t

0

(
1

8

|∇n(s)|2
n(s)2

+ 2Dpqlog(n(s))

)
ds

}
,

donde n(t, x) viene dada por (3.11) para t > 0 y n(0) = n0. En la Figura 3.3 mos-
tramos ejemplos de la evolución de dicho perfil con dato inicial rotacionalmente
simétrico (que implica comportamiento radial para todo tiempo), donde la carac-
teŕıstica más destacada es la lentitud de la difusión (obsérvese que el valor de Dqq

es pequeño para valores admisibles de las constantes).

3.1.3. J = −Dqq∇n

Estudiamos a continuación el caso en que la corriente del sistema sigue la ley de
Fick J = −Dqq∇n. Este régimen no constituye un estado estacionario, aunque si
fijamos (al igual que en los casos anteriores) V = U = 0, podemos obtener algunas
soluciones exactas de la ecuación de Schrödinger resultante

i∂tψ = −1

2
∆ψ +Dqq

(
Dqq +

i

2

)
∆n

n
ψ + (2Dpq − ηDqq)log(n)ψ. (3.13)

La evolución temporal de n queda de nuevo descrita por una ecuación del calor con
coeficiente de difusión 2Dqq, cuyas soluciones se pueden expresar como convolución
de la densidad local inicial con el núcleo del calor. Para encontrar una función de
onda que resuelva (3.13) comenzamos, al igual que antes, suponiendo que

ψ(t, x) =
√
n(t, x) eiσ(t,x) .

Es sencillo deducir de esta expresión y del conocimiento que tenemos de la densidad
de corriente que

σ(t, x) = −Dqq log(n(x)) + ν(t) .
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Figura 3.3: Evolución temporal de los perfiles radiales tridimensionales gobernados
por la ecuación (3.10) con T0 = 2, Ω0 = 1 y λ = 0,15 en el sistema de unidades
definido en (3.1). De izquierda a derecha: condición inicial con densidad local gaus-
siana |ψ0(x)|2 = exp(−|x|2/2) y ψ0(x) = χR3\B1

respectivamente, donde χ denota
la función caracteŕısitica de un conjunto y B1 es la bola unidad centrada en el
origen. Ambas evoluciones están representadas en los mismos tiempos: t = 0 (ĺınea
continua), t = 6 (ĺınea rayada), t = 40 (ĺınea de puntos y rayas) y t = 120 (ĺınea
de puntos).
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Figura 3.4: Evolución temporal de los perfiles radiales tridimensionales gobernados
por la ecuación (3.13) en el mismo régimen que la Figura 3.3 y en el sistema
de unidades fijado en (3.1). De izquierda a derecha: dato inicial ψ0(x) = χB1 y
ψ0(x) =

√
1 − |x|2 respectivamente, ambos representados en los tiempos t = 0

(ĺınea continua), t = 2 (ĺınea rayada), t = 12 (ĺınea de puntos y rayas) y t = 60
(ĺınea de puntos).



3.2. Comparativa con WFP v́ıa potenciales linealizados 55

Usando (3.10) y haciendo cálculos rutinarios se deduce la siguiente ecuación dife-
rencial para ν:

ν′(t) =

(
Dqq

2
+

1

8Dqq

)
∂tn

n
−
(

1

8
+
D2
qq

2

)
|∇n|2
n2

− (2Dpq − ηDqq)log(n) .

Finalmente, integrando respecto del tiempo obtenemos ν y de ah́ı la siguiente so-
lución de (3.13) para el dato inicial ψ0:

ψ =
√
n exp

{
−
(
Dqq

2
+

1

8Dqq

)
log

(
n

n0

)

−
∫ t

0

(
1 + 4D2

qq

8

|∇n(s)|2
n(s)2

+ (2Dpq − ηDqq)log(n)

)
ds

}
,

donde

n0(x) = |ψ0(x)|2 , n(t, x) =
1

(8πDqqt)3/2

∫

R3

n0(y) exp

(
−|x− y|2

8Dqqt

)
dy .

La dinámica asociada a la ecuación (3.13) es bastante similar a la difusión estándar
(véase la Figura 3.4). Es destacable el hecho de que, a pesar de que el signo del
término logaŕıtmico podŕıa cambiar (cuando λ > 1/π), este hecho no alteraŕıa el
comportamiento observable (al nivel de la densidad local n), ya que en la práctica
solo perturbaŕıa la fase de las soluciones.

3.2. Comparativa con Wigner–Fokker–Planck v́ıa
potenciales linealizados

En esta sección investigaremos la dinámica unidimensional asociada a la ecua-
ción SLD y compararemos los resultados obtenidos con aquellos que provienen de
resolver de forma exacta la ecuación de Wigner–Fokker–Planck en casos en los que
esto es posible. En una primera aproximación vamos a considerar la evolución de la
part́ıcula libre (V = 0) y del oscilador armónico (V (x) = 1

2ω
2
0x

2, donde ω0 denota
la frecuencia de dicho oscilador) con niveles de acoplamiento del sistema que lo
hacen sobreamortiguado e infraamortiguado, y aprovecharemos la solución exacta
de WFP y el sistema hidrodinámico derivado en el caṕıtulo anterior para obtener la
forma funcional concreta de los términos no lineales y, en particular, del potencial
U en SLD. De esta manera podremos establecer una comparativa entre la solución
exacta de la ecuación de Wigner y el resultado numérico de una linealización de
nuestro modelo de Schrödinger que proporcionan estas soluciones. Efectuaremos
todos los cálculos en el sistema de unidades establecido en la sección anterior.
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3.2.1. Soluciones exactas de la ecuación de Wigner–Fokker–
Planck: part́ıcula libre y oscilador armónico

Como la ecuación de Wigner–Fokker–Planck es lineal, es posible resolverla de
forma teórica para potenciales externos sencillos, ya que podemos aplicar la trans-
formada de Fourier y obtener la solución fundamental W0 de esta ecuación. Es
sencillo entonces obtener una expresión general de la solución del problema de va-
lores iniciales asociado a WFP para una condición inicial arbitraria WI en términos
de W0 y WI . Valiéndonos de esta fórmula, calcularemos las densidades local y de
corriente que describen de manera exacta la hidrodinámica de WFP con dato inicial
maxwelliano, que serán de utilidad para linealizar SLD. Lo primero que haremos
será construir las soluciones expĺıcitas de la ecuación de WFP para la part́ıcula li-
bre y el oscilador armónico sin mostrar cálculos detallados, que pueden consultarse
en el apéndice B.

La part́ıcula libre

El ejemplo más sencillo de interacción disipativa sistema–baño térmico es la que
no se ve sometida a la acción de ningún potencial externo. En este caso el término
pseudo–diferencial en WFP desaparece y obtenemos

∂tW + ξ ∂xW = Dpp∂
2
ξξW + 2λ∂ξ(ξW ) + 2Dpq ∂

2
x,ξW +Dqq ∂

2
x,xW. (3.14)

En nuestro sistema de unidades (y poniendo λ en lugar de η como parámetro básico)
los coeficientes vienen dados por

Dpp = 2λT0 , Dpq =
λΩ0

6πT0
, Dqq =

λ

6T0
.

Tras aplicarle transformada de Fourier, calcular las caracteŕısticas, resolver la ecua-
ción resultante e invertir las operaciones mencionadas, podemos escribir el propa-
gador asociado a esta ecuación de la siguiente manera:

W0(x, ξ, t) = (4π2d(t))−
1
2 exp

{
− c(t)

d(t)
x2 +

b(t)

d(t)
xξ − a(t)

d(t)
ξ2
}
, (3.15)

donde

a(t) =
1

4λ2

{
Dpp + 4λ2Dqq + 4λDpq + (1 − e−2λt)

(
Dpp

4λ
(e−2λt − 3) − 2Dpq

)}

b(t) =
1

4λ2
(1 − e−2λt)

(
4λDpq +Dpp(1 − e−2λt)

)
, (3.16)

c(t) =
Dpp

4λ
(1 − e−4λt) ,

y

d(t) = 4a(t)c(t) − b(t)2 > 0 ∀ t > 0 .
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De aqúı se deduce que la única solución de (3.14) con condición inicial WI(x, ξ)
viene dada por

W (x, ξ, t) =

∫

R2

W0

(
x− z −

(
1 − e−2λt

2λ

)
v, ξ − e−2λtv, t

)
WI(z, v) dz dv .

(3.17)
Por tanto, si elegimos el perfil maxwelliano

WI(x, ξ) =
1

π
e−x

2−ξ2 (3.18)

como condición inicial, es sencillo calcular los dos primeros momentos (respecto de
ξ) obteniendo de esta manera la densidad local y la densidad de corriente asociadas
a estas soluciones:

n(t, x) =

√
e(t)

π
exp{−e(t)x2} , J(t, x) = f(t)x exp{−e(t)x2} , (3.19)

con

e(t) =
4λ2

4λ2(4a(t) + 1) + (1 − e−2λt)2
, f(t) =

4λb(t) + e−2λt(1 − e−2λt)

2
√
πλ

e(t)
3
2 .

El oscilador armónico

El hamiltoniano asociado a la evolución del oscilador armónico cuántico vie-
ne dado por H = − 1

2

(
∂2
xx − ω2

0x
2
)
. Este modelo se puede resolver exactamen-

te en la formulación de Wigner incluso si tenemos en cuenta los términos del
núcleo de Fokker–Planck, proporcionando aśı una formulación del oscilador armóni-
co cuántico amortiguado (véase por ejemplo [55, 56, 65, 99, 116]). Podemos calcular,
por tanto, el propagador de la ecuación de WFP con término pseudo–diferencial
Θ~ = −ω2

0(x · ∇ξ)W , obteniendo idéntica forma funcional para la solución funda-
mental (fórmula (3.15)) donde los coeficientes vienen dados ahora por

a(t) =
1

(λ+ − λ−)2

{
â(t)

(
λ+e

λ+t − λ−e
λ−t
)2

+ ĉ(t)
(
eλ+t − eλ−t

)2

+ b̂(t)
(
λ+e

2λ+t + λ−e
2λ−t − 2λe2λt

)}
e−4λt ,

b(t) = − 1

(λ+ − λ−)2

{
ω2

0 â(t)
(
λ+e

2λ+t + λ−e
2λ−t − 2λe2λt

)

+ ĉ(t)
(
λ−e

2λ+t + λ+e
2λ−t − 2λe2λt

)
(3.20)

+ b̂(t)
(
2ω2

0

(
e2λ+t + e2λ−t

)
+ (λ+ + λ−)2e2λt

)}
e−4λt ,

c(t) =
1

(λ+ − λ−)2

{
â(t)

(
eλ+t − eλ−t

)2
+ ĉ(t)

(
λ+e

λ−t − λ−e
λ+t
)2

+ω2
0 b̂(t)

(
λ+e

2λ−t + λ−e
2λ+t − 2λe2λt

)}
e−4λt ,
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y
d(t) = 4a(t)c(t) − b(t)2 > 0 ∀ t > 0 .

En estas expresiones hemos denotado λ± = λ±
√
λ2 − ω2

0 y

â(t) =
λ2

+

2λ−

[
Dqq +

λ−
ω2

0

(
λ−
ω2

0

Dpp + 2Dpq

)]
(e2λ−t − 1)

+
λ2
−

2λ+

[
Dqq +

λ+

ω2
0

(
λ+

ω2
0

Dpp + 2Dpq

)]
(e2λ+t − 1)

− 1

λ
(2ω2

0Dqq +Dpp + 4λDpq)(e
2λt − 1) ,

b̂(t) =
1

λ
(2ω2

0Dqq +Dpp + 4λDpq)(e
2λt − 1)

−
(
ω2

0

λ+
Dqq +

λ+

ω2
0

Dpp + 2Dpq

)
(e2λ+t − 1)

−
(
ω2

0

λ−
Dqq +

λ−
ω2

0

Dpp + 2Dpq

)
(e2λ−t − 1) ,

ĉ(t) =
ω2

0

2

{(
ω2

0

λ+
Dqq +

λ+

ω
Dpp + 2Dpq

)
(e2λ+t − 1)

+

(
ω2

0

λ−
Dqq +

λ−
ω2

0

Dpp + 2Dpq

)
(e2λ−t − 1)

− 1

λ
(2ω2

0Dqq +Dpp + 4λDpq)(e
2λt − 1)

}
.

Nótese que en el caso infraamortiguado se tiene que λ2−ω2
0 < 0, por lo que debemos

entender la ráız cuadrada en el sentido de los números complejos (como número
imaginario puro) de manera que los cálculos son siempre válidos teniendo presente
este convenio. Aśı, podemos calcular la única solución de

∂tW + ξ ∂xW − ω2
0 x∂ξW = Dpp∂

2
ξξW + 2λ∂ξ (ξW ) + 2Dpq∂

2
xξW +Dqq ∂

2
xxW,

que viene dada por

W (x, ξ, t) =

∫

R2

W0

(
x−Azz −Avv, ξ −Bzz −Bvv, t

)
WI(z, v) dz dv , (3.21)

donde las traslaciones en posición y velocidad de la solución fundamental quedan
ahora determinadas por

Az(t) =
1

λ+ − λ−

(
λ+e

−λ−t − λ−e
−λ+t

)
,

Av(t) =
1

λ+ − λ−

(
e−λ−t − e−λ+t

)
,

Bz(t) =
ω2

0

λ+ − λ−

(
e−λ+t − e−λ−t

)
,

Bv(t) =
1

λ+ − λ−

(
λ+e

−λ+t − λ−e
−λ−t

)
.
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Como consecuencia, es sencillo comprobar que las densidades local y de corriente
asociadas a un dato inicial maxwelliano WI(x, ξ) = 1

π e
−x2−ξ2 vienen dadas respec-

tivamente por

n(t, x) =

√
e(t)

π
exp

{
−e(t)x2

}
, (3.22)

J(t, x) =

√
e(t)

π

(
e(t) g(t) +

b(t)

2a(t)

)
x exp

{
−e(t)x2

}
,

donde

e(t) =
1

4a(t) +Az(t)2 +Av(t)2
,

g(t) = Az(t)Bz(t) +Av(t)Bv(t) −
b(t)

2a(t)

(
Az(t)

2 +Av(t)
2
)
.

3.2.2. Linealización de SLD y resultados numéricos

Como ya discutimos en el Caṕıtulo 2, la interacción que describe la ecuación de
WFP puede causar que una función de onda ψI evolucione con el tiempo hacia un
estado mixto debido a la acción del entorno sobre el sistema. Esta influencia queda
descrita en la familia de ecuaciones SLD por el potencial efectivo de autointeracción
U , que a su vez está determinado de forma teórica por la varianza de las velocidades
entre los distintos estados que conforman la función de Wigner del sistema, y en
última instancia se puede escribir en términos de los tres primeros momentos en
velocidad de W . En los casos V = 0 y V (x) = − 1

2ω
2
0x

2 con condición inicial
gaussiana

ψI(x) = π−1/4e−x
2/2, (3.23)

(función de onda tal que W[ρI ] = WI , donde ρI(x, y) = ψI(x)ψI(y) y WI es el dato
inicial de las soluciones de WFP calculadas en el apartado anterior), podŕıamos
aprovechar esta relación para establecer U de forma “exacta” y testar el caso más
fiable del modelo SLD. El cálculo del tensor T es sin embargo bastante arduo y
resulta poco operativo obtener el potencial de autointeracción de esta manera. No
obstante, bajo las hipótesis del modelo y usando las ecuaciones (2.36)–(2.37), dicho
término debe verificar la relación

∂tS +
1

2Dqq
(∂xS)2 = −2Dqq (U +Q+ 2Dpq log(n)) − 2λS + 2DqqF +Dqq∂

2
xxS,

(3.24)
donde recordamos que Q es el potencial de Bohm definido en (2.14) en el sistema
de unidades establecido al principio de la sección. Como conocemos n y J dados
respectivamente por (3.19) y (3.22), podemos aprovechar que estamos en el caso
unidimensional para definir

S(t, x) = 2Dqq

∫ x

0

J(t, y)

n(t, y)
d y,
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que satisface (2.34) y nos permite conocer todos los términos de (3.24) y, en con-
secunecia, calcular U en función de las densidades local y de corriente:

U = Q+2Dpq log(n)+
1

2Dqq

(
J

n

)2

+

∫ {
∂t

(
J

n

)
− 2λ

J

n
− ∂xn

n
∂x

(
J

n

)}
+∂x

(
J

n

)
.

Insertando dicha U y sustituyendo en SLD cada uno de los términos no lineales
por sus valores en función de n y J :

S = 2Dqq

∫
J

n
dy, log(n),

∂2
xxn

n
, F =

∫
∂xn

n
∂2
xxSdx y ∂x

(J
n

)
,

podemos resolver numéricamente la ecuación “linealizada”

i∂tψ = −1

2
∂2
xxψ + p(t, x)ψ, (3.25)

donde p(t, x) es un polinomio complejo de grado 2 en x.
En el caso V = 0, p(t, x) está determinado por

p(t, x) = Dpq

(
log(e(t)) − log(π)

)
−Dqq

(√
π

e(t)
f(t) + ie(t)

)

+

{
λ

√
π

e(t)
f(t) − 2Dpqe(t) + 2Dqqe(t)

(√
π

e(t)
f(t) + ie(t)

)}
x2

+

(
e(t)

π

)1/3

e{− 2
3 e(t) x

2}. (3.26)

Eligiendo el dato inicial ψI de (3.23) y condiciones de Dirichlet homogéneas en la
frontera

ψ(−15, t) = ψ(15, t) = 0 , (3.27)

podemos resolver numéricamente (3.25) y comparar los resultados obtenidos con los
observables asociados a la ecuación de Wigner. En las Figuras 3.5 y 3.6 mostramos
la comparativa entre las densidades locales de ambas para los siguientes reǵımenes
de acoplamiento débil: (T0 = 2,Ω0 = 1, λ = 0,15) y (T0 = 2,Ω0 = 1, λ = 0,05).
Dichos conjuntos de valores satisfacen la condición de Lindblad (2.4), que puede re-
escribirse (en nuestro sistema de unidades) en términos de las constantes originales
de interacción como

Ω0

T0
≤

√
3π

o bien η = 0 (el caso trivial, sin acoplamiento). Esta relación se satisface para
temperaturas medias y altas.

Para el oscilador armónico podemos actuar de idéntica forma a la descrita arriba
y obtenemos el potencial complejo

q(t, x) = Dpq

(
log(e(t)) − log(π)

)
−Dqq e(t) (h(t) + i) +

(
e(t)

π

) 1
3

e{− 2
3 e(t) x

2}

+ e(t)2
{
λh(t) − 2Dpq

e(t)
− 2Dqq(h(t) − i) +

ω2
0

2

}
x2, (3.28)
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donde
h(t) = Az(t)Bz(t) +Av(t)Bv(t) + 2b(t) .

Podemos resolver entonces la ecuación de Schrödinger lineal correspondiente

i∂tψ = −1

2
ψxx + q(t, x)ψ (3.29)

con el mismo dato inicial que antes y condiciones de Dirichlet homogéneas en la
frontera (cf. (3.23) y (3.27)).

ψ(−15, t) = ψ(15, t) = 0 . (3.30)

En este caso hemos considerado ω2
0 = 0,01, que responde al caso sobreamortiguado

con λ = 0,15 (Figura 3.7) y el oscilador infraamortiguado para λ = 0,05 (Figura
3.8).
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Figura 3.5: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representaciones de la den-
sidad local para la solución exacta de WFP en el caso de la part́ıcula libre (ĺınea
continua) y para la solución numérica de (3.25)–(3.27) (ĺınea de puntos) con da-
tos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectivamente, y constantes de interacción
λ = 0,15, Ω0 = 1 y T0 = 2, en los tiempos t = 0,5, t = 1, t = 1,5 y t = 2.
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Figura 3.6: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representaciones de la den-
sidad local para la solución exacta de WFP en el caso de la part́ıcula libre (ĺınea
continua) y para la solución numérica de (3.25)–(3.27) (ĺınea de puntos) con da-
tos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectivamente y constantes de interacción
λ = 0,05, Ω0 = 1 y T0 = 2, en los instantes de tiempo t = 0,5, t = 1, t = 1,5 y
t = 2.
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Figura 3.7: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representación de las densi-
dades locales para la solución exacta de la ecuación de WFP en el caso del osci-
lador armónico sobreamortiguado (ĺınea continua) y para la solución numérica de
(3.28)–(3.30) (ĺınea de puntos) con datos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respec-
tivamente y constantes de interacción λ = 0,15, Ω0 = 1 and T0 = 2, en los instantes
de tiempo t = 0,5, t = 1, t = 1,5 y t = 2.
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Figura 3.8: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representación de las densi-
dades locales de la solución exacta de la ecuación de WFP en el caso del oscilador
armónico infraamortiguado (ĺınea continua) y para la solución numérica de (3.28)–
(3.30) (ĺınea de puntos) con datos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectiva-
mente, y constantes de interacción λ = 0,05, Ω0 = 1 y T0 = 2, en los instantes de
tiempo t = 0,5, t = 1, t = 1,5 y t = 2.



Caṕıtulo 4

Existencia de argumento de
una función de onda

El objetivo de este caṕıtulo es analizar con detalle las dificultades matemáticas
más importantes que surgen a la hora de encontrar la descomposición módulo–
argumento de una función compleja y establecer rigurosamente una definición pre-
cisa y uńıvoca (salvo una familia numerable de constantes aditivas) del argumento
de una función de onda. En la primera sección discutiremos sobre el planteamiento
adecuado, las hipótesis necesarias sobre la geometŕıa del dominio y las herramien-
tas utilizadas para resolver este problema en dominios acotados tridimensionales.
En la segunda sección probaremos la existencia de una función argumento para
un estado cuántico independiente del tiempo, basándonos en la existencia de un
potencial escalar del campo de velocidades asociado a dicho estado. Finalmente,
dedicaremos la última sección a obtener la familia de argumentos asociada a la
solución de una ecuación de Schrödinger general, lo cual permitirá establecer una
conexión rigurosa entre las formulaciones hidrodinámica y de onda de la mecáni-
ca cuántica y será de gran utilidad, además, para el desarrollo de los próximos
caṕıtulos, donde estudiaremos distintos modelos asociados a fenómenos cuánticos
disipativos.

4.1. Sobre el problema del argumento

La definición adecuada y la regularidad del argumento de una función de onda
compleja ψ constituye un problema de gran interés en mecánica cuántica, que cobra
especial relevancia cuando se pretende relacionar la ecuación de Schrödinger con la
descripción hidrodinámica que proporcionan las leyes de evolución para la densidad
local n = |ψ|2 y la fase S asociadas a la función de onda. La llave de esta conexión
es la descomposión módulo–argumento (forma de Madelung [85] o perfil WKB) de
ψ

ψ(t, x) = |ψ(t, x)|exp

{
i

α
S(t, x)

}
, (4.1)
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donde α > 0 es la unidad de acción del sistema, habitualmente la constante de
Planck ~ aunque puede tratarse de alguna modificación relacionada con la f́ısica
del sistema (como sucede en los Caṕıtulos 2 y 5, o en [86]), o de un reescalado de
la propia ~ [70]. Dicha descomposión no se puede materializar en general, ya que
(4.1) pierde sentido cuando ψ = 0 e implica formalmente

S(t, x) =
1

2 iα
log

(
ψ(t, x)

ψ(t, x)

)
,

expresión que está mal definida debido a que el logaritmo neperiano es una función
multivaluada en el plano complejo. Nuestro objetivo en este caṕıtulo es ofrecer un
tratamiento anaĺıtico adecuado que permita escribir de forma rigurosa la forma de
Madelung de una función de onda ψ dependiente del tiempo. El primer paso en esta
dirección consiste en llevar a cabo una lectura matemática adecuada de (4.1) que
nos permita obtener de manera precisa alguna función S verificando dicha relación.
No podemos esperar que esta S sea única, ya que la exponencial compleja es 2π i–
periódica, aunque śı seŕıa deseable encontrar una familia numerable formada por
todos los argumentos de ψ. Por último, dado que nuestro análisis está orientado al
tratamiento y resolución de ecuaciones en derivadas parciales, nos interesa también
estudiar la regularidad de S, problema que estará relacionado con la dependencia
continua de S respecto de ψ.

A nuestro entender, no existen en la literatura unanimidad en torno a cúal es
la interpretación óptima de (4.1), aunque algunos autores proponen trabajar con
sistemas hidrodinámicos cuánticos disipativos aprovechando la equivalencia formal
de estos con la siguiente ecuación de Schrödinger

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ + V (x)ψ + h(n)ψ + S ψ , (4.2)

que contiene el término no lineal S ψ introducido por Kostin para representar la
dinámica de Langevin en la formulación de onda [73]. En esta formulación h(n)
representa la entalṕıa del sistema y depende tan solo de la densidad local n a
través de la presión. Nótese, sin embargo, que (4.2) es una ecuación mal definida (y
por tanto mal planteada) si S no está determinado de forma precisa. No obstante,
para estudiar el sistema determinado por las densidades local y de corriente no es
necesario calcular S expĺıcitamente. En [7], por ejemplo, se demuestra la existencia
de soluciones débiles con enerǵıa finita para el siguiente sistema hidrodinámico
cuántico acoplado con el potencial de Poisson V en todo el espacio R

3:

∂tn+ div(J) = 0

∂tJ + div

(
J ⊗ J

n

)
+ J + ∇p(n) = −n∇(V +mQ)

(p es la presión -escalar-) usando una técnica de paso fraccionario que permite
obtener las magnitudes n y J resolviendo (4.2) sin el término de Kostin y pasan-
do al ĺımite de forma adecuada, eludiendo de esta forma el cálculo expĺıcito de
S. En [76] se estudia el buen planteamiento y ĺımite semiclásico de un sistema
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de Schrödinger–Poisson similar a (4.2) en dimensión arbitraria y en todo el espa-
cio tomando gradientes en la ecuación de Schrödinger, evitando de este modo la
definición precisa del término de fricción. Estos dos esquemas consiguen obtener
información sobre la f́ısica del sistema pero sin afrontar de forma directa el proble-
ma del argumento, por lo que ninguno de ellos resulta satisfactorio para nuestros
propósitos. En [71], sin embargo, los autores analizan el problema de tipo mixto
asociado a un sistema de flujo potencial con fricción y acoplado con la ecuación de
Poisson en un dominio acotado Ω, que resuelven aprovechando la equivalencia de
dicho sistema con la ecuación de Schrödinger no lineal (4.2), y dan una interpreta-
ción bien definida y uńıvoca del término de fricción: S consiste en la única solución
del problema de contorno de tipo Dirichlet asociado a la siguiente ecuación eĺıptica

∆S = ~ Im

(
div

∇ψ
ψ

)
= ~

nIm
(
ψ∆ψ

)
− 2Re

(
ψ∇ψ

)
Im
(
ψ∇ψ

)

|ψ|4 , (4.3)

que se obtiene de suponer que el dato inicial está descompuesto en módulo y ar-
gumento. La ecuación (4.3) es singular en las zonas de vaćıo (donde ψ = 0), lo
que exige trabajar en espacios funcionales separados de cero (como los Hδ presen-
tados en el Caṕıtulo 1). Bajo este punto de vista se obtiene una función S con
regularidad apropiada, pero dependiente de las condiciones de contorno impuestas
sobre S, lo que provoca que la f́ısica asociada al sistema hidrodinámico dependa
de una elección concreta del argumento de la condición inicial, circunstancia poco
deseable porque el comportamiento observable de un sistema debe ser invariante
ante cambios en una variable dinámica no observable como es S (en el Caṕıtulo 6
discutimos esta situación con más detalle en el contexto del buen planteamiento de
una generalización de la ecuación de Schrödinger–Langevin (4.2)). Este problema
puede solventarse respetando (4.3) e imponiendo condiciones de tipo Neumann en
∂Ω, que son más adecuadas ya que ψ determina completamente ∇S en términos
de sus densidades local y de corriente asociadas. No vamos a seguir este camino,
no obstante, porque conlleva otras dificultades relativas al conocimiento de ∇ψ en
la frontera del dominio. Sin embargo, śı podemos exprimir la idea en el interior de
Ω. Concretamente, si asumimos que una función compleja ψ se puede descomponer
en la forma de Madelung (4.1), entonces basta con derivar para comprobar que se
satisface la siguiente relación

∇S = α Im

(∇ψ
ψ

)
= m

J

n
, (4.4)

donde las magnitudes n y J representan las densidades local y de corriente asociadas
a la función de onda ψ, y están definidas como

n = |ψ|2 y J =
α

m
Im
(
ψ∇ψ

)
. (4.5)

Tomaremos la igualdad (4.4), que en particular implica (4.3) (basta con seleccionar
α = ~ y tomar divergencias) y no depende de información adicional sobre S, como
ecuación básica para obtener el argumento de la función de onda y encontrar aśı la
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conexión entre las descripciones hidrodinámica y de Schrödinger de la mecánica
cuántica.

Bajo este punto de vista reducimos el problema del argumento al cálculo de un
potencial escalar asociado al campo vectorial J/n. Dedicaremos la segunda sección
del caṕıtulo a resolver dicha cuestión en dominios acotados Ω ⊂ R

3, asumiendo
conexión simple de Ω y aplicando un resultado general de existencia de potenciales
escalares desarrollado en [3]. Este teorema requiere obviamente la irrotacionalidad
del campo, propiedad que se deduce fácilmente de la segunda igualdad en (4.4)
y del lema de Schwarz. Obtendremos como resultado una única (salvo constante
aditiva) solución de (4.4) para cualquier ψ ∈ H2

δ (Ω) dada, que permitirá construir
una familia {Sl}l∈Z ⊂ H2(Ω) tal que

ψ(x) =
√
n(x) exp

{
i

α
Sl(x)

}
, c.t. x ∈ Ω y (4.6)

Sl − Sm = 2πα(l −m) . (4.7)

La hipótesis de conexión simple que imponemos sobre el dominio es de importan-
cia crucial para nuestros propósitos, ya que sin ella existen funciones regulares y
separadas de cero que no admiten argumentos continuos. Para ilustrar este hecho
consideramos el cilindro (hueco) con base un anillo de radios 0 < r < 1 y 1 y altura
la unidad:

Ω = {(x, y, z) ∈ R
3 : 0 < r2 < x2 + y2 < 1, 0 < z < 1}

y la función compleja ψ : Ω → C definida por ψ(x, y, z) = x + iy. Es claro que

ψ ∈ C∞(Ω) ∩ L2(Ω) y |ψ| =
√
x2 + y2 > r > 0 para cualquier (x, y, z) ∈ Ω y,

sin embargo, no existe ningún argumento continuo de ψ en Ω. En efecto, si exis-
tiera dicho argumento S : Ω → R, podŕıamos considerar R(0; r2, 1) ⊂ C el anillo
centrado en cero de radios r2 y 1 y la inclusión ι : R(0; r2, 1) → Ω definida por
ι(w) = (Re(w), Im(w), 0) de manera que S ◦ ι constituiŕıa un argumento continuo
de la identidad ψ ◦ ι : R(0; r2, 1) → R(0; r2, 1) en un dominio del plano comple-
jo con un agujero, algo que es imposible en virtud de los resultados clásicos del
análisis de variable compleja (consúltese, por ejemplo, el Teorema 13.18 en [100]).
Este ejemplo pone de manifiesto la importancia de la geometŕıa de Ω en el proble-
ma de la existencia de S. Se pueden obtener, sin embargo, argumentos con cierta
utilidad matemática si admitimos que de S contenga saltos de longitud apropiada
o trabajamos en espacios funcionales cociente (para eliminar el efecto de dichos
saltos). El análisis en esta ĺınea conlleva múltiples dificultades técnicas, por lo que
mantendremos la hipótesis de conexión simple del dominio, que además es poco
restrictiva en los casos aplicables (en dispositivos semiconductores, por ejemplo).

Nótese, por otra parte, que la segunda igualdad en (4.4) implica que S se puede
determinar, salvo constante aditiva, en términos de las magnitudes observables
n y J asociadas a la función de onda. Demostraremos como consecuencia que
un estado cuántico está, bajo hipótesis razonables, totalmente determinado por
estos dos observables, aunque obviamente la función de onda no puede estarlo (el
Corolario 4.2.5 contiene la formulación precisa de dicha propiedad). Expondremos
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el resto del caṕıtulo en términos de dichos observables para poner de manifiesto
este hecho.

Finalmente, es importante señalar que para obtener dependencia continua de
S respecto de ψ es necesaria una condición de normalización, que surge utilizando
los resultados desarrollados en [4]. En efecto, la única S solución de (4.4) con valor
medio nulo en Ω se puede acotar (en norma) por J/n y, por tanto, para cualquier
µ ∈ R la aplicación ψ 7→ S(ψ) será continua de H2

δ (Ω) en el conjunto

{
S ∈ H2(Ω) :

∫

Ω

S dx = µ
}
.

Esta propiedad será útil a la hora de encontrar el argumento de una función de
onda ψ(t, x) dependiente del tiempo. Sin embargo no será suficiente, ya que pa-
ra conseguir regularidad temporal de S trabajaremos con funciones complejas que
sean solución de una ecuación de Schrödinger dependiente del tiempo. En la última
sección del caṕıtulo encontraremos una función argumento S ∈ XT para cualquier
ψ ∈ XT

δ con estas caracteŕısticas (véanse las definiciones de XT y XT
δ en el caṕıtu-

lo 1), que además verificará, junto con la densidad n, el sistema hidrodinámico
cuántico correspondiente.

4.2. Argumento de una función compleja indepen-
diente del tiempo

En esta sección encontraremos la familia de argumentos de una función compleja
separada de cero. Como hemos comentado en la sección anterior, dicha familia
quedará prácticamente determinada por las densidades local y de corriente, por lo
que es necesario establecer las propiedades de regularidad de dichos observables en
el espacio H2

δ (Ω) que recogemos en el siguiente lema.

Lema 4.2.1
Sean Ω ⊂ R

3 un dominio acotado con frontera de clase C1, δ > 0 y ψ ∈ H2
δ (Ω).

Entonces, para n = |ψ|2 y J = α
m Im

(
ψ∇ψ

)
se verifica la siguiente identidad:

ψ∇ψ =
1

2
∇n+

m

α
iJ . (4.8)

Como consecuencia

(i)
√
n ∈ H2

δ (Ω), n ∈ H2
δ2(Ω), J,∇n/n, J/n ∈ H1(Ω), y las aplicaciones

ψ 7→
√
n, n, J,

∇n
n
,
J

n

son localmente lipschitzianas (y en particular continuas) de H2
δ (Ω) en el

correspondiente espacio funcional en cada caso.
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(ii) ∆ψ ∈ L2(Ω) se puede escribir de la siguiente manera:

∆ψ =

{
−2m

~2
Q− m

α

(
m

α

|J |2
n2

− i
div(J)

n

)}
ψ ,

donde Q es el potencial cuántico de Bohm definido como

Q(t, x) = − ~
2

2m

∆
√
n√
n
.

Demostración:

La identidad (4.8) es una consecuencia directa de la definición de J y el hecho de
que ∇n = 2Re

(
ψ∇ψ

)
. Para comprobar (i) observamos primero que la regularidad y

dependencia continua de
√
n respecto de ψ son obvias teniendo en cuenta que

√
n =

|ψ|. Además, la inmersión de Sobolev H2(Ω) →֒ L∞(Ω) nos permite considerar
ψ ∈ L∞(Ω). Entonces ψ∇ψ ∈ L2(Ω) y

∇⊗
(
ψ∇ψ

)
= ∇ψ ⊗∇ψ + ψ(∇⊗∇)ψ ∈ L2(Ω) ,

ya que ∇ψ ∈ H1(Ω) ⊂ L4(Ω). Por tanto ∇ψ ⊗∇ψ ∈ L2(Ω) y como consecuencia
ψ∇ψ ∈ H1(Ω). Tomando partes reales en (4.8) tenemos que ∇n ∈ H1(Ω), luego
n ∈ H2(Ω). Además, la hipótesis de separación de cero |ψ| > δ implica que n ∈
H2
δ2(Ω). Tomando ahora partes imaginarias, se deduce de forma sencilla que J ∈

H1(Ω). De nuevo, el hecho de que |ψ| > δ nos permite garantizar que ∇n/n, J/n ∈
H1(Ω). Para verificar la lipschitzianidad local de las aplicaciones definidas en (i)
es suficiente comprobar que para cualesquiera ψ, φ ∈ H2

δ (Ω) se tiene que

‖nψ − nφ‖L2 ≤ C‖nψ − nφ‖L∞ ≤ C
{∥∥ψ(ψ − φ)

∥∥
L∞ +

∥∥φ(φ− ψ)
∥∥
L∞

}

≤ C
(
‖ψ‖H2 + ‖φ‖H2

)
‖ψ − φ‖H2 , (4.9)

∥∥ψ∇ψ − φ∇φ
∥∥
L2 ≤

∥∥ψ(∇ψ −∇φ)
∥∥
L2 +

∥∥∇φ(ψ − φ)
∥∥
L2

≤ ‖ψ‖L∞‖∇ψ −∇φ‖L2 + ‖∇φ‖L2‖ψ − φ‖L∞

≤ C
(
‖ψ‖H2 + ‖φ‖H2

)
‖ψ − φ‖H2 , (4.10)

‖∇ ⊗
(
ψ∇ψ − φ∇φ

)
‖L2 ≤

∥∥∇ψ ⊗ (∇ψ −∇φ)
∥∥
L2 +

∥∥∇φ⊗ (∇ψ −∇φ)
∥∥
L2

+
∥∥ψ∇⊗∇(ψ − φ)

∥∥
L2 +

∥∥(ψ − φ)∇⊗∇φ
∥∥
L2

≤ C
(
‖ψ‖H2 + ‖φ‖H2

)
‖ψ − φ‖H2 , (4.11)

donde C denota varias constantes positivas que dependen solo de Ω. Además la
aplicación ψ ∈ H2

δ (Ω) 7→ ψ∇ψ ∈ H1(Ω) es continua, luego ψ 7→ ∇n y ψ 7→ J
también lo son. Esto junto con (4.9) implican la propiedad de Lipschitz local de
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H2
δ (Ω) ∋ ψ 7→ n ∈ H2

δ2(Ω). En este punto la continuidad de ψ 7→ ∇ψ/ψ de H2
δ (Ω)

en L2(Ω) es una consecuencia sencilla de la positividad estricta de |ψ|. Además,
basta con derivar para obtener que
∥∥∥∥∇⊗

(∇ψ
ψ

− ∇φ
φ

)∥∥∥∥
L2

≤
∥∥∥∥
∇⊗∇ψ

ψ
− ∇⊗∇φ

φ

∥∥∥∥
L2

+

∥∥∥∥
∇ψ
ψ

⊗ ∇ψ
ψ

− ∇φ
φ

⊗ ∇φ
φ

∥∥∥∥
L2

se verifica para cualesquiera ψ, φ ∈ H2
δ (Ω). El primer término del segundo miembro

se puede acotar razonando como en (4.11)

∥∥∥∥
∇⊗∇ψ

ψ
− ∇⊗∇φ

φ

∥∥∥∥
L2

≤ 1

δ2
‖φ∇⊗∇ψ − ψ∇⊗∇φ‖L2

≤ 1

δ2

(
‖φ‖L∞‖ψ − φ‖H2 + ‖φ‖H2‖ψ − φ‖L∞

)

≤ C

δ2
‖φ‖H2‖ψ − φ‖H2 , (4.12)

mientras que el segundo está mayorado por
∥∥∥∥
∇ψ
ψ

⊗ ∇ψ
ψ

− ∇φ
φ

⊗ ∇φ
φ

∥∥∥∥
L2

≤ 1

δ4
‖φ2∇ψ ⊗∇ψ − ψ2∇φ⊗∇φ‖L2

≤ C

δ4

{
‖φ‖2

L∞

(
‖∇φ‖L4 + ‖∇ψ‖L4

)
‖∇ψ −∇φ‖L4

+ ‖∇φ‖2
L4‖ψ + φ‖L∞‖ψ − φ‖L∞

}

≤ C

δ4
‖φ‖2

H2

(
‖φ‖H2 + ‖ψ‖H2

)
‖ψ − φ‖H2 . (4.13)

Como consecuencia, tenemos que H2
δ (Ω) ∋ ψ 7→ ∇ψ/ψ ∈ H1(Ω) es localmente

lipschitziana. Finalmente, tomando partes reales e imaginarias en (4.8) observamos
que tanto ψ 7→ ∇n/n como ψ 7→ J/n verifican la condición de Lipschitz localmente
respecto de las normas H2

δ (Ω) (para ψ) y H1(Ω) (para los cocientes). Esto concluye
la prueba de la primera afirmación del lema.

Para demostrar (ii) usamos que

∇ψ =

(∇n
2n

+ i
m

α

J

n

)
ψ ∈ H1(Ω) , (4.14)

la cual es una consecuencia directa de la fórmula (4.8). Tomando divergencias y
simplificando de forma adecuada obtenemos fácilmente la escritura de ∆ψ enun-
ciada en (ii). ⊓⊔

Una vez hemos establecido la regularidad de los observables, estamos en condicio-
nes de resolver la ecuación (4.4) para aśı obtener un argumento de la función de
onda ψ con la misma regularidad que la propia ψ. Para ello utilizaremos las ideas
desarrolladas en [3] para la existencia y en [4] para la regularidad y dependencia
continua (Teoremas 1.2.9 y 1.2.10 en el Caṕıtulo 1, respectivamente).
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Teorema 4.2.2
Sean Ω ⊂ R

3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera lipschitziana
y k ≥ 0 un entero. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Para toda función compleja ψ ∈ Hk(Ω) tal que J
n ∈ Hk−1(Ω) (donde n y J

están definidas en (4.5)), existe S ∈ Hk(Ω) solución de (4.4) y única salvo
constante aditiva. Además, dado µ ∈ R existe una única Sµ ∈ Hk(Ω) solución
de (4.4) tal que

∫
Ω
Sµ(x) dx = µ, y un único número real βµ ∈ [0, 2πα) tal

que la familia
Sl := Sµ + βµ + 2πlα , l ∈ Z , (4.15)

verifica (4.6)–(4.7).

(ii) Bajo las hipótesis de (i), existe C = C(Ω, k) > 0 tal que

∥∥Sψ − Sφ
∥∥
Hk ≤ C

∥∥∥∥
Jψ
nψ

− Jφ
nφ

∥∥∥∥
Hk−1

para cualesquiera Sψ, Sφ soluciones de (4.4) (asociadas a ψ y φ, respectiva-
mente) y tales que

∫
Ω
Sψ(x) dx =

∫
Ω
Sφ(x) dx.

Demostración:

Sea ψ ∈ Hk(Ω) una función compleja verificando la hipótesis del apartado (i).
Usando la relación

∇⊗
{

Im

(∇ψ
ψ

)}
= Im

(
(∇⊗∇)ψ

ψ
− ∇ψ

ψ
⊗ ∇ψ

ψ

)
,

se deduce que rot
(
Im(∇ψ/ψ)

)
= 0, luego J/n es un campo irrotacional (en virtud

de (4.8)). Aplicando entonces el Teorema 1.2.9 ((iv) ⇒ (iii)) deducimos la existencia
de S ∈ D′(Ω), única salvo constante aditiva, tal que ∇S = m(J/n), luego S es una
solución distribucional de (4.4). Usando ahora la hipótesis tenemos que J/n ∈
Hk−1(Ω), luego aplicando el Teorema 1.2.10 (i), encontramos que S ∈ Hk(Ω).
Además, para µ ∈ R dado y S ∈ Hk(Ω) una solución de (4.4) se tiene que Sµ,
definida por

Sµ(x) := S(x) +
1

|Ω|

(
µ−

∫

Ω

S(x) dx

)
c.t. x ∈ Ω,

es la única solución de (4.4) que satisface
∫
Ω
Sµ(x) dx = µ. Finalmente, si definimos

ψS(x) := |ψ(x)| exp

{
i

α
Sµ(x)

}
c.t. x ∈ Ω ,

es claro que ψS ∈ Hk(Ω), ya que

∇ψS =

{
Re

(∇ψ
ψ

)
+ i Im

(∇ψ
ψ

)}
ψS .
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Además esta relación implica ψ∇ψS = ψS∇ψ y como consecuencia ∇(ψ/ψS) = 0,
luego existe un factor unitario z ∈ C tal que ψ/ψS ≡ z. Por tanto, existe β ∈ R tal
que ψ = eiβ/αψS . En particular,

ψ(x) = |ψ(x)| exp

{
i

α
(Sµ(x) + β)

}
c.t. x ∈ Ω . (4.16)

Por supuesto dicho β no es único, pero es claro que β1, β2 ∈ R verifican (4.16) si
y solo si β1 − β2 = 2παl para cierto l ∈ Z. Entonces es suficiente tomar βµ como
el único valor en el intervalo [0, 2πα) que cumple (4.16), lo que concluye la prueba
del apartado (i).

Para demostrar la segunda afirmación usamos el Teorema 1.2.10 (ii), que nos
proporciona una constante positiva C = C(Ω, k) > 0 tal que

‖S‖Hk ≤ C‖∇S‖Hk−1

para toda S ∈ Hk(Ω) con valor medio nulo en Ω. Además, si Sψ, Sφ son dos
soluciones de (4.4) asociadas a las funciones ψ y φ respectivamente, entonces es
claro que Sψ − Sφ ∈ Hk(Ω) y que

∫

Ω

(
Sψ(x) − Sφ(x)

)
dx = 0.

Finalmente, podemos aplicar el Teorema 1.2.10 (ii) a dicha diferencia y obtener

‖Sψ − Sφ‖Hk ≤ C‖∇(Sψ − Sφ)‖Hk−1 .

Esto culmina la demostración. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 4.2.3 Hemos enunciado el Teorema 4.2.2 en términos de los
observables n y J , si bien usando la segunda igualdad en (4.4) se puede reemplazar
la hipótesis del apartado (i) por ∇ψ

ψ ∈ Hk−1(Ω) y la desigualdad del apartado (ii)
por

∥∥Sψ − Sφ
∥∥
Hk ≤ C

∥∥∥∥Im
(∇ψ
ψ

)
− Im

(∇φ
φ

)∥∥∥∥
Hk−1

,

obteniendo aśı una reescritura dependiente tan solo de la función de onda. En este
contexto el Lema 4.2.1 implica que la aplicación ψ 7→ Sψ es localmente lipschitziana
siempre que se mantenga fijo el valor de la integral de Sψ en Ω. Por otra parte,
es claro que en el conjunto H2

δ (Ω) se verifican las hipótesis de este teorema, por lo
que en particular cualquier función de onda en dicho espacio posee un argumento
con regularidad H2.

OBSERVACIÓN 4.2.4 El Teorema 4.2.2 se puede generalizar a dimensión d
arbitraria, sin más que concretar el sentido que se le debe dar a la igualdad rot(f) =
0 para un campo vectorial f en el caso d 6= 3. En dimensión d = 1 esta hipótesis es
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innecesaria gracias al Teorema Fundamental del Cálculo y en cualquier otro caso
(incluido el tridimensional) la condición

∂xj
fk = ∂xk

fj , ∀j 6= k

implica la existencia de un potencial escalar para f = (f1, . . . , fd) en dominios
simplemente conexos. Obsérvese, además, que el campo vectorial ∇ψ/ψ verifica
esta condición independientemente de la dimensión.

En mecánica cuántica se considera que ψ ∈ L2(Ω) y eiνψ representan el mismo
estado para cualquier ν ∈ R, por lo que el Teorema 4.2.2 implica que los observables
n y J asociados a una función de onda determinan de forma uńıvoca el estado
cuántico, hecho que ponemos de manifiesto en el último resultado de esta sección.

Corolario 4.2.5
Sea Ω ⊂ R

3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera lipschitziana
y supongamos que existen ψ, φ ∈ H2

δ (Ω) tales que nψ = nφ y Jψ = Jφ en Ω.
Entonces existe ν ∈ R tal que ψ = eiνφ. Como consecuencia, las densidades local
y de corriente determinan un estado cuántico de forma uńıvoca.

Demostración:

Aplicando el apartado (i) del Teorema 4.2.2 con µ = 0 a ambas funciones, obtene-
mos S0(ψ), S0(φ) ∈ H2(Ω) tales que

ψ

φ
= exp

{
i

α

(
S0(ψ) − S0(φ) + βµ(ψ) − βµ(φ)

)}
, (4.17)

donde hemos aprovechado que las densidades locales son idénticas. Si derivamos el
argumento de la exponencial obtenemos

∇S0(ψ) −∇S0(φ) =
Jψ
nψ

− Jφ
nφ

= 0.

Por tanto, definiendo ν := S0(ψ) − S0(φ) + βµ(ψ) − βµ(φ) ∈ R y usando (4.17)
obtenemos ψ = eiνφ, lo que concluye la prueba. ⊓⊔

4.3. Argumento de la solución de una ecuación de
Schrödinger

El problema de calcular el argumento de una función de onda ψ,dependiente
del tiempo, que en principio parece previo a la equivalencia rigurosa entre las
formulaciones de Schrödinger e hidrodinámica de la mecánica cuántica, resulta a
posteriori equivalente, lo que obliga a imponer una ley de evolución temporal sobre
ψ para resolver ambos. Dedicaremos esta sección a ello suponiendo que la función
de onda resuelve una ecuación de Schrödinger de carácter general. El primer paso
en esta dirección es establecer, basándonos en dicha ecuación, la evolución temporal
de los observables únicamente en términos de ψ. Trabajaremos en los espacios XT

y XT
δ definidos en el Caṕıtulo 1.
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Lema 4.3.1
Sean Ω ⊂ R

3 un dominio acotado, δ > 0, T > 0, y sea ψ ∈ XT
δ una solución de la

siguiente ecuación de Schrödinger

i∂tψ = − α

2m
∆ψ + Θ[n, J ]ψ , (4.18)

donde Θ : H2
δ2(Ω)×H1(Ω) → L2(Ω) es un operador (no lineal) complejo y continuo.

Entonces

n ∈ XT
δ2 ,

∇n
n

, J ,
J

n
∈ C

(
[0, T ], H1(Ω)

)
∩ C1

(
[0, T ], H−1(Ω)

)
,

y las siguientes identidades

(i) ∂tn+ div(J) = 2Im(Θ[n, J ])n,

(ii) ∂tJ = α2

2m2 Re
(
ψ2∇

(
∆ψ
ψ

))
− α

mRe
(
ψ2∇

(
Θ[n,J]ψ

ψ

))
,

(iii) ∂t
(
J
n

)
= −∇

(
α2

~2mQ+ |J|2
2n + α

mReΘ[n, J ]
)
,

son satisfechas en el sentido de los espacios funcionales correspondientes.

Demostración:

La regularidad de las funciones n, J,∇n/n y J/n se deducen del Lema 4.2.1 y
del hecho de que t 7→ ψ(t) es una aplicación continua en H2(Ω). (i) se obtiene
tras multiplicar la ecuación de Schrödinger por −2iψ y tomar partes reales. Como
t 7→ Θ[n, J ](t)n(t) y t 7→ div

(
J(t)

)
son continuas de [0, T ] en L2(Ω), se tiene que

n ∈ C1([0, T ], L2(Ω)).

Probamos a continuación el apartado (ii). Es una tarea simple comprobar que
∂tJ = α

m Im
(
∂tψ∇ψ + ψ∂t∇ψ

)
en el sentido de las distribuciones. Usando (4.18)

podemos reescribir esta identidad de la siguiente manera:

∂tJ =
α2

2m2
Re
(
ψ∇∆ψ −∇ψ∆ψ

)
+
α

m
Re
(
∇ψΘ[n, J ]ψ − ψ∇

(
Θ[n, J ]ψ

))
,

que se puede simplificar fácilmente para adoptar la forma establecida en (ii). Nótese
que la regularidad de ψ y Θ[n, J ] permite dar a dicha igualdad (y por tanto a ∂tJ)
sentido en H−1(Ω). De acuerdo con las leyes de evolución conocidas para n y J ,
tenemos

∂t

(
J

n

)
=

α

m

{
α

2m
Re

(
ψ

ψ
∇
(

∆ψ

ψ

))
− Re

(
ψ

ψ
∇
(

Θ[n, J ]ψ

ψ

))}

+
J

n

{
div(J)

n
− 2Im(Θ[n, J ])

}
.
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Calculando ψ

ψ
∇
(

∆ψ
ψ

)
mediante el Lema 4.2.1 (ii) y desarrollando ψ

ψ
∇
(

Θ[n,J]ψ
ψ

)

se deduce que

ψ

ψ
∇
(

∆ψ

ψ

)
= ∇

(
∆n

2n
− |∇n|2

4n2

)
− m

α

{
m

α
∇
( |J |2
n2

)
+ i∇

(
div(J)

n

)}

− 2i

n2
Im
(
ψ∇ψ

){∆n

2
− |∇n|2

4n
− m2

α2

|J |2
n

− mi

α
div(J)

}
,

ψ

ψ
∇
(

Θ[n, J ]ψ

ψ

)
= ∇

(
Θ[n, J ]

)
+ Θ[n, J ]

(∇ψ
ψ

− ∇ψ
ψ

)
.

Tomando partes reales y simplificando de forma adecuada obtenemos que J/n
satisface (iii). Además, las propiedades de regularidad de ψ y Θ[n, J ] implican de
forma sencilla que

J

n
,
∇n
n

∈ C1([0, T ], H−1(Ω)),

con lo que queda demostrado el teorema. ⊓⊔

Ya estamos en condiciones de establecer rigurosamente la descomposición de
Madelung para una función de onda que satisface una ecuación de Schrödinger
general. Con este objeto utilizaremos la tercera igualdad del Lema 4.3.1 para definir
una función S regular respecto del tiempo que sea solución de (4.4) en todos los
instantes. Esta S nos permite definir la familia de argumentos de dicha función de
onda y establecer aśı el sistema hidrodinámico cuántico de forma rigurosa.

Teorema 4.3.2
Sea Ω ⊂ R

3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C1.

Sean además δ > 0, T > 0, y ψ ∈ XT
δ bajo las hipótesis del Lema 4.3.1. Entonces

existe una familia numerable S(ψ) = {Sl}l∈Z ⊂ XT tal que, para cualquier S ∈
S(ψ), se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) ∇S(t) = mJ
n (t) para cualquier t ∈ [0, T ] y

ψ(0, x) =
√
n(0, x) exp

{
i

α
S(0, x)

}
c.t. x ∈ Ω. (4.19)

(ii) S satisface la siguiente ley de evolución

∂tS = −α
2

~2
Q− m

2

|J |2
n2

− αRe(Θ[n, J ]) (4.20)

en el sentido de XT .

Como consecuencia, para todo S ∈ S(ψ) se verifica la descomposición de Madelung

ψ(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α
S(t, x)

}
∀t ∈ [0, T ], c.t. x ∈ Ω. (4.21)

Además S(ψ) es única, en el sentido de que si S ∈ XT cumple (4.21), entonces
S ∈ S(ψ).
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Demostración:

Consideramos K : H2
δ2(Ω) ×H1(Ω) → L2(Ω) definido por

K[n, J ] :=
α2

~2
Q+

m

2

|J |2
n2

+ αRe(Θ[n, J ]) .

Como |ψ| está separado de cero podemos usar el Lema 4.2.1 para deducir que la
aplicación t 7→ K[nψ, Jψ](t) es continua de [0, T ] en L2(Ω). Por otra parte ψ(0) ∈
H2
δ (Ω), luego tomando µ = 0 en el apartado (i) del Teorema 4.2.2, tenemos Sψ(0) ∈

H2(Ω) y β0 ∈ [0, 2πα) tales que

ψ(0, x) =
√
n(0, x) exp

{
i

α
SI(x)

}
c.t. x ∈ Ω , (4.22)

donde hemos denotado SI = Sψ(0) +β0. A continuación podemos definir, para cada
l ∈ Z,

Sl(t, x) := SI(x)−
∫ t

0

K[n, J ](s, x) ds+
1

|Ω|

∫

Ω

∫ t

0

K[n, J ](s, y) ds dy+2πα l (4.23)

para todo t ∈ [0, T ] y S(ψ) := {Sl}l∈Z. Veamos que esta familia satisface la tesis del
teorema. Para ello tomamos S ∈ S(ψ) arbitrario. Las igualdades (4.23) (evaluada
en t = 0) y (4.22) implican (4.19). Además, la continuidad de t 7→ K[nψ, Jψ](t) en
L2(Ω) nos permite establecer que S ∈ C1((0, T ), L2(Ω)), por lo que combinando

(4.23) con (4.22) se deduce que ∇S(0) = mJ(0)
n(0) . Para ver que se cumple (4.4) en

todos los tiempos, fijamos primero t ∈ [0, T ]. Si t > 0, podemos derivar S para
obtener

∇S(t) = ∇SI(t) −∇
(∫ t

0

K[n, J ](s, x) ds

)
.

Intercambiando el orden de las derivadas y aplicando el Lema 4.3.1 (iii) llegamos a

∇S(t) = ∇SI(t) −m

∫ t

0

∂t

(
J

n

)
(s) ds ,

luego ∇S(t) = m(J/n)(t) luego ∇S ∈ C([0, T ], H1(Ω)) en virtud del Lema 4.3.1.
De aqúı se desprende que S ∈ C((0, T ], H2(Ω)). Como

∫
Ω
S(x) dx =

∫
Ω
SI(x) dx

para todo t ∈ [0, T ], el Teorema 4.2.2 (ii) garantiza que S ∈ C([0, T ], H2(Ω))
y satisface (4.4) para cualquier t ∈ [0, T ]. Un ejercicio sencillo haciendo uso de
∂tS ∈ C((0, T ], L2(Ω)) y la continuidad de S en t = 0 permite deducir que S ∈ XT .
Además es fácil ver, usando la definición y regularidad de K, que S satisface (4.20)
en el sentido de dicho espacio. Como consecuencia, S(ψ) ⊂ XT y cualquier S de
dicha familia verifica las propiedades (i) y (ii).

Para probar que S también satisface la ecuación (4.21) definimos

ψS(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α
S(t, x)

}
∀ t ∈ [0, T ] , c.t. x ∈ Ω .
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Claramente ψ ∈ XT
δ usando la regularidad de S, luego el cálculo de ∇(ψ/ψS) nos

lleva a la relación ψ(t, x) = z(t)ψS(t, x) para cierta z ∈ C1([0, T ], L2(Ω)), que a su
vez verifca

z′ =
1

(ψS)2
(
ψS∂tψ − ψ∂tψ

S
)
. (4.24)

Para comprobar que dicha cantidad se anula idénticamente usamos la ecuación de
Schrödinger (4.18), que implica ∂tψ = iα

2m∆ψ−iΘ[n, J ]ψ. En virtud del Lema 4.2.1
(ii) podemos escribir esta igualdad de la siguiente forma:

∂tψ =

(
− iα

~2
Q− mi

2α

|J |2
n2

− div(J)

2n
− iΘ[n, J ]

)
ψ .

Por otra parte, ∂tψ
S =

(
1
2n∂tn + i

α∂tSψ

)
ψS , y aplicando los Lemas 4.2.1 (i) y

4.3.1 (iii) se tiene que

∂tψ
S =

{
− div(J)

2n
+ Im(Θ[n, J ]) +

i

α

(
−α

2

~2
Q− m

2

|J |2
n2

− αRe(Θ[n, J ])

)}
ψS

=

{
− iα

~2
Q− mi

2α

|J |2
n2

− div(J)

2n
− iΘ[n, J ])

}
ψS ,

que implica z′ = 0, como queŕıamos comprobar. Por tanto z ≡ z0 ∈ C, lo que nos
permite escribir

ψ(t, x) = z0
√
n(t, x) exp

{
i

α
S(t, x)

}
∀ t ∈ [0, T ] , c.t. x ∈ Ω .

En particular, tomando t = 0 y usando (4.22) tenemos que z0 = 1, lo que implica
que S ∈ S(ψ) arbitrario satisface la descomposición de Madelung (4.21).

Para concluir la demostración, supongamos que S ∈ XT verifica (4.21). En
particular es solución de (4.4), luego ∇S = ∇Sl para cualquier l ∈ Z. Si fijamos l ∈
Z podemos escribir S(t, x) = Sl(t, x) + νl(t) para cierta νl ∈ C1([0, T ]). Derivando
ahora respecto del tiempo y observando que tanto S como Sl son soluciones de
(ii) se deduce que S(t, x) = Sl(t, x) + ν0

l con ν0
l ∈ R. De hecho, usando (4.19)

tenemos que ν0
l ∈ 2παZ, de manera que S−Sl ∈ 2παZ. La arbitrariedad de l ∈ Z

y la definición de S(ψ) nos permite concluir que S pertenece a dicha familia. Esto
completa la prueba. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 4.3.3 Nótese que la condición de normalización global

∫

Ω

S(x) dx = µ, µ ∈ R

es la que nos permite concretar la definición de la familia de argumentos S(ψ), lo
que a posteriori implica que el valor de la integral de S se conserva a lo largo de la
evolución temporal gobernada por la ecuación de Schrödinger general (4.18).
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El Teorema 4.3.2 nos permite establecer soluciones del sistema hidrodinámico
cuántico asociado a (4.18) de forma directa, lo que culmina la conexión entre las
formulaciones de onda e hidrodinámica bajo nuestras hipótesis.

Corolario 4.3.4
Sea Ω ⊂ R

3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C1.

Sean además δ > 0, T > 0, y ψ ∈ XT
δ bajo las hipótesis del Lema 4.3.1. Entonces

el sistema hidrodinámico asociado a (4.18)

∂tn+
1

m
div (n∇S) = 2Im(Θ[n, J ]),

∂tS +
1

2m
|∇S|2 = −α

2

~2
Q− αRe(Θ[n, J ]),

admite solución (n, S) en [0, T ], donde n ∈ XT
δ2 y S ∈ XT .

Demostración:

Consideramos n = |ψ|2 y S ∈ S(ψ) ⊂ XT arbitraria, donde S(ψ) es la familia de
argumentos obtenida en el teorema anterior. Teniendo en cuenta (4.4) en el apar-
tado (i) del Lema (4.3.1) obtenemos la ecuación de continuidad (y la regularidad
de n), mientras que la ley de evolución para S se obtiene usando nuevamente (4.4)
esta vez en (4.20). Por tanto el par (n, S) es una solución del sistema hidrodinámico
cuántico. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 4.3.5 La dependencia de Θ respecto de n y J en las hipótesis
de los resultados de esta sección (ecuación (4.18)) debe entenderse en sentido am-
plio, ya que dichos resultados siguen siendo válidos admitiendo dependencia de las
derivadas de los observables o interacciones de tipo Hartree, por ejemplo. La pro-
piedad que permite definir S expĺıcitamente es que Θ sea invariante ante cambios
de fase constantes y globales. Podŕıamos, por tanto, sustituir la condición

Θ : H2
δ2(Ω) ×H1(Ω) → L2(Ω)

por esta otra, que de entrada es más general:

Θ : H2
δ (Ω) → L2(Ω), Θ(ψ) = Θ(eiνψ) ∀ν ∈ R,

pero que resulta equivalente (véase el Corolario 4.2.5). Obsérvese que esta propiedad
no es satisfecha, por ejemplo, en la ecuación de Kostin (4.2), lo que supone una
carencia seria de dicho modelo. En el Caṕıtulo 6 damos una reinterpretación de
(4.2) que describe la misma f́ısica y evita esta propiedad indeseable.





Caṕıtulo 5

Buen planteamiento de una
ecuación de Schrödinger

disipativa con difusión en
dominios acotados

En este caṕıtulo demostramos el buen planteamiento matemático del proble-
ma de tipo mixto asociado a un modelo cuántico disipativo en la formulación de
onda que representa, al igual que SLD, la hidrodinámica asociada a la ecuación
de Wigner–Fokker–Planck. Dicho modelo, al que denominaremos en adelante SLC,
consiste en una ecuación de Schrödinger no lineal de tipo logaŕıtmico con térmi-
nos difusivos similares a los SLD pero técnicamente más tratable, toda vez que su
estudio se puede reducir al de la ecuación de Schrödinger puramente logaŕıtmica
mediante una transformación Gauge no lineal. Esta reducción se puede materiali-
zar de forma rigurosa a nivel hidrodinámico aplicando los resultados del Caṕıtulo
4 y bajo las hipótesis que alĺı quedaron establecidas. Aśı, dedicaremos la primera
sección a plantear el problema con precisión y establecer las hipótesis que nece-
sitaremos para su tratamiento. El propósito de la segunda sección es derivar el
modelo a partir de WFP. Más adelante definimos la transformación que reduce el
problema al análisis de la ecuación logaŕıtmica y precisamos la equivalencia entre
esta y SLC. Dedicaremos la cuarta sección a estudiar la ecuación logaŕıtmica en el
contexto establecido previamente, lo que nos permitirá, por último, probar la exis-
tencia y unicidad local de solución para nuestro problema en dominios acotados y
en el caso de dimensiones menores o iguales que 3, lo cual constituye el resultado
principal de este caṕıtulo.

5.1. Planteamiento e hipótesis del problema

Consideramos la siguiente ecuación de Schrödinger no lineal, de tipo logaŕıtmico
y con efectos de difusión (que denominaremos SLC) que gobierna la evolución
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temporal de un sistema cuántico sometido a la acción de un potencial externo V e
interactuando con un baño térmico de osciladores en equilibrio térmico:

iα∂tψ = − α2

2m
∆ψ +

α2

~2
Qψ + Λ log(n)ψ +

α

2m

(
iα

2

∆n

n
+mdiv

(
J

n

))
ψ. (5.1)

Aqúı ψ = ψ(t, x) es la función de onda que describe el estado del sistema, m es la
masa efectiva del mismo y

α = 2mDqq , Λ = 2Dpq + ηDqq ,

son números reales positivos que dependen de las constantes de interacción con el
baño. Este modelo surge bajo una interpretación estocástica del sistema de mo-
mentos asociado a la ecuación de WFP [62, 80], a ráız de las ideas que se emplean
para derivar la mecánica cuántica a partir de la newtoniana [92] y de manera que,
bajo ciertas hipótesis, las densidades local n y de corriente J asociadas a la fun-
ción de Wigner del sistema (definidas en la fórmula (5.12) más adelante) coinciden
respectivamente con los observables asociados a ψ con la misma interpretación

n = |ψ|2, J =
α

m
Im
(
ψ∇ψ

)
. (5.2)

Las constantes que determinan el modelo SLC dependen, por tanto, de aquellas
que aparecen originalmente en la ecuación de Wigner–Fokker–Planck. Puede con-
sultarse en el Caṕıtulo 2 la definición de ambas (véase 2.2) y su interpretación
f́ısica.

Es destacable la presencia del potencial cuántico de Bohm

Q(t, x) = − ~
2

2m

(
∆
√
n√
n

)
(5.3)

en la ecuación SLC, que da lugar a un término no lineal de tipo modular κQψ en
la formulación de Schrödinger [12, 49]. La aparición de esta no linealidad se puede
interpretar para 0 < κ < 1 como un efecto de relajación de los efectos cuánticos,
dando lugar al caso “totalmente cuántico” si κ = 0 y a dinámica clásica si κ = 1. En
nuestro caso κ = α2/~2, lo que implica que la difusión en posición en la ecuación de
Wigner–Fokker–Planck (cf. (2.6)–(2.7)) confiere comportamiento clásico al sistema
que describe. Sin embargo, las hipótesis de acoplamiento débil y temperaturas
moderadas o altas que hacen aplicable la ecuación de WFP conducen a que α≪ ~

(véase el Caṕıtulo 2), lo que conduce a pensar que los efectos de comportamiento
clásico sean poco relevantes. Por otra parte, la presencia del término logaŕıtmico
en SLC está relacionada con la difusión cruzada en la formulación de Wigner y
se puede interpretar como un efecto dispersivo relacionado con la interacción del
sistema con el baño [14, 62, 80, 92]. Es destacable, además, el hecho de que SLC
contiene un potencial no lineal complejo de tipo Ginzburg–Landau que describe
difusión en posición.

Estamos interesados en el problema de tipo mixto asociado a SLC en un dominio
acotado Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) con frontera suave (precisaremos más adelante la
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regularidad necesaria) y condiciones iniciales y de contorno dadas por

ψ(0) = ψI , ψ(t)|∂Ω = ψB . (5.4)

Para demostrar las propiedades de existencia y unicidad local de solución de este
problema vamos a sacar partido de que SLC puede interpretarse (salvo por el
término logaŕıtmico) como un elemento de la familia de Doebner–Goldin [43], que
es la clase más general de ecuaciones de Schrödinger no lineales que admiten una
ecuación de continuidad de Fokker–Planck para la densidad local:

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ +

i~D

2

(
∆n

n

)
ψ + V ψ +mD′µ1

(
div(J)

n

)
ψ

+
m2

~
D′µ3

( |J |
n

)2

ψ +mD′µ4

(
J · ∇n
n2

)
ψ + ~D′

(
µ2

∆n

n
+ µ5

|∇n|2
n2

)
ψ ,

Para ello es suficiente considerar α en lugar de ~ como unidad de acción y tomar

D = Dqq , µ3 = 0 , D′µ1 = Dqq = −D′µ4 , D′µ2 = −Dqq

2
= −2D′µ5 . (5.5)

Se puede demostrar (véanse [44, 54]) que bajo la condición

4mD′

~
µ2 < 1 − 4m2D2

~2
, (5.6)

el conjunto de ecuaciones de la familia de Doebner–Goldin caracterizada por las
relaciones

D′µ1 = D = −D′µ4 , µ2 + 2µ5 = 0 , µ3 = 0 (5.7)

es linealizable utilizando un cambio de fase no lineal apropiado. En nuestro caso,
esta última condición es exactamente (5.5) y, usando la definición de Dqq en (2.2),
es fácil verificar (5.6), por lo que (5.1) puede reducirse a la ecuación de Schrödinger
puramente logaŕıtmica. En particular, si consideramos la forma de Madelung de la
función de onda ψ

ψ(t, x) =
√
nψ(t, x) exp

{
i

α
Sψ(t, x)

}
, (5.8)

entonces el cambio de fase no lineal ψ 7→ φ = G(ψ) definido por

G(ψ)(t, x) =
√
nψ(t, x) exp

{
−ilog

(√
nψ(t, x)

)
+

1

α
Sψ(t, x)

}

= ψ(t, x) exp

{
− i

2
log (nψ(t, x))

}
(5.9)

es una correspondencia biyectiva (de entrada formal) entre soluciones de SLC y
soluciones de la siguiente ecuación de Schrödinger logaŕıtmica

iα∂tφ = − α2

2m
∆φ+ Λ log(n)φ . (5.10)
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La transformación G definida en (5.9) pertenece a una clase general de aplicaciones
denominadas transformaciones Gauge, que preservan algunos aspectos fundamen-
tales de la mecánica cuántica como la densidad local n. Nuestro objetivo es reducir
(v́ıa G) el buen planteamiento del problema (5.1), (5.4) al estudio de (5.10) con las
siguientes condiciones iniciales y de contorno

φ(0) = φI , φ(t)|∂Ω = φB , (5.11)

que también estarán relacionadas con ψI y ψB mediante G. Estrategias similares
han sido desarrolladas recientemente [30, 94] en relación al estudio de ecuaciones
de Schrödinger con derivadas.

Como hemos comentado anteriormente, la aplicación G no es más que un cambio
de fase. Por tanto, si para cierta función de onda ψ existe Sψ vericando (5.8),
entonces Sψ−αlog(

√
nψ) es un argumento de φ = G(ψ). Esto implica que la relación

entre ψ y φ a nivel hidrodinámico es sencilla. En consecuencia, si trabajamos bajo
las hipótesis establecidas en el Caṕıtulo 4 podremos operar de manera fácil con la
transformación utilizando los sistemas hidrodinámicos de forma rigurosa. Esto nos
conduce a considerar las siguientes hipótesis, que mantendremos a lo largo de todo
nuestro análisis:

(H1) Ω ⊂ R
d es simplemente conexo, acotado y con frontera de clase C2.

(H2) ψI ∈ H2(Ω), ψB ∈ H3/2(∂Ω) y ψI |∂Ω = ψB .

(H3) Existe δ > 0 tal que

ı́nf-es
{
|ψI(x)| : x ∈ Ω

}
> δ , ı́nf-es

{
|ψB(x)| : x ∈ ∂Ω

}
> δ.

Bajo estas condiciones, nuestra estrategia consiste en desarrollar un argumento
de punto fijo en el conjunto H2

δ (Ω) (definido en el Caṕıtulo 1) para obtener la
solución de (5.10)–(5.11) y de ah́ı obtener mediante G (definido en (5.9)) la única
solución de (5.1), (5.4).

5.2. Sobre la derivación del modelo

En esta sección llevamos a cabo la derivación multidimensional de SLC, que
puede consultarse con detalle en [62]. El punto de partida es la ecuación de Wigner–
Fokker–Planck (cf. (2.6)–(2.7)). Si razonamos como en el Caṕıtulo 2 obtenemos que
el sistema hidrodinámico asociado a los observables n y u = J/n, con

n(t, x) =

∫

Rd

W (x, ξ, t) dξ , J(t, x) =

∫

Rd

ξW (x, ξ, t) dξ, (5.12)

viene dado por

∂tn+ div(nu) = Dqq∆n , (5.13)

∂tu+ (u · ∇)u = − 1

m
∇V − 1

n
divPu − 2λu− 2Dpq

m

∇n
n

+ Dqq

[
2

(∇n
n

· ∇
)
u+ ∆u

]
, (5.14)
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donde

Pu(t, x) =

∫

Rd

ξ ⊗ ξW (x, ξ, t) d ξ − n(t, x)u(t, x) ⊗ u(t, x)

es el tensor de esfuerzos asociado a W. La idea principal de esta derivación consiste
en admitir una interpretación clásica de la ecuación de continuidad (5.13), haciendo
una lectura de las difusiones cuánticas como producto de movimiento browniano
a nivel microscópico [92]. Este planteamiento fue iniciado en 1.952 por I. Fényes
[45] con el objetivo de describir la mecánica cuántica en términos de densidades
de probabilidad clásicas. En este contexto, la evolución de una part́ıcula sujeta a
movimiento browniano se demuestra equivalente (en el sentido de las densidades
local y de corriente) a la ecuación de Schrödinger [92]. En nuestro caso, los efectos
de interacción con el entorno causan a nivel macroscópico una corriente de difusión
observable con coeficienteDqq. La idea de la derivación se basa en considerar que esa
difusión es un efecto del movimiento browniano a nivel microscópico. Por tanto, el
sistema queda sujeto a la acción de un campo de velocidad de avance u+ y retroceso
u− = u+ − 2uo. De esta manera (5.13) da lugar a dos ecuaciones de continuidad

∂tn+ div (nu±) = ±Dqq∆n ., (5.15)

donde uo denota la velocidad osmótica (cf. (2.15)), que en cierta medida controla
el grado de aleatoriedad del proceso. Si sumamos entonces las dos igualdades de
(5.15) e introducimos la velocidad media de la corriente

v :=
1

2
(u+ + u−) = u+ − uo ,

es fácil comprobar que se recupera la ecuación de continuidad estándar de la mecáni-
ca cuántica, ∂tn + div (nv) = 0. Definiendo la derivada retrasada media de la
velocidad de avance como

D−u+ := ∂tu+ + (u− · ∇)u+ −Dqq∆u+ ,

podemos reescribir (5.14) de la siguiente manera

D−u+ = − 1

m
∇V − 1

n
div(Pu+

) − 2λu+ − 2Dpq

m

∇n
n

. (5.16)

En [59] se prueba que haciendo una inversión temporal se siguen las siguientes
reglas:

t 7→ −t , ∂t 7→ −∂t , u± 7→ −u∓ , D± 7→ −D∓ .

Utilizando dichas propiedades, la inversión respecto del tiempo de (5.16) propor-
ciona

D+u− = − 1

m
∇V − 1

n
div(Pu−) + 2λu− − 2Dpq

m

∇n
n

, (5.17)

donde D+u− := ∂tu−+(u+ ·∇)u−+Dqq∆u− es la derivada adelantada media de la
velocidad retrasada. Sumando (5.16) y (5.17) llegamos a la siguiente generalización
de la ley de Newton:

∂tv + (v · ∇)v = − 1

m
∇
(
V + Λlog(n)

)
−D2

qq

[(∇n
n

· ∇
) ∇n

n
−∇

(
∆n

n

)]
(5.18)
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que es análoga a la obtenida por Nelson en [92] y además le incorpora efectos
disipativos. Combinando las ecuaciones (5.15) y (5.18) con la identidad v = u+−u0

podemos recuperar la ecuación de evolución satisfecha por u+:

∂tu+ + (u+ · ∇)u+ = − 1

m
∇V − Λ

m
∇log(n) − 2α2

m~2
∇Q

+ Dqq

[(∇n
n

· ∇
)
u+ − (∇⊗ u+)

∇n
n

−∇div(u+)

]
.

Entonces, si suponemos la existencia de un campo escalar del momento, tene-
mos que u+ = 1

m∇S. Integrando formalmente obtenemos la siguiente ecuación de
Hamilton–Jacobi para S

∂tS +
1

2m

∣∣∇S
∣∣2 = −V − 2α2

~2
Q− Λ log(n) −Dqq∆S + Φn,S , (5.19)

donde Φn,S = Φn,S(t) es una función independiente de la posición. Esta igualdad
y la ecuación de continuidad

∂tn+
1

m
div (n∇S) = Dqq∆n (5.20)

que se deduce directamente de (5.13), constituyen un sistema hidrodinámico cuánti-
co de flujo potencial cerrado, que nos permite construir una función de onda que
contiene la misma información f́ısica que la ecuación de Wigner–Fokker–Planck. De
hecho, si definimos

ϕ(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α
S(t, x)

}

y utilizamos dicho sistema hidrodinámico, podemos concluir que ϕ verifica la si-
guiente ecuación de Schrödinger:

iα∂tϕ = − α2

2m
∆ϕ+V ϕ+

α2

~2
Qϕ+Λ log(n)ϕ+Dqq

(
iα

2

∆n

n
+mdiv

(
J

n

))
ϕ− ~

α
Φϕ,

que coincide con SLC salvo por el término − ~

αΦϕ. Razonando como en la demos-
tración del Teorema 2.3.2 encontramos una función ν = ν(t) tal que ψ = eiνϕ
es solución de (5.1). Obsérvese que en este modelo los efectos de fricción quedan
descritos mediante el término logaŕıtmico, mientras que

Dqq

(
iα

2

∆n

n
+mdiv

(
J

n

))
ψ y

α2

~2
Qψ

representan difusión. Por último, es destacable que el modelo SLC, al igual que
la ecuación SLD, se basa en el sistema (5.13)–(5.14) y por tanto los efectos de
difusión en velocidad, que son de ı́ndole termodinámica, no pueden ser apreciados
en el comportamiento de ψ.
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5.3. Equivalencia entre las ecuaciones de Schrö-
dinger difusiva y puramente logaŕıtmica

Los resultados que hemos probado en el Caṕıtulo 4 nos resultarán útiles para
demostrar que la transformación G introducida en (5.9) junto con su inversa,

G−1(φ)(t, x) = φ(t, x) exp

{
i log

(√
nφ(t, x)

)}
, (5.21)

establecen una relación de equivalencia entre los problemas de tipo mixto asociados
a las ecuaciones SLC y de Schrödinger puramente logaŕıtmica. De aqúı en adelante
aprovecharemos que ambas aplicaciones conservan la amplitud de la función de
onda y denotaremos n = |ψ|2 = |G(ψ)|2 indistintamente (y análogamente para
G−1) cuando no haya riesgo de confusión. En el primer resultado de esta sección
comprobamos que G es un homeomorfismo en el conjunto C([0, T ], H2

δ (Ω)).

Proposición 5.3.1
Sean Ω ⊂ R

3 un dominio acotado y δ > 0. Si definimos G(ψ) como en (5.9) para
cualquier ψ ∈ C([0, T ], H2

δ (Ω)), entonces G : C([0, T ], H2
δ (Ω)) → C([0, T ], H2

δ (Ω))
es un homeomorfismo (respecto de la norma ‖ · ‖L∞([0,T ],H2)) con inverso G−1,
definido para cada ψ ∈ C([0, T ], H2

δ (Ω)) como en (5.21).

Demostración:

Si X es un espacio topológico arbitrario, G : X → X un homeomorfismo de X y
definimos G(x)(t) := G(x(t)) para cualquier x ∈ C([0, T ], X) y t ∈ [0, T ], es claro
que G : C([0, T ], X) → C([0, T ], X) es también un homeomorfismo. Por tanto es
suficiente probar que G : H2

δ (Ω) → H2
δ (Ω) (definido de forma evidente en vista de

(5.9)) da lugar a una aplicación continua con inversa continua. Dividimos la prueba
en dos etapas.

Etapa 1: G(H2
δ (Ω)) ⊆ H2

δ (Ω).
Para cualquier ψ ∈ H2

δ (Ω) se tiene que nG(ψ) = nψ, luego G(ψ) ∈ L2(Ω) y |G(ψ)| >
δ c.t. x ∈ Ω. Derivando G(ψ) encontramos que

∇G(ψ) =

(
∇ψ − i

∇n
2n

ψ

)
exp

{
−i log

(√
n
)}

. (5.22)

Entonces, en virtud del Lema 4.2.1 podemos deducir fácilmente que ∇G(ψ) ∈
L2(Ω). Además

∇⊗∇G(ψ) =

{
∇⊗∇ψ − i

2

(∇⊗∇n
n

)
ψ +

2i− 1

4

(∇n
n

⊗ ∇n
n

)
ψ

− i

n
Sym (∇n⊗∇ψ)

}
exp

{
−i log

(√
n
)}

, (5.23)

donde hemos denotado Sym(x ⊗ y):=1
2 (x ⊗ y + y ⊗ x) a la parte simétrica del

tensor de rango dos x⊗ y. Como ψ ∈ H2
δ (Ω) tenemos que ∇⊗∇ψ ∈ L2(Ω), y del
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mismo modo n ∈ H2
δ2(Ω) implica que (∇⊗∇n)ψ/n ∈ L2(Ω). Además

∇ψ, ∇n
n

∈ H1(Ω) ⊂ L4(Ω) ,

de donde se obtiene que (∇n⊗∇n)ψ/n2, ∇ψ⊗∇ψ,
(
∇n/n

)
⊗∇ψ ∈ L2(Ω), luego

G(ψ) ∈ H2
δ (Ω).

Etapa 2: G es biyectiva y bicontinua.
Las fórmulas (5.9) y (5.21) dejan claro que G(G−1(φ)) = φ y G−1(G(ψ)) = ψ para
cualesquiera φ, ψ ∈ H2

δ (Ω), luego G es biyectiva. Para probar la bicontinuidad es
suficiente probar que G es continua, ya que para G−1 el argumento es análogo. Sea
ψ ∈ H2

δ (Ω) y {ψk}k∈N ⊂ H2
δ (Ω) tal que ψk → ψ respecto de la norma ‖·‖H2 . Como

Ω es un dominio acotado, podemos estimar

‖G(ψk) −G(ψ)‖L2 ≤
√

|Ω|
{∥∥(ψk − ψ) exp

{
−i log(

√
n)
}∥∥

L∞

+
∥∥ψk

(
exp {−i log(

√
nk)} − exp

{
−i log(

√
n)
})∥∥

L∞

}
.

El primer término del segundo miembro está acotado por ‖ψk−ψ‖L∞ . Para estimar
el segundo término utilizamos el teorema de compacidad de Rellich–Kondrachov
junto con la convergencia nk → n en ‖ · ‖H2 (que se obtiene gracias al Lema 4.2.1)
y el hecho de que n > δ2, que implican que log(

√
nk) → log(

√
n) en ‖ · ‖L∞ . Como

consecuencia
∥∥∥ψk

(
e−i log(

√
nk) − e−i log(

√
n)
)∥∥∥

L∞
≤ C‖ψk‖H2‖log(

√
nk) − log(

√
n)‖L∞ .

Por tanto, el segundo término tiende a cero cuando k → ∞. Usando las identidades
(5.22) y (5.23) y la continuidad de las derivadas de n y ψ de H2

δ (Ω) en L2(Ω), es
sencillo probar que G(ψk) → G(ψ) en ‖ · ‖H2 . Esto culmina la segunda etapa y con
ello la prueba completa. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 5.3.2 A lo largo del desarrollo de este resultado necesitamos
dar sentido a la acción de la transformación Gauge sobre la condición de frontera
ψB ∈ H3/2(∂Ω). Para ello basta darse cuenta de que las fórmulas (5.9) y (5.21)
son válidas puntualmente en todo Ω. Entonces, definiendo G(ψB) := G(ψI)|∂Ω y
aplicando la Proposición 5.3.1 tenemos que G(ψB) ∈ H3/2(∂Ω) y se verifican las
identidades

G(G−1(φB)) = φB , G−1(G(ψB)) = ψB ∀x ∈ ∂Ω ,

lo cual permite tratar la transformación en ∂Ω de forma satisfactoria.

El siguiente resultado muestra cómo las soluciones de los problemas de tipo mixto
asociados a las ecuaciones SLC y de Schrödinger logaŕıtmica están conectadas a
través de G.
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Teorema 5.3.3
Sean T > 0 y Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio y supongamos que se satisface la
hipótesis (H1). Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Sean ψI , ψB cumpliendo (H2)–(H3) y tales que

G(ψI) =: φI ∈ H2
δ (Ω) , G(ψB) =: φB ∈ H

3/2
δ (∂Ω) .

Sea además φ ∈ XT
δ una solución de (5.10)–(5.11) en [0, T ]. Entonces ψ =

G−1(φ) es solución de (5.1), (5.4) en [0, T ].

(ii) Rećıprocamente, sean φI , φB cumpliendo (H2)–(H3) y tales que

G−1(φI) =: ψI ∈ H2
δ (Ω) , G−1(φB) =: ψB ∈ H

3/2
δ (∂Ω) .

Sea además ψ ∈ XT
δ una solución de (5.1), (5.4) en [0, T ]. Entonces φ = G(ψ)

es solución de (5.10)–(5.11) en [0, T ].

(iii) La unicidad se hereda v́ıa G, esto es, si ψI , ψB satisfacen (H2)–(H3) y el pro-
blema (5.10)–(5.11) admite una única solución, entonces (5.1), (5.4) admite
también una única solución. Del mismo modo, si φI , φB satisfacen (H2)–(H3)
y el problema (5.1), (5.4) admite una única solución, entonces (5.10)–(5.11)
admite también una única solución.

Demostración:

Si φ ∈ XT
δ es una solución fuerte de (5.10)–(5.11), entonces satisface las hipótesis

del Teorema 4.3.2 con Θ[n] = Λ
α log(n), luego existe Sφ ∈ XT tal que

φ(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α
Sφ(t, x)

}
.

Además, podemos aplicar el Corolario 4.3.4 y concluir que n ∈ XT
δ2 , Sφ ∈ XT y el

par (n, Sφ) es solución del siguiente sistema hidrodinámico en [0, T ]:

∂tn+
1

m
div
(
n∇Sφ

)
= 0 , (5.24)

∂tSφ +
1

2m
|∇Sφ|2 = −α

2

~2
Q− Λ log(n) . (5.25)

Si ahora definimos

Sψ(t, x) := Sφ(t, x) + α log
(√

n(t, x)
)
, (5.26)

entonces Sψ ∈ XT y el par (n, Sψ) es solución en [0, T ] del sistema

∂tn+
1

m
div (n∇Sψ) = Dqq∆n , (5.27)

∂tSψ +
1

2m
|∇Sψ|2 = −2α2

~2
Q− Λ log(n) −Dqq∆Sψ . (5.28)
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Definimos ψ := G−1(φ). La Proposición 5.3.1 implica que ψ ∈ C([0, T ], H2
δ (Ω)) y

además se tiene que

ψ(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α
Sψ(t, x)

}
,

luego ψ ∈ XT
δ y usando el sistema (5.27)–(5.28) podemos calcular la evolución

temporal de ψ en términos de la siguiente ecuación de Schrödinger:

iα∂tψ = − α2

2m
∆ψ +

α2

~2
Qψ + Λ log(n)ψ +

iαDqq

2

(
∆n

n

)
ψ +mDqq div

(
J

n

)
ψ,

luego ψ es solución de SLC en [0, T ]. Además, se verifican las siguientes identidades
casi en todo punto de Ω y ∂Ω respectivamente:

ψ(0, x) =
√
nI(x) exp

{
i

α

(
Sφ(0, x) + α log

(√
nI(x)

))}

= φI(x) exp
{
i log

(√
nI(x)

)}
= ψI(x) ,

ψ(t, x) =
√
n(t, x) exp

{
i

α

(
Sφ(t, x) + α log

(√
n(t, x)

))}

= φB(x) exp
{
i log

(√
nB(x)

)}
= ψB(x) ,

donde hemos denotado nI = |ψI |2 = |φI |2. Por tanto, ψ es solución de (5.1), (5.4).
Esto demuestra el apartado (i).

La prueba de (ii) es totalmente análoga a la anterior, teniendo en cuenta que
en este caso

Θ[n, J ] =
α

~2
Q+

Λ

α
log(n) +

iDqq

2

(
∆n

n

)
+

1

2
div

(
J

n

)

es un operador continuo de H2
δ2(Ω) ×H1(Ω) en L2(Ω) y el hecho de que

Sφ(t, x) = Sψ(t, x) − α log
(√

n(t, x)
)
. (5.29)

Para comprobar (iii), suponemos primero que ψ1, ψ2 ∈ XT
δ son dos soluciones

del problema (5.1), (5.4) y que (5.10)–(5.11) admite a lo más una única solución.
Es claro que

φI(x) = ψI(x) exp
{
− i log

(√
nI(x)

)}
y φB(x) = ψB(x) exp

{
− i log

(√
nB(x)

)}

satisfacen (H2)–(H3). Además, ψ1,2(0, x) = G−1(φI)(x) y ψ1,2(t, x) = G−1(φB)(t, x)
para todo t ∈ [0, T ] y casi todo x ∈ ∂Ω. Como consecuencia, ψ1,2 verifican las
hipótesis del apartado (ii), luego

φ1,2(t, x) = G(ψ1,2)(t, x) = ψ1,2(t, x) exp

{
−i log

(√
n1,2(t, x)

)}
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pertenecen a XT
δ y son soluciones de (5.10)–(5.11). Como este problema tiene so-

lución única, ha de ser φ1 = φ2, luego

ψ1 exp {−i log (
√
n1)} = ψ2 exp {−i log (

√
n2)} , n1,2 = |φ1,2|2 ,

de donde deducimos de forma sencilla que n1 = n2 y por tanto ψ1 = ψ2. La
afirmación rećıproca se obtiene análogamente. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 5.3.4 El Teorema 5.3.3 es aplicable a cualquier ecuación de
la familia de Doebner–Goldin cuyos coeficientes cumplan las relaciones (5.5) bajo
la hipótesis (5.6). En el caso más general, el cambio de fase no lineal G sigue el
esquema [43]

G(φ)(t, x) =
√
nψ(t, x) exp

{
i
[
A log(n(t, x)) +B Sψ(t, x)

]}
,

donde los coeficientes A y B pueden ser dependientes del tiempo, y es necesario
(salvo control de A y B) trabajar en espacios funcionales cociente para evitar eva-
luaciones múltiples de la transformación. En este contexto se podŕıa eliminar la
hipótesis de conexión simple sobre Ω.

Es destacable señalar que en la prueba del Teorema 5.3.3 hemos establecido
la equivalencia entre los problemas asociados a SLC y la ecuación de Schrödinger
logaŕıtmica a través de los sistemas hidrodinámicos (5.27)–(5.28) y (5.24)–(5.25)
respectivamente, aprovechando que la correspondencia Sψ ↔ Sφ es lineal. Hace-
mos expĺıcito este hecho en el último resultado de la sección, cuya demostración
está incluida en la que acabamos de completar.

Corolario 5.3.5
Sean T > 0 y Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio y supongamos que se satisface (H1).
Entonces:

(i) Si (n, Sφ) ∈ XT
δ2 ×XT es solución del sistema (5.24)–(5.25) en [0, T ] y consi-

deramos Sψ definida como en (5.26), entonces (n, Sψ) ∈ XT
δ2 ×XT es solución

del sistema (5.27)–(5.28) en [0, T ].

(ii) Rećıprocamente, si (n, Sψ) ∈ XT
δ2 ×XT es solución del sistema (5.27)–(5.28)

en [0, T ] y consideramos Sφ definida como en (5.29), entonces (n, Sφ) ∈ XT
δ2 ×

XT es solución del sistema (5.24)–(5.25) en [0, T ].

5.4. Buen planteamiento de la ecuación logaŕıtmi-
ca

Una vez reducido el análisis del problema de tipo mixto asociado a SLC a
aquel relativo a la ecuación de Schrödinger puramente logaŕıtmica tan solo nos
falta probar el buen planteamiento de (5.10)–(5.11) en el conjunto H2

δ (Ω) (y en
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el contexto en que estamos trabajando). De esta forma estableceremos el último
resultado necesario para resolver nuestro problema original.

La ecuación de Schrödinger logaŕıtmica fue introducida en 1.976 por Bialynicki–
Birula y Micyelski [16] y aparece de forma natural en diversos problemas f́ısicos
conectados con la mecánica cuántica. Recientemente, por ejemplo, ha sido pro-
puesta para modelar diferentes procesos relativos a fenómenos de capilaridad o
transporte de magma [35, 36, 75]. Dicha ecuación ha sido estudiada en la literatu-
ra matemática desde distintos enfoques y existen diversos resultados acerca de su
buen planteamiento y la estabilidad de sus soluciones [23, 24, 25, 64]. Es intere-
sante, además, la cuestión del signo del término logaŕıtmico a la hora de estudiar
el comportamiento asintótico u otras propiedades cualitativas del modelo. En la
derivación original [16] se obtiene Λ < 0 como coeficiente del término logaŕıtmico,
lo cual conduce a funcionales de enerǵıa minorados. Sin embargo, en [32, 33] se
justifica el signo positivo para este término a pesar de que el funcional de enerǵıa
asociado no esté acotado inferiormente.

El resultado requerido preciso de existencia de soluciones que necesitamos es el
siguiente.

Teorema 5.4.1
Sean Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio acotado con frontera de clase C2 y φI ∈
H2(Ω), φB ∈ H3/2(∂Ω) verificando (H2)–(H3). Entonces existen T > 0 y φ ∈ XT

δ

una única solución del problema (5.10)–(5.11) en [0, T ].

Para llevar a cabo la demostración de este resultado necesitamos tratar el término
logaŕıtmico de forma adecuada según nuestro contexto.

Lema 5.4.2 (estimaciones a priori)
Sean Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio acotado y M, δ > 0. Entonces se verifican las
siguientes afirmaciones:

(i) Existe K1(δ,M,Ω) > 0 tal que ‖φlog(n)‖H2 ≤ K1 para todo φ ∈ H2
δ (Ω) con

‖φ‖H2 ≤M .

(ii) Existe K2(δ,M,Ω) > 0 tal que

‖φ1log(n1) − φ2log(n2)‖L2 ≤ K2‖φ1 − φ2‖L2

para cualesquiera φ1, φ2 ∈ H2
δ (Ω) con ‖φ1,2‖H2 ≤M .

(iii) Existe K3(δ,M,Ω) > 0 tal que

‖φ1log(n1) − φ2log(n2)‖H2 ≤ K3‖φ1 − φ2‖H2

para cualesquiera φ1, φ2 ∈ H2
δ (Ω) con ‖φ1,2‖H2 ≤M .
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Demostración:

Sean C1, C2 > 0 dos constantes positivas verificando ‖φ‖L∞ ≤ C1‖φ‖H2 ≤ C1M y
‖φ‖L4 ≤ C2‖φ‖H1 ≤ C2M para cualquier φ ∈ C∞

c (Ω). Definimos además

M1 = máx
{
|log(δ)|, 2

∣∣log(C1M)
∣∣} .

(i) Una estimación L2 sencilla conduce a

‖φlog(n)‖L2 ≤M1M . (5.30)

Derivando y acotando de forma adecuada, es fácil observar que

‖∇(φlog(n))‖L2 ≤M1M +
C1

δ2
M‖n‖H2 . (5.31)

Finalmente, si derivamos de nuevo obtenemos que ∇⊗∇(φlog(n)) es igual a

(∇⊗∇φ) log(n) + 2 Sym

(
∇φ⊗ ∇n

n

)
+ φ

(∇⊗∇n
n

− ∇n
n

⊗ ∇n
n

)
.

Por tanto

‖∇ ⊗∇(φlog(n))‖L2 ≤ M1M +
2C2

2

δ2
M‖n‖H2 +

C1

δ2
M‖n‖H2

(
1 +

C2
2

δ2
‖n‖H2

)
.

Combinando (5.30), (5.31) y (5.32) y observando que

‖n‖H2 ≤ (5C1 + 2C2
2 )M2 (5.32)

completamos la prueba de (i).

(ii) Para comprobar esta afirmación, usamos que

‖φ1log(n1) − φ2log(n2)‖L2 ≤ ‖φ1(log(n1) − log(n2))‖L2 + ‖log(n2)(φ1 − φ2)‖L2

≤
(

2C1

δ
M +M1

)
‖φ1 − φ2‖L2 , (5.33)

donde hemos empleado la desigualdad |log(r21) − log(r22)| ≤ 2
δ |r1 − r2|, que es una

consecuencia directa del Teorema del Valor Medio. Esto culmina la prueba del
segundo apartado.

(iii) Calculamos

∇
[
φ1

(
log(n1) − log(n2)

)]
= ∇φ1

(
log(n1) − log(n2)

)

+ φ1

[∇(n1 − n2)

n1
+

∇n2

n1n2
(n2 − n1)

]

y estimamos

‖∇φ1(log(n1) − log(n2))‖L2 ≤ 2

δ
‖∇φ1(|φ1| − |φ2|)‖L2 ≤ 2C2

2

δ
M‖φ1 − φ2‖H1 ,
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∥∥∥∥
∇(n1 − n2)

n1

∥∥∥∥
L2

≤ 2

δ2
∥∥φ1(∇φ1 −∇φ2) − (φ2 − φ1)∇φ2

∥∥
L2 ≤ 4C1

δ2
M‖φ1 − φ2‖H2 ,

∥∥∥∥
∇n2

n1n2
(n2 − n1)

∥∥∥∥
L2

≤ 2

δ4
∥∥φ2∇φ2

∥∥
L2

(∥∥φ1(φ1 − φ2)
∥∥
L∞ +

∥∥φ2(φ1 − φ2)
∥∥
L∞

)

≤ 4C3
1

δ4
M3‖φ1 − φ2‖H2 .

Si utilizamos (5.32), solo necesitamos las siguientes acotaciones

‖∇ ⊗∇φ1

(
log(n1) − log(n2)

)
‖L2 ≤ 2

δ
‖∇ ⊗∇φ1(φ1 − φ2)‖L2 ≤ 2C1M

δ
‖φ1 − φ2‖H2

∥∥∥∥φ1

(∇⊗∇n1

n1
− ∇n1 ⊗∇n1

n2
1

− ∇⊗∇n2

n2
+

∇n2 ⊗∇n2

n2
2

)∥∥∥∥
L2

≤ 2C2
1

δ2
M2

(
1 +

2C1C
2
2

δ2
M

)
‖φ1 − φ2‖H2 ,

∥∥∥∥∇φ1 ⊗
(∇n1

n1
− ∇n2

n2

)∥∥∥∥
L2

≤ C2
2M

∥∥∥∥
∇n1

n1
− ∇n2

n2

∥∥∥∥
H1

≤ 2C1C
2
2

δ2
M2

{
2C1

δ2
M
(
C2

2 + C1M
)

+ 3

}
‖φ1 − φ2‖H2 ,

para obtener

‖∇ ⊗∇[φ1(log(n1) − log(n2))]‖L2 ≤ C(δ,M,Ω)‖φ1 − φ2‖H2 .

Estimamos ahora ‖log(n2)(φ1 −φ2)‖H2 . La norma ‖ · ‖L2 se puede acotar como
en (5.33). Además se tiene que

∥∥∥∥
∇n2

n2
(φ1 − φ2)

∥∥∥∥
L2

≤ C2
2

δ2
‖n2‖H2‖φ1 − φ2‖H2 ,

‖log(n2)∇(φ1 − φ2)‖L2 ≤ M1‖φ1 − φ2‖H2 ,

luego ‖∇[log(n2)(φ1 − φ2)]‖L2 ≤ C(δ,M,Ω)‖φ1 − φ2‖H2 . De acuerdo con (5.32)
solo es necesario estimar

∥∥∥∥
(∇⊗∇n2

n2
− ∇n2

n2
⊗ ∇n2

n2

)
(φ1 − φ2)

∥∥∥∥
L2

≤ C1

δ2
‖n2‖H2

(
1 +

C2
2

δ2
‖n2‖H2

)
‖φ1 − φ2‖H2 ,

∥∥∥∥
∇n2

n2
⊗∇(φ1 − φ2)

∥∥∥∥
L2

≤ C2
2

δ2
‖n2‖H2‖φ1 − φ2‖H2 ,

∥∥log(n2)∇⊗∇(φ1 − φ2)
∥∥
L2 ≤ M1‖φ1 − φ2‖H2 ,
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que implica ‖∇ ⊗ ∇[log(n2)(φ1 − φ2)‖L2 ≤ C(δ,M,Ω)‖φ1 − φ2‖H2 , donde hemos
usado nuevamente (5.32). Esto culmina la prueba. ⊓⊔

La demostración del Teorema 5.4.1 se basa en un argumento de punto fijo sobre
un subconjunto adecuado de H2

δ (Ω), tratando de forma adecuada la condición en
la frontera y empleando las estimaciones establecidas en el lema anterior.

Demostración del Teorema 5.4.1:
La hipótesis (H3) sobre la frontera nos permite considerar log(|φB |2)φB ∈ C(∂Ω),

y por tanto podemos aplicar el Lema 1.2.1 para obtener φ̃B , L̃B ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)

armónicas en Ω y tales que φ̃B = φB y L̃B = log(|φB |2)φB en ∂Ω. Definimos
entonces

U(t) := φ̃B + eA t(φI − φ̃B), V(t) := − iΛ
α

∫ t

0

eA(t−τ)φ̃B d τ, ∀t ∈ R,

donde {eAt}t∈R es el grupo de isometŕıas de L2(Ω) con generador infinitesimal
A = i(α/2)∆, cuyo dominio es en nuestro caso D = H1

0 (Ω)∩H2(Ω). De la definición
del grupo es claro que U es la única solución del siguiente problema

U ∈ XT ,

i∂tU = −Dqq∆U en [0, T ] × Ω ,

U(0, x) = φI(x) en Ω ,

U(t, x) = φB(x) en ∂Ω , t ∈ [0, T ]

para T ∈ R arbitrario. Además, como la aplicación t 7→ L̃B es constante, podemos
aplicar el Lema 1.2.7 para garantizar que V es la única solución de

V ∈ C([0, T ],D) ∩ C1
(
[0, T ], L2(Ω)

)
,

i∂tV = −Dqq∆V +
Λ

α
L̃B en [0, T ] × Ω ,

V(0, x) = 0 en Ω ,

V(t, x) = 0 en ∂Ω , t ∈ [0, T ] ,

para todo T > 0. Vamos a demostrar la existencia de soluciones de (5.10)–(5.11) a
través del teorema del punto fijo de Banach al operador

Γ(φ)(t) := U(t) + V(t) − iΛ

α

∫ t

0

eA(t−τ) [log(n(τ))φ(τ) − L̃B
]
dτ ∀t ∈ R, (5.34)

en un subconjunto apropiado de XT
δ para cierto T > 0. Para encontrar T necesi-

tamos el siguiente resultado, cuya demostración no incluimos aqúı por tratarse de
un caso particular del Lema 6.2.5 que utilizamos en el Caṕıtulo 6.
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Lema 5.4.3
Bajo las hipótesis del Teorema 5.4.1, existen constantes positivas r∗, T ∗,K0 depen-
dientes de δ, Ω, φI y φB tales que

‖U‖L∞([0,T ],H2), ‖V‖L∞([0,T ],H2) ≤ K0 ,

y Br,T ⊂ C([0, T ], H2
δ (Ω)) para cualesquiera r ∈ (0, r∗) y T ∈ (0, T ∗), donde

Br,T :=
{
φ ∈ C([0, T ], H2(Ω)) : ‖φ− U − V‖L∞([0,T ],H2) ≤ r

}
.

Usando este resultado podemos definir el conjunto donde el operador Γ definido en
(5.34) admite un punto fijo. En efecto, sea

Yr,T :=
{
φ ∈ Br,T : log(n)φ− L̃B ∈ C([0, T ],D)

}
,

para r < r∗ y T < mı́n{T ∗, T1, T2}, donde r∗, T ∗ son las constantes del Lema 5.4.3
y

T1 =
αr

Λ(K1 + ‖L̃B‖H2)
, T2 =

α

2ΛK3
,

donde K1,K3 provienen del Lema 5.4.2 (i) y (iii), respectivamente. Para ver que Γ
admite un punto fijo en Yr,T ⊂ XT

δ completaremos las siguientes tres etapas

Etapa 1: El conjunto Yr,T , equipado con la distancia asociada a ‖ · ‖L∞([0,T ],H2)

es un espacio métrico completo.
Nótese que es suficiente con probar que Yr,T es cerrado en Br,T . Con este objetivo
consideramos L, definido en Br,T por

L[φ](t) = log(n(t))φ(t) − L̃B ∀ t ∈ [0, T ] ,

para cualquier φ ∈ Br,T . Como r < r∗ y T < T ∗, el Lema 5.4.3 garantiza que
Br,T ⊂ C([0, T ], H2

δ (Ω)). En particular, ‖φ(t)‖H2 ≤ r∗ + 2K0 para todo t ∈ [0, T ]
y aplicando el Lema 5.4.2 se tiene que L(t) ∈ H2(Ω) y

‖L[φ1](t) − L[φ2](t)‖H2 ≤ K3‖φ1(t) − φ2(t)‖H2 ∀ t ∈ [0, T ], φ1,2 ∈ Br,T ,

luego L : Br,T → C([0, T ], H2(Ω)) es lipschitziana y por tanto continua. Por último,
como C([0, T ],D) es cerrado en C([0, T ], H2(Ω)), basta con observar que Yr,T =
L−1(C([0, T ],D)). Esto concluye la primera etapa de la demostración.

Etapa 2: Γ(Yr,T ) ⊆ Yr,T .
Sea φ ∈ Yr,T . Es claro que Γ(φ)(t) = U(t)+V(t)+Wφ(t) ∈ C

(
[0, T ], H2(Ω)

)
, donde

Wφ ∈ C([0, T ],D) está dado por

Wφ(t) := − iΛ
α

∫ t

0

eA(t−τ)
(
log(n(τ))φ(τ) − L̃B

)
d τ, ∀t ∈ [0, T ].

Además

‖Γ(φ)(t) − U(t) − V(t)‖H2 ≤ Λ

α

∫ t

0

||log(n(τ))φ(τ) − L̃B ||H2 d τ

≤ Λ

α

∫ t

0

(
K1 + ||L̃B ||H2

)
d τ ≤ Λ

α
(K1 + ||L̃B ||H2)T1 = r
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para cualquier t ∈ [0, T ], luego Γ(φ) ∈ Br,T . Finalmente, para concluir que Γ(φ) ∈
Yr,T falta conocer su comportamiento en la frontera. Para ello usamos la definición

de U para escribir Γ(φ) = φ̃B + Γ̃(φ), donde

Γ̃(φ)(t) = eAt(φ0 − φ̃B) + V(t) +Wφ(t) ∈ C([0, T ],D) .

Como consecuencia Γ(φ)(t)|∂Ω ≡ φB en ∂Ω ∀t ∈ [0, T ], lo que implica junto con el

Lema 5.4.2 que log(nΓ(φ)) Γ(φ) − L̃B ∈ C([0, T ],D). Con esto concluye la segunda
etapa de la demostración.

Etapa 3: Γ : Yr,T → Yr,T es una aplicación contractiva.
Sean φ1, φ2 ∈ Yr,T y t ∈ [0, T ]. Como eAt : D → D es una isometŕıa, se dispone de
la siguiente estimación:

‖Γ(φ1)(t) − Γ(φ2)(t)‖H2 ≤ Λ

α

∫ t

0

∥∥(log(n2(τ))φ2(τ) − log(n1(τ))φ1(τ)
)∥∥
H2 d τ .

Usando los Lemas 5.4.2 (iii) y 5.4.3 obtenemos

‖Γ(φ1)(t) − Γ(φ2)(t)‖H2 ≤ ΛK3

α

∫ t

0

‖φ1(τ) − φ2(τ)‖H2 d τ < ‖φ1 − φ2‖L∞([0,T ],H2),

lo que significa que en efecto Γ es contractiva en Yr,T . De este modo concluimos la
tercera etapa de la demostración.

Aplicando entonces el teorema del punto fijo de Banach tenemos garantizada
la existencia de un único φ ∈ Yr,T punto fijo de Γ en [0, T ] que se puede escribir
como φ(t) = U(t) + V(t) +Wφ(t), donde U ,V ∈ XT como sabemos. En particular,
U ,V : [0, T ] → L2(Ω) son lipschitzianas. Además, para 0 ≤ t1 < t2 < T se tiene
que

‖Wφ(t2) −Wφ(t1)‖L2 ≤ f(t1, t2) + g(t1, t2),

donde f y g vienen dadas por

f(t1, t2) =
Λ

α

∫ t1

0

∥∥∥eA(t1−τ)
(
I − eA(t2−t1)

) [
log(n(τ))φ(τ) − L̃B

]∥∥∥
L2
dτ,

g(t1, t2) =
Λ

α

∫ t2

t1

∥∥∥eA(t2−τ)[log(n(τ))φ(τ) − L̃B
]∥∥∥
L2
dτ.

Usando que eAt es una isometŕıa de L2(Ω) para cada t real y aplicando el Lema
1.2.6 podemos estimar f de la siguiente forma:

f(t1, t2) ≤
Λ

α

∫ t1

0

∥∥∥∥
∫ t2−t1

0

eAτ∆[log(n(τ))φ(τ)
]
dτ

∥∥∥∥
L2

dτ ≤ Λ

α
K1T

∗(t2 − t1).

Aprovechando nuevametne que el grupo conserva la norma ‖ · ‖L2 se tiene que

g(t1, t2) ≤
Λ

α

∫ t2

t1

∥∥∥log(n(τ))φ(τ) − L̃B

∥∥∥
L2
dτ ≤ Λ

α

(
K1 + ‖L̃B‖H2

)
(t2 − t1),
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luego

‖Wφ(t2) −Wφ(t1)‖L2 ≤ Λ

α

(
K1(T

∗ + 1) + ‖L̃B‖H2

)
|t2 − t1| ,

lo que nos permite concluir, dada la arbitrariedad de t1 y t2, que Wφ : [0, T ] →
L2(Ω) es lipschitziana, luego φ también lo es. Usando la estimación del Lema 5.4.2

(ii) tenemos que la aplicación t 7→ φ(t)log(n(t))− L̃B ∈ L2(Ω) es lipschitziana, y en
particular está en W 1,1([0, T ], L2(Ω)). Aplicando ahora el Lema 1.2.7 deducimos
que Wφ es la única solución de

Wφ ∈ C([0, T ],D) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)),

i∂tWφ = −Dqq∆Wφ +
Λ

α

(
log(n)φ− L̃B

)
en [0, T ] × Ω ,

Wφ(0, x) = 0 en Ω .

Como consecuencia, φ ∈ XT y basta observar que φ = U + V + Wφ para darse
cuenta de que φ satisface las condiciones inicial y de contorno. Es importante que
φ ∈ Yr,T , lo cual implica, en virtud del Lema 5.4.3, que φ ∈ XT

δ . Por tanto, φ es la
única solución del problema (5.10)–(5.11). �

5.5. Existencia y unicidad de solución en dominios
acotados

Una vez establecido el Teorema 5.4.1 ya estamos en condiciones de demostrar
la existencia y unicidad de solución local para el problema de tipo mixto asociado
al modelo SLC, cuya prueba consiste simplemente en transformar las condiciones
iniciales y de contorno establecidas en (5.4) según la transformación G definida
en (5.9), aplicar el Teorema 5.4.1 para obtener φ ∈ XT

δ , solución de la ecuación
logaŕıtmica, y construir finalmente la única solución de nuestro problemá a través
de G−1 y del Teorema 5.3.3. Materializamos este proceso en el resultado principal
de este caṕıtulo.

Teorema 5.5.1
Sea Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio acotado y supongamos que se satisfacen
(H1)–(H3). Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Existe T > 0 tal que el problema de tipo mixto (5.1), (5.4) asociado a la
ecuación de Schrödinger no lineal SLC admite una única solución ψ ∈ XT

δ en
[0, T ].

(ii) La dinámica asociada a dicho problema es equivalente a aquella asociada al
problema relativo a la ecuación (5.10) sujeta a las condiciones (5.11), en el
sentido de que existe un homeomorfismo de C

(
[0, T ], H2

δ (Ω)
)

que conserva
la densidad local n = |ψ|2 y lleva soluciones de (5.1), (5.4) en soluciones de
(5.10)–(5.11).
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Demostración:

Consideramos ψI y ψB las condiciones inicial y de contorno de nuestro problema
y definimos φI := G(ψI) y φB := G(ψB), donde G es la transformación definida
en (5.9). Usando la Proposición 5.3.1 tenemos que φI ∈ H2

δ (Ω), y gracias a la

Observación 5.3.2 sabemos también que φB ∈ H
3/2
δ (∂Ω). Entonces las hipótesis del

Teorema 5.4.1 son satisfechas, luego existe T > 0 y φ ∈ XT
δ que es la única solución

de (5.10)–(5.11) en [0, T ]. Aplicando a continuación el Teorema 5.3.3 se tiene que
ψ = G−1(φ) ∈ XT

δ es la única solución del problema (5.1), (5.4) en [0, T ], lo que
demuestra el apartado (i). La segunda afirmación es una consecuencia directa de la
Proposición 5.3.1 y del Teorema 5.3.3, donde el homeomorfismo que se menciona
es la propia G. Esto concluye la demostración. ⊓⊔

Aunque el teorema 5.5.1 está diseñado para dimensión 3, también se puede
establecer de forma obvia para d = 1, 2. Generalizar este resultado para cualquier
dimensión, sin embargo, depende de saber hacerlo con los Teoremas 5.4.1 y 5.3.3,
que se fundamentan de forma inevitable en la regularidad y en la separación de
cero de las funciones de onda con las que trabajamos. Estas dos condiciones, que
en los casos 1 ≤ d ≤ 3 proceden de la inmersión de Sobolev H2(Ω) →֒ L∞(Ω),
deben analizarse con mayor profundidad si pretendemos extrapolar el resultado a
dimensión arbitraria.

Del mismo modo, el análisis de la prolongabilidad en tiempo o la existencia
global de las soluciones de (5.1), (5.4) es, en este contexto, poco viable. Esto se debe
a que la dinámica asociada al modelo SLC es demasiado compleja y en principio no
se puede garantizar la ausencia de regiones de vaćıo, que nosotros evitamos usando
(H3) y la acotación del dominio, y que en caso de generarse con la evolución
temporal pueden ocasionar la formación de singularidades.

Surgen dificultades similares si tratamos de estudiar el problema de Cauchy
asociado al modelo SLC en todo el espacio R

d. En [107] se estudia el buen plan-
teamiento de dicho problema para ecuaciones de tipo Doebner–Goldin ([43]) en
un subconjunto denso de L2(Rd) y bajo condiciones sobre los coeficientes que do-
tan a la dinámica de un comportamiento parabólico. Dichas condiciones no son
compatibles con las relaciones de linealización (5.5), aunque la idea fundamental,
que consiste en evitar las singularidades suponiendo perfiles exponenciales, podŕıa
adaptarse a nuestro caso.





Caṕıtulo 6

Interpretación rigurosa y
buen planteamiento local de

la ecuación de
Schrödinger–Langevin

La ecuación de Schrödinger–Langevin constituye uno de los modelos cúanticos
disipativos más importantes y es uno de los pocos aceptados como representativo de
efectos de fricción en la formulación de onda de la mecánica cuántica. La descripción
matemática precisa del término no lineal que genera dichos efectos, sin embargo,
resulta genuinamente controvertida, ya que involucra el conocimiento expĺıcito del
argumento S de la función de onda ψ. Es tan claro que la aplicación ψ 7→ S es
multivaluada como que la elección concreta del valor de dicha función no debe
alterar la dinámica observable asociada a ψ, lo que causa irremediablemente el
mal planteamiento de cualquier problema asociado a la ecuación de Schrödinger–
Langevin. Sin embargo, los observables asociados a este modelo describen de forma
fiel las propiedades f́ısicas deseables en un fenómeno con fricción, lo que nos lleva a
buscar una reescritura del término de fricción en la ecuación de Schrödinger en lugar
de descartar una descripción de estas caracteŕısticas. Con dicho propósito vamos
a proponer este caṕıtulo una formulación de la ecuación de Schrödinger–Langevin
basada en la derivación original del mismo (véase [73]), que desarrolla idéntica
dinámica observable y evita cualquier ambigüedad en su escritura. A partir de
ah́ı, probaremos el buen planteamiento del problema de tipo mixto sobre dominios
acotados asociado a nuestra reformulación del modelo, admitiendo el efecto de un
potencial (no lineal) genérico Θ y en el marco funcional establecido en caṕıtulos
anteriores. En la última sección aplicaremos este resultado, sacando partido de
la libertad de Θ, para resolver el problema tipo mixto asociado a un modelo de
Schrödinger–Poisson con entalṕıa equivalente a algunos sistemas hidrodinámicos
cuánticos que aparecen en el estudio de dispositivos semiconductores [71].
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6.1. Sobre la interpretación uńıvoca de la ecuación
de Schrödinger–Langevin

El modelado de problemas con disipación en mecánica cuántica plantea nu-
merosas dificultades, ya que algunas ecuaciones disipativas clásicas no se pueden
cuantizar según los procedimientos usuales. Un ejemplo relevante en esta dirección
está constituido por la ecuación de Langevin, que describe el movimiento brow-
niano de una part́ıcula clásica suspendida en un fluido y no se puede reescribir en
términos de una función hamiltoniana o lagrangiana adecuada. No está claro, por
tanto, qué proceso puede conducir a una representación cuántica de dicho compor-
tamiento observable. En la interpretación de onda, una de las leyes de evolución
mayormente aceptadas como ecuación de Schrödinger–Langevin fue la propuesta
por Kostin [73] a principios de los años setenta, que en el sistema de unidades
establecido en el Caṕıtulo 3 viene dada por

i∂tψ = −1

2
∆ψ + V ψ + VR(t)ψ + λVL ψ, (6.1)

donde ψ = ψ(t, x) es la función de onda, λ > 0 es el coeficiente de fricción, V es
el potencial externo y VR es un potencial aleatorio que representa la interacción
del sistema cuántico con el entorno y depende solo del tiempo. Este modelo surge
al añadir a la ecuación de Schrödinger un potencial efectivo λVLψ para incorporar
los efectos relevantes de la dinámica de Langevin, en el sentido de que los valores
de expectación de los operadores posición y momento asociados al estado ψ evo-
lucionen según dicha ley. De este modo se llega al siguiente término no lineal de
fricción

VL(ψ) = S − 〈S〉, (6.2)

donde S representa una función argumento de ψ,

S(t, x) =
1

2i
log

(
ψ(t, x)

ψ(t, x)

)
,

log(z) y z denotan respectivamente el logaritmo neperiano y el conjugado del núme-
ro complejo z, y donde 〈S〉 = 〈S〉(t) es el valor esperado de S en el estado ψ, definido
como

〈S〉(t) =
1

‖ψ‖2
L2

∫

Ω

|ψ(t, x)|2S(t, x) dx. (6.3)

que realmente no aporta información f́ısica al sistema, por lo que es usual eliminarlo
de la ecuación (6.1) usando la transformación Gauge

ψ 7→ ψeiν(t), ν(t) = −)

∫ t

0

e−λ(t−τ)〈S〉(τ) dτ.

De esta manera, el propio Kostin desecha la forma original de la ecuación en favor
de

i∂tψ = −1

2
∆ψ + V ψ + VR(t)ψ + λS ψ, (6.4)
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y prueba en [74] que dicha ecuación sufre disipación de enerǵıa. Posteriormente, el
modelo (6.4) y diversas generalizaciones suyas han sido explorados en la literatura.
En el Caṕıtulo 2, por ejemplo, hemos obtenido el término de Kostin describiendo los
efectos de fricción en un modelo que emula la dinámica de WFP. Además, el estudio
de la ecuación (6.4) adquiere una relevancia fundamental debido a su equivalencia
formal con los sistemas hidrodinámicos y de flujo potencial cuánticos con fricción
([7, 71, 76, 90], por ejemplo), que son modelos ampliamente aceptados cuando se
considera la presencia de efectos cuánticos en dispositivos semiconductores [70].
Esta equivalencia se basa en la descomposición módulo–argumento de la función
de onda (descomposición de Madelung [85] o perfil WKB),

ψ(t, x) = |ψ(t, x)| exp {iS(t, x)} , (6.5)

que en general no es posible de materializar ya que en zonas de vaćıo (donde |ψ| = 0)
pierde sentido (no se puede definir el argumento de cero). En [7] se calculan solucio-
nes débiles del sistema hidrodinámico a nivel de las densidades local y de corriente,
lo cual les permite admitir regiones con densidad nula y evitar el cálculo expĺıcito
de S. En el Caṕıtulo 4, sin embargo, demostramos que para una función compleja ψ
la igualdad (6.5) implica que ∇S = Im (∇ψ/ψ), campo vectorial irrotacional que
admite potenciales escalares, por lo que es suficiente que la distribución Im (∇ψ/ψ)
tenga regularidad Hk−1 para obtener una familia de argumentos en Hk, donde k
es cualquier entero arbitrario.

En todo caso, la ecuación (6.4) está mal definida incluso en los casos donde
se pueda obtener de alguna manera S(ψ) verificando (6.5). Desde el punto de
vista matemático es claro que la correspondencia ψ 7→ S(ψ) es multivaluada, lo
que hace necesario disponer de un criterio objetivo y a priori de selección del
potencial S. En [71] se resuelve esta ambigüedad para el problema de Dirichlet en
un dominio acotado Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3), imponiendo como hipótesis la existencia
de una función argumento SI para la condición inicial ψI y resolviendo el siguiente
problema de valores en la frontera para cada tiempo:

∆S(t) = div

{
Im

(∇ψ(t)

ψ(t)

)}
en Ω, (6.6)

S(t) = SB en ∂Ω . (6.7)

Este sistema se obtiene como consecuencia de (6.5) si admitimos que el valor de
la función S en la frontera del dominio está determinado en todo tiempo por
SB := SI |∂Ω, condición que no resulta muy restrictiva pues es consistente con
las condiciones de Dirichlet habituales para ψ. Bajo esta interpretación de S la
ecuación (6.4) tiene solución única en espacios de funciones separadas de cero, y
dichas soluciones permiten resolver los sistemas hidrodinámicos cuánticos con fric-
ción asociados a (6.4). Este criterio no resulta plenamente satisfactorio, no obstante,
ya que la ecuación (6.4) con S obtenida de esta manera depende de SI . En efecto,
si consideramos como argumento de la condición inicial S′

I = SI + 2π~ l, con l ∈ Z

arbitrario, en lugar de SI y nos restringimos a la frontera obtenemos S′
B := S′

I |∂Ω,
cambiando de esta manera los valores de S en la frontera del dominio, lo que impli-
ca que una elección del argumento inicial altera la definición del término no lineal
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en la ecuación de Schrödinger y por tanto la propia ecuación, caracteŕıstica esta
que resulta poco deseable porque afecta a la dinámica observable del modelo.

Por otra parte, además de la ambigüedad que conlleva el tratamiento matemáti-
co riguroso de (6.4), existe otra razón que convierte dicho modelo en inadmisible
desde un enfoque puramente f́ısico. Se trata de que no es invariante ante cambios
de fase constantes y globales, propiedad esencial en cualquier modelo que describa
un comportamiento cuántico, ya que ψ y φ = eiνψ representan el mismo estado
para cualquier ν ∈ R, y ninguna ecuación de Schrödinger “admisible” debe dis-
tinguir entre ambas funciones de onda. Sin embargo, si ψ es solución de (6.4),
entonces φ = eiνψ no puede ser solución de la misma ecuación para ningún ν 6= 0,
ya que S(φ) = S(ψ) + ν 6= S(ψ). Como consecuencia debemos descartar (6.4)
como ecuación de Schrödinger–Langevin, ya que presenta serias ambigüedades en
su formulación y describe distintas dinámicas para estados idénticos. No obstante,
seŕıa deseable encontrar un modelo que mantuviese el mismo comportamiento ob-
servable. Es por ello que proponemos buscar una reinterpretación de la descripción
que ofrece Kostin evitando las dificultades que supone trabajar con el potencial no
lineal S. Con este propósito podemos aprovechar una propiedad muy sencilla: si ψ
es una función compleja (regular) y S, S′ satisfacen la relación de Madelung (6.5),
entonces S − 〈S〉 = S′ − 〈S′〉 y la aplicación ψ 7→ VL(ψ), donde VL viene dado por
(6.2), está uńıvocamente determinada en consecuencia (a pesar de que S no lo está).
Por tanto, la formulación original (6.1) con potencial no lineal λVL en lugar de λS
evita la ambigüedad en la definición de l término de fricción y además es invariante
ante cambios de fase constantes y globales, ya que para cualquier función compleja
ψ y ν ∈ R arbitrario se tiene que VL(ψ) = VL(ψeiν). Como consecuencia, (6.1)
resulta más apropiada que su versión simplificada (6.4), tanto para su interpreta-
bilidad f́ısica como para su tratamiento matemático. Estudiaremos, por tanto, el
buen planteamiento de problemas asociados a aquel modelo en dominios acotados
y bajo condiciones de separación de cero, admitiendo efectos de autointeracción e
influencias de un potencial prefijado. Concretamente consideramos la ecuación de
Schrödinger–Langevin generalizada (que denotaremos por SLG)

i∂tψ = −1

2
∆ψ + Θψ + λVL ψ, (6.8)

donde λVL es el término de fricción descrito en (6.2) y Θ es un potencial efectivo,
en principio por determinar, que describe los efectos de una fuerza externa sobre el
sistema o de la autointeracción (posiblemente no lineal) que surge eventualmente
como consecuencia de la influencia del entorno o de un potencial poissoniano (por
ejemplo, el potencial electrostático de Hartree). En particular, puede contener los
efectos del potencial VR en el modelo de Kostin. En la sección siguiente estudia-
remos la existencia y unicidad de solución local para el problema de Cauchy con
condiciones de tipo Dirichlet en la frontera

ψ(0) = ψI , ψ(t)|∂Ω = ψB . (6.9)

El marco funcional en que nos moveremos se basa en las siguientes hipótesis: donde
Ω ⊂ R

d es un dominio (abierto conexo) con 1 ≤ d ≤ 3 y vamos a imponer las



6.1. Interpretación uńıvoca de Schrödinger–Langevin 105

siguientes hipótesis

(H1) Ω ⊂ R
d (1 ≤ d ≤ 3) es acotado, simplemente conexo con frontera de cla-

se C2 .

(H2) ψI ∈ H2(Ω), ψB ∈ H3/2(∂Ω), y ψI |∂Ω = ψB .

(H3) Existe δ > 0 tal que

ı́nf-es
{
|ψI(x)| : x ∈ Ω

}
> δ , ı́nf-es

{
|ψB(x)| : x ∈ ∂Ω

}
> δ .

(H4) Θ : H2
δ (Ω) → H2(Ω) es localmente lipschitziana y existe ΘB ∈ H3/2(∂Ω)

tal que Θ(ψ)|∂Ω = ΘB siempre que ψ|∂Ω = ψB .

Recordamos que H2
δ (Ω) denota el espacio de funciones de H2(Ω) de módulo mayor

que δ con el que venimos trabajando. La hipótesis de conexión simple aparece
de forma natural por la interpretación del término de fricción VL dada en (6.2),
que conduce en principio al estudio de existencia de argumento para la función de
onda. En este sentido heredamos la interpretación contemplada en el Caṕıtulo 4 y
la independencia espacial de 〈S〉 para estudiar la ecuación

∇VL = Im

(∇ψ
ψ

)
, (6.10)

que es una consecuencia de (6.2) y (6.5) y que tendrá soluciones (véase[3]) siempre
que supongamos que Ω es simplemente conexo (en la primera sección del Caṕıtulo
4 proporcionamos un ejemplo de función compleja regular que no puede tener
argumentos en un anillo 2-dimensional). Además, si fijamos previamente el valor
medio de dichas soluciones en Ω, podemos conseguir una propiedad de dependencia
continua de las mismas respecto de la función de onda [4], lo que nos permite
aprovechar (6.2) para establecer la condición de normalización

〈VL〉 = 0 (6.11)

y aśı definir de forma uńıvoca el operador VL con la regularidad apropiada para
que el sistema (6.8)–(6.11) disfrute de existencia y unicidad de solución, evitando
la dependencia de una elección concreta de argumento para la condición inicial. El
resultado principal de este caṕıtulo es el teorema de existencia de solución fuerte
para el problema (6.8)–(6.11), que enunciaremos y demostraremos en la siguiente
sección, estableciendo la existencia del potencial no lineal VL con las propiedades
que hemos descrito. Utilizaremos una técnica de punto fijo, teniendo en cuenta
que el comportamiento de VL no es conocido (ni se puede establecer a priori) en
la frontera del dominio Ω, lo que impide utilizar el carácter isométrico del gru-
po de Schrödinger. Una vez establecido este resultado, podemos sacar partido de
la generalidad del término Θ para resolver el problema de tipo mixto con condi-
ciones de Dirichlet asociado al modelo de Schrödinger–Poisson con entalṕıa para
semiconductores [70, 71, 76], que precisamos en la tercera y última sección.
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6.2. Existencia y unicidad de solución local para
la ecuación de Schrödinger–Langevin genera-
lizada

La interpretación del término de fricción que hemos proporcionado nos permite
trabajar con una versión uńıvoca de la ecuación de Schrödinger–Langevin, de forma
que (6.1) admite un problema de tipo mixto asociado que disfruta de existencia y
unicidad de solución bajo las hipótesis (H1)–(H4). Este hecho constituye el resul-
tado principal del caṕıtulo, el cual demostramos admitiendo efectos de interacción
muy generales.

Teorema 6.2.1
Sean Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3), λ > 0 y supongamos que las hipótesis (H1)–(H4) son
satisfechas. Entonces existe T > 0 y una única solución (ψ,Θ, VL) del problema
(6.8)–(6.11) en [0, T ], donde Θ = Θ(ψ) y se verifica

ψ ∈ XT
δ , VL ∈ XT , Θ ∈ C([0, T ], H2(Ω)).

Para probar este teorema utilizando un método de punto fijo debemos establecer
la existencia de un operador VL uńıvoco y continuo que nos proporcione el término
de fricción en la ecuación. Como señalamos anteriormente, lo haremos buscando
una solución de (6.10) sujeta a la condición de normalización (6.11), planteamiento
adecuado para aplicar los resultados desarrollados en el Caṕıtulo 4.

Lema 6.2.2
Sean Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3) un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera
lipschitziana y T, δ > 0. Entnces existe una aplicación VL : H2

δ (Ω) → H2(Ω) tal
que:

(i) Para cualquier ψ ∈ H2
δ (Ω), VL(ψ) es solución de (6.10) con 〈VL(ψ)〉 = 0.

(ii) Para cualquier M > 0 existe C(δ,Ω,M) > 0 tal que

‖VL(ψ) − VL(ϕ)‖H2 ≤ C ‖ψ − ϕ‖H2 ,

‖VL(ψ) − VL(ϕ)‖L2 ≤ C ‖ψ − ϕ‖L2 ,

donde ψ,ϕ ∈ H2
δ (Ω) son tales que ‖ψ‖H2 , ‖ϕ‖H2 ≤M.

Además, si S ∈ H2(Ω) es un argumento de ψ, entonces VL(ψ) verifica (6.2). En
particular

VL(ψ) = VL(eiνψ) para cualquier ν ∈ R. (6.12)

Demostración:

El Lema 4.2.1 garantiza que ∇ψ/ψ ∈ H1(Ω) para cualquier ψ ∈ H2
δ (Ω), por lo
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que podemos aplicar el Teorema 4.2.2 con µ = 0 y k = 2 y obtener una única
Sψ ∈ H2(Ω) tal que

∇Sψ = Im

(∇ψ
ψ

)
y

∫

Ω

Sψ(x) dx = 0.

Dicha Sψ nos permite definir

VL(ψ)(x) := Sψ(x) − 〈Sψ〉 c.t. x ∈ Ω,

de manera que VL(ψ) ∈ H2(Ω) y se verifica (i). Para probar (ii), sea M > 0 y
denotemos MS = sup {‖Sψ‖H2 : ψ ∈ H2(Ω), ‖ψ‖H2 ≤ M} < ∞ y K(Ω,M)
el máximo de entre las constantes proporcionadas por la inmersión de Sobolev
H2(Ω) →֒ L∞(Ω), el Lema 4.2.1 para ∇ψ/ψ = J/n y el Teorema 4.2.2 con k = 0, 2.
Entonces, para ψ,ϕ ∈ H2

δ (Ω) tales que ‖ψ‖H2 , ‖ϕ‖H2 ≤ M podemos mayorar la
diferencia |〈Sψ〉 − 〈Sϕ〉| por

∫

Ω

{
1

‖ψ‖2
L2

∣∣|ψ(x)|2Sψ(x) − |ϕ(x)|2Sϕ(x)
∣∣+
∣∣∣∣

1

‖ψ‖2
L2

− 1

‖ϕ‖2
L2

∣∣∣∣ |ψ(x)|2|Sψ(x)|
}
dx.

Como |ψ(x)|, |ϕ(x)| > δ, el primer sumando está acotado por

1

δ2|Ω|

(∫

Ω

{
|ψ(x)|2|Sψ(x) − Sϕ(x)| +

∣∣|ψ(x)|2 − |ϕ(x)|2
∣∣|Sϕ(x)|

}
dx

)

≤ 1

δ2|Ω|
(
‖ψ‖2

L∞‖Sψ − Sϕ‖L2 + (‖ψ‖L∞ + ‖ϕ‖L∞)‖ψ − ϕ‖L2‖Sϕ‖L∞

)
,

y aplicando el Teorema 4.2.2 y el Lema 4.2.1 obtenemos C1(δ,Ω,M) > 0 tal que

1

‖ψ‖2
L2

∫

Ω

∣∣|ψ(x)|2Sψ(x) − |ϕ(x)|2Sϕ(x)
∣∣ dx ≤ C1‖ψ − ϕ‖L2 .

De forma análoga, el segundo sumando está controlado por

1

‖ψ‖2
L2‖ϕ‖2

L2

∣∣‖ϕ‖2
L2 − ‖ψ‖2

L2

∣∣ |Ω|‖ψ‖2
L∞‖Sψ‖L∞ ≤ C2‖ψ − ϕ‖L2 ,

donde C2 = C2(δ,Ω,M) > 0. De esta manera tenemos que

|〈Sψ〉 − 〈Sϕ〉| ≤ (C1 + C2)‖ψ − ϕ‖L2 , (6.13)

donde C := K+
√
|Ω|(C1 +C2) es la constante que verifica (ii). Para comprobarlo

basta observar que 〈Sψ〉 y 〈Sϕ〉 no dependen de x, por lo que la estimación

‖VL(ψ) − VL(ϕ)‖ ≤ ‖Sψ − Sϕ‖ +
√
|Ω||〈Sψ〉 − 〈Sϕ〉|,

es válida para ‖·‖ = ‖·‖L2 y ‖·‖ = ‖·‖H2 . Además, si S ∈ H2(Ω) es un argumento
de ψ, basta con tomar derivadas y partes imaginarias en la fórmula de Madelung
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ψ = |ψ|eiS y tomar parte imaginaria para obtener que ∇S = Im(∇ψ/ψ). Por
tanto, si consideramos σ := S − 〈S〉 − VL(ψ), es claro que ∇σ = 0 y 〈σ〉 = 0, por
lo que σ es idénticamente nula y obtenemos (6.2). En particular, para cualquier
ν ∈ R se tiene que S + ν es un argumento de ψeiν y

VL(ψeiν) = S + ν − 〈S〉 − 〈ν〉 = S − 〈S〉 = VL(ψ),

lo que concluye la prueba. ⊓⊔

OBSERVACIÓN 6.2.3 Con el objeto de dar una interpretación de la dinámica
de Langevin cuántica tan solo en términos de la función de onda, en este caṕıtulo
vamos a escribir todos los cálculos en función de ψ y evitar la nomenclatura depen-
diente de n y J que venimos utilizando hasta ahora. Sin embargo, la fórmula (6.12)
deja de manifiesto que VL = VL[n, J ] (véase la Observación 4.3.5). En particular,
es factible aplicar el Teorema 4.3.2 a (6.1) (algo que no podemos hacer con (6.4))
para obtener regularidad temporal de la propia VL .

La condición de frontera de tipo Dirichlet prescrita para ψ implica que su argumento
ha de estar determinado en ∂Ω en todo tiempo, al menos salvo un múltiplo entero
de 2π. Esto causa que el valor de VL en la frontera no sea constante a lo largo de la
evolución temporal de la función de onda y no se pueda determinar. Como el grupo
de Schrödinger {e i

2∆t}t∈R establece una isometŕıa del dominio D = H1
0 (Ω)∩H2(Ω)

para cada t ∈ R que no es una isometŕıa de H2(Ω), necesitamos una estimación en
norma ‖ · ‖H2 de dicho grupo para trabajar con la formulación integral asociada
a (6.1). La obtendremos gracias a la regularidad de las soluciones del problema
eĺıptico general (véase el Lema 1.2.2).

Lema 6.2.4
Sea Ω ⊂ R

d un dominio acotado con frontera de clase C2. Entonces existe C(Ω) > 0
tal que ∥∥∥e i

2∆t g
∥∥∥
H2

≤ C ‖g‖H2 ∀t ∈ R,

para cualquier g ∈ H2(Ω).

Demostración:

Seleccionando un representante continuo de g en Ω podemos obtener una única
g̃B ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) armónica tal que g̃B − g ∈ D, en virtud del Lema 1.2.1.
Aplicando el Lema 1.2.2 a f = ∆g obtenemos K1(Ω) > 0 tal que ‖g − g̃B‖H2 ≤
K1‖∆g‖L2 , luego

‖g̃B‖H2 ≤ (K1 + 1)‖g‖H2 . (6.14)

Definimos C := 2K1 + 3 y

ψ(t) := g̃B + ϕ(t), con ϕ(t) = e
i
2∆t(g − g̃B) ∀t ∈ R. (6.15)

Para cualquier t ∈ R se tiene que e
i
2∆t es una isometŕıa del dominio D, luego

‖ψ(t)‖H2 ≤ ‖g̃B‖H2 + ‖g − g̃B‖H2 , lo que implica

‖ψ(t)‖H2 ≤ C‖g‖H2 ∀t ∈ R (6.16)
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en virtud de (6.14). Para concluir la prueba del lema es suficiente observar que

ψ = u, donde u(t) := e
i
2∆t g para cualquier t ∈ R real. Con este objeto aplicamos

el Lema 1.2.7 con f = 0, que garantiza que u es la única solución de

u ∈ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ C1([0, T ],D′),

i∂tu+
1

2
∆u = 0, (6.17)

u(0) = g,

donde ∆ es el operador con dominio L2(Ω) que extiende ∆. Por otra parte, apli-
cando nuevamente el Lema 1.2.7 con f = 0 y condición inicial g − g̃B junto con
(6.15) obtenemos que ϕ es la única solución de

ϕ ∈ C([0, T ],D) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)),

i∂tϕ+
1

2
∆ϕ = 0, (6.18)

ϕ(0) = g − g̃B .

Por tanto, ψ ∈ C([0, T ],D) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)) ⊂ C([0, T ], L2(Ω)) ∩ C1([0, T ],D′)
satisface

i∂tψ +
1

2
∆ψ = i∂t(g̃B + ϕ) +

1

2
∆(g̃B + ϕ) =

1

2
∆g̃B = 0,

para lo cual hemos empleado el Lema 1.2.5. Como ψ(0) = g, la unicidad en (6.17)
nos dice que ψ = u, lo que concluye la prueba gracias a (6.16). ⊓⊔

Estos dos lemas nos ayudan a construir una sucesión en un subconjunto apro-
piado de C([0, T ], H2

δ (Ω)) con constante de Lipschitz uniforme, cuyo ĺımite nos
permitirá definir la solución de nuestro problema.

Demostración del Teorema 6.2.1:

Utilizamos el Teorema de compacidad de Rellich–Kondrakov para seleccionar un re-

presentante continuo de ψB = ψI |∂Ω, por lo que existe una única ψ̃B ∈ C2(Ω)∩C(Ω)
armónica en Ω e igual que ψB en ∂Ω. Utilizando (H4) podemos obtener, de manera

análoga, la única extensión armónica Θ̃B ∈ C2(Ω)∩C(Ω) de ΘB a todo Ω y definir
de ese modo

Z(t) = ψ̃B + e
i∆
2 t(ψI − ψ̃B) − i

∫ t

0

e
i
2∆(t−τ)Θ̃Bψ̃B dτ ∀t ∈ R.

Como la aplicación t 7→ Θ̃Bψ̃B es constante y por tanto pertenece aW 1,1(R, L2(Ω)),
podemos aplicar el Lema 1.2.7 para obtener que Z es la única solución del problema

Z ∈ C(R, H2(Ω)) ∩ C1(R, L2(Ω)),

i∂tZ +
1

2
∆Z − Θ̃Bψ̃B = 0, (6.19)

Z(0) = ψI , Z(t)|∂Ω = ψB , t ∈ R.
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Z nos permite definir para r, T > 0 el conjunto

Yr,T := {ψ ∈ C([0, T ], H2(Ω)) : ‖ψ−Z‖L∞([0,T ],H2) ≤ r, ψ(t)|∂Ω = ψB ∀t ∈ [0, T ]},

que goza de las siguientes propiedades:

Lema 6.2.5
Bajo las hipótesis del Teorema 6.2.1 y para cualesquiera r, T > 0 se tiene que Yr,T
es un espacio métrico completo (respecto de la norma ‖ · ‖L∞([0,T ];H2)). Además,
existen r∗, T ∗, C > 0 (dependientes de δ,Ω, ψI , ψB) tales que

(i) ‖Z‖L∞([0,T ];H2) ≤ C,

(ii) Yr,T ⊂ C([0, T ], H2
δ (Ω)),

para 0 < r < r∗ y 0 < T < T ∗ arbitrarios.

Demostración:

Para ver que Yr,T es un espacio métrico completo observamos que está contenido
en Br(Z), la bola de centro Z y radio r respecto de la norma ‖ · ‖L∞([0,T ];H2),
que es completa. Por consiguiente basta comprobar que Yr,T es cerrado en dicha
bola. Para ello consideramos la aplicación B : C([0, T ], H2(Ω)) → C([0, T ], H2(Ω))
definida por

B(ψ)(t) := ψ(t) − ψ̃B , ∀t ∈ [0, T ] y ψ ∈ C([0, T ], H2(Ω)),

que es continua y permite escribir Yr,T de la siguiente forma:

Yr,T = Br(Z) ∩ B−1(C([0, T ],D)).

Como D es cerrado en H2(Ω), se tiene que Yr,T es cerrado y en consecuencia
completo respecto de la norma ‖ · ‖L∞([0,T ];H2).
Para la segunda parte sea

mI = inf-es{|ψI(x)| : x ∈ Ω} , mB = inf-es{|ψB(x)| : x ∈ ∂Ω} ,
m = mı́n{mI ,mB} .

Como m > δ, existe ε(δ,Ω, ψI , ψB) > 0 tal que ε < m − δ. Definimos r∗ :=
ε

2K1
, donde K1 es la constante de la inmersión de Sobolev H2(Ω) →֒ L∞(Ω). Nos

valemos, además, de la continuidad temporal de Z para garantizar la existencia de
T ∗(δ,Ω, ψI , ψB) > 0 tal que

‖Z(t) − ψI‖H2 ≤ r∗ ∀ 0 ≤ t < T ∗ , (6.20)

que permite definir C := r∗ + ‖ψI‖H2 , constante que verifica (i). Falta verificar la
inclusión Yr,T ⊂ C([0, T ], H2

δ (Ω)) con 0 < r < r∗ y 0 < T < T ∗ arbitrarios, y para
ello es suficiente notar que cada ψ ∈ Br(Z) pertenece a H2

δ (Ω). Lo comprobamos:

‖ψ(t) − ψI‖H2 ≤ ‖ψ(t) − Z(t)‖H2 + ‖Z(t) − ψI‖H2 < 2r∗ =
ε

K1
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para cualquier t ∈ [0, T ], luego ‖ψ−ψI‖L∞([0,T ];H2) <
ε
K1

y la inmersión de Sobolev

H2(Ω) →֒ L∞(Ω) nos permite establecer que |ψI(x)|−|ψ(t, x)| ≤ |ψI(x)−ψ(t, x)| <
ε c.t. x ∈ Ω y para cada t ∈ [0, T ], por lo que |ψ(t, x)| > |ψI(x)|−ε > m0−m+δ ≥ δ
y entonces ψ ∈ C([0, T ];H2

δ (Ω)), lo que concluye la prueba. ⊓⊔

Tomamos r∗, T ∗,M1 > 0 las constantes que nos proporciona el Lema 6.2.5 y fijamos
0 < r < r∗. ParaM := r+2M1 > 0 se tiene que ‖ψ‖L∞([0,T ];H2) ≤M para cualquier
ψ ∈ Yr,T . El Lema 6.2.2 y la hipotesis (H4) nos proporcionan KVL

(M),KΘ(M) > 0
las constantes de lipschitzianidad para VL y Θ, respectivamente, y

MVL
= sup{‖VL(ψ)‖H2 : ‖ψ‖H2 ≤M} y MΘ = sup{‖Θ(ψ)‖H2 : ‖ψ‖H2 ≤M},

cotas en norma para los términos no lineales. Además, denotamos por K = K(Ω)
a cualquier constante asociada a las estimaciones que provienen de las inmersiones
de Sobolev o del Lema 1.2.3. Sean entonces

T1 =
mı́n{r, 1/2}

KM [λKMVL
+MΘ(1 +K3)]

,

T2 =
1

2K [λK(MVL
+KVL

M) +MΘ +KΘM ]
,

y elegimos T = mı́n{T ∗, T1, T2}. Vamos a construir una solución de (6.8)–(6.11) en
[0, T ] como ĺımite de una sucesión de elementos de Yr,T . Con este objeto definimos

ψ0 := Z, ψk+1 := Z + ΓVL
(ψk) + ΓΘ(ψk), (6.21)

para cada k ≥ 0 entero, donde

ΓVL
(ψ)(t) := −iλ

∫ t

0

e
i
2∆(t−τ)VL(ψ(τ))ψ(τ) dτ,

ΓΘ(ψ)(t) := −i
∫ t

0

e
i
2∆(t−τ)Θ(ψ(τ))ψ(τ) dτ, ∀t ∈ [0, T ]

para cualquier ψ ∈ Yr,T , y vamos a probar que la familia {ψk}k∈N definida en (6.21)
es convergente en Yr,T . Lo haremos en dos etapas:

Etapa 1: La sucesión {ψk}k∈N está contenida en Yr,T y existe L > 0 independiente
de k tal que

‖VL(ψk(t))ψk(t) − VL(ψk(s))ψk(s)‖L2 ≤ L|t− s| ∀t, s ∈ [0, T ] (6.22)

y todo k ≥ 0 entero.
Para demostrar esta primera afirmación definimos

L := K(MVL
+KVL

M)Lψ, Lψ = M

(
1

2
+K(K2MΘ + λMVL

+MΘ)

)
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y razonamos por inducción. ψ0 = Z ∈ Yr,T de forma sencilla usando (6.19), que
además implica que ψ0 ∈ XT

δ es solución de

i∂ψ0 = −1

2
∆ψ0 + Θ̃Bψ̃B .

Por tanto, si estimamos las extensiones armónicas como en (6.14), se tiene

‖∂tψ0‖L2 ≤ 1

2
‖∆ψ0‖L2 +K‖Θ̃B‖H2‖ψ̃B‖H2 ≤ Lψ

uniformemente en tiempo, lo que implica que t 7→ ψ0(t) es lipschitziana con cons-
tante Lψ, que junto con el Lema 6.2.2 nos permite establecer la estimación

‖VL(ψ0(t))ψ0(t) − VL(ψ0(s))ψ0(s)‖L2 ≤ K(MVL
+KVL

M)Lψ|t− s| (6.23)

para cualesquier t, s ∈ [0, T ]. Esto concluye la etapa 1 para ψ0. Sea ahora k ≥
0 y supongamos que ψk ∈ Yr,T y satisface (6.22). Entonces la aplicación t 7→
VL(ψk(t))ψk(t) es lipschitziana y en particular, usando el Lema 1.2.8, está en

W 1,1([0, T ], L2(Ω)). Además, la hipótesis (H4) informa de que Θ(ψk)ψk− Θ̃Bψ̃B ∈
C([0, T ],D), por lo que aplicando el Lema 1.2.7 obtenemos que

Γk = ΓVL
(ψk) + ΓΘ(ψk)

es la única solución de

Γk ∈ C([0, T ],D) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)),

i∂tΓk +
1

2
∆Γk = (Θ(ψk)ψk − Θ̃Bψ̃B) + λVL(ψk)ψk, (6.24)

Γk(0) = 0.

Por tanto ψk+1(t)|∂Ω = ψ0(t)|∂Ω = ψB o, equivalentemente, ψk+1(t) − ψB ∈ D
para cualquier t ∈ [0, T ]. A continuación nos valemos del Lema 6.2.4 en t ∈ [0, T ]
arbitrario, obteniendo

‖ΓVL
(ψk(t))‖H2 ≤ λ

∫ t

0

∥∥∥e i
2∆(t−τ)VL(ψk(τ))ψk(τ)

∥∥∥
H2

dτ ≤ λK2MMVL
t. (6.25)

Por otra parte, aprovechamos que e
i
2∆t es una isometŕıa sobre D para establecer

‖ΓΘ(ψk(t))‖H2 ≤
∫ t

0

∥∥∥Θ(ψk(τ))ψk(τ) − Θ̃Bψ̃B

∥∥∥
H2

dτ ≤ KMMΘ(1 +K3) t,(6.26)

para todo t ∈ [0, T ]. Como consecuencia

‖ψk+1 − Z‖L∞([0,T ],H2) ≤ KM
[
λKMVL

+MΘ(1 +K3)
]
T ≤ r,

ya que T < T1, luego ψk+1 ∈ Yr,T . Para probar que se verifica (6.22) basta observar
en (6.19) y (6.24) que ψk+1 ∈ XT

δ es solución de

i∂tψk+1 +
1

2
∆ψk+1 = Θ(ψk)ψk + λVL(ψk)ψk,
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de donde se desprende que

‖∂tψk+1(t)‖L2 ≤ 1

2
M +KM(λMVL

+MΘ) ≤ Lψ, ∀t ∈ [0, T ].

Esto significa que Lψ es una constante de Lipschitz en tiempo válida para ψk+1.
Razonando como en (6.23) llegamos a

‖VL(ψk(t))ψk(t) − VL(ψk(s))ψk(s)‖L2 ≤ K(MVL
+KVL

M)Lψ|t− s|, (6.27)

para t, s ∈ [0, T ] arbitrarios, luego aplicando el principio de inducción tenemos
probada la etapa 1.

Etapa 2: La sucesión {ψk}k∈N es de Cauchy (respecto de la norma ‖·‖L∞([0,T ],H2))
Para ello es suficiente demostrar que

‖ψk+1 − ψk‖L∞([0,T ],H2) ≤
1

2k+1
∀k ≥ 0, (6.28)

ya que la propiedad de Cauchy se deduce de esta desigualdad. De nuevo razonamos
por inducción. Para k = 0 podemos estimar del mismo modo que en (6.25) y (6.26)
y, usando que T < T1, obtener ‖ψ1 − ψk‖L∞([0,T ],H2) ≤ 1

2 . Además, si ψ,ϕ ∈ Yr,T
el Lema 6.2.4 nos permite escribir

‖ΓVL
(ψ(t)) − ΓVL

(ϕ(t))‖H2 ≤ λK2(MVL
+KVL

M)

∫ t

0

‖ψ(τ) − ϕ(τ)‖H2 dτ (6.29)

para t ∈ [0, T ] arbitrario. Asimismo, (H4) implica

‖ΓΘ(ψ(t)) − ΓΘ(ϕ(t))‖H2 ≤ λK(MΘ +KΘM)

∫ t

0

‖ψ(τ) − ϕ(τ)‖H2 dτ (6.30)

para todo t ∈ [0, T ]. Por tanto, si k ≥ 1 se tiene

‖ψk+1 − ψk‖L∞([0,T ],H2) ≤
1

2
‖ψk − ψk−1‖L∞([0,T ],H2),

donde hemos usado el hecho de que T < T2. Aplicando finalmente la hipótesis de
inducción obtenemos (6.28) y culminamos aśı la segunda etapa.
La completitud de Yr,T implica entonces la existencia de ĺımite para la sucesión
{ψk}, que denotaremos ψ ∈ Yr,T y nos proporcionará la única solución del problema
(6.8)–(6.11). En primer lugar basta observar las estimaciones (6.29) y (6.30), que
nos permiten pasar al ĺımite de forma continua en (6.21) de manera que ψ =
Z + ΓVL

(ψ) + ΓΘ(ψ). Además, si ψ′ ∈ Yr,T tiene esta propiedad, entonces

‖ψ(t) − ψ′(t)‖H2 ≤ 2T2

∫ t

0

‖ψ(τ) − ϕ(τ)‖H2 dτ ∀t ∈ [0, T ],

donde hemos recurrido a (6.29) y (6.30). El Lema de Gronwall implica que ψ = ψ′

y, por tanto, existe un único punto fijo del operador ψ 7→ Z + ΓVL
(ψ) + ΓΘ(ψ).
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Para concluir la prueba del Teorema 6.2.1 definimos Θ := Θ(ψ) y VL := VL(ψ) y
observamos que (H4) implica Θ ∈ C([0, T ], H2(Ω)) y que el Lema 6.2.2 garantiza
que VL ∈ C([0, T ], H2(Ω)) es solución de (6.10)–(6.11). Además, si observamos
que ψ ∈ Yr,T ⊂ C([0, T ], H2

δ (Ω)) verifica las condiciones iniciales y de contorno y
tomamos ĺımite en (6.22), obtenemos que VL(ψ)ψ ∈ W 1,1([0, T ], L2(Ω)). Por otra
parte, de la condición de frontera ψ(t)|∂Ω = ψB y la hipótesis (H4) se deduce

que Θ(ψ)ψ − Θ̃Bψ̃B ∈ C([0, T ],D). Entonces el Lema 1.2.7 implica que ψ ∈ XT
δ

es solución (6.8). Para completar la demostración tan solo es necesario probar que
VL ∈ XT . El Teorema 4.3.2 es aplicable en este caso, por lo que existe un argumento
S ∈ XT de ψ. Teniendo en cuenta que 〈S〉 ∈ C1([0, T ],R) y aplicando el lema 6.2.2,
deducimos que VL = S − 〈S〉 ∈ XT , lo que culmina la demostración. �

OBSERVACIÓN 6.2.6 El potencial Θ en la ecuación (6.8) es genérico, y hemos
impuesto la hipótesis (H4) en el Teorema 6.2.1 para poder seleccionar una autoin-
teracción de tipo Poisson de forma sencilla. Esto nos ha obligado a tratar Θ (bien
conocido en ∂Ω) de manera distinta a VL, que no está determinado en la frontera
del dominio pero es lipschitziana respecto de ‖ · ‖L2 . Si sustituimos (H4) por

(H4’) Θ : H2
δ (Ω) → H2(Ω) es localmente lipschitziana respecto de ‖ · ‖L2, H2 , s

el teorema sigue siendo válido y la demostración se simplifica, pues podŕıamos tratar
a Θ independientemente de los valores que pueda tomar en ∂Ω, como sucede con
el potencial VL.

OBSERVACIÓN 6.2.7 La generalización del Teorema 6.2.1 a dimensión arbi-
traria presenta dos dificultades. La primera es de regularidad, ya que este resultado
depende fuertemente de la inmersión de Sobolev H2(Ω) →֒ L∞(Ω), que se verifica
solamente para 1 ≤ d ≤ 3. En dimensiones superiores, sin embargo, debemos tra-
bajar en Hs(Ω) con s > d/2 y la extrapolación del resultado a dimensión arbitraria
depende de aquella del Lema 6.2.4 (además de la adaptación de las hipótesis sobre
Θ). La segunda viene del Teorema 4.2.2 que se obtiene gracias a la existencia de
potenciales escalares de un campo irrotacional f . En este caso la condición

∂xj
fk = ∂xk

fj , ∀j 6= k

resuelve el problema (consúltese la Observación 4.2.4).

OBSERVACIÓN 6.2.8 El problema de establecer el Teorema 6.2.1 en todo el
espacio R

d resulta de gran interés, ya que la técnica que utilizamos para el caso
de dominios acotados resulta inoperante. La primera dificultad que encontramos
reside en generalizar los Teoremas 1.2.9 y 1.2.10 a todo R

d, problema que puede
resolverse usando propiedades de geometŕıa diferencial. La segunda, en apariencia
más complicada, es que no está claro cómo mantener la condición ∇ψ/ψ ∈ Hk(Rd)
a lo largo de la evolución temporal, al menos localmente. Un análisis detallado de
la acción del grupo de Schrödinger sobre funciones con esa propiedad podŕıa dar
luz sobre esta cuestión.
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6.3. Aplicación: el sistema de Schrödinger–Lange-
vin–Poisson con entalṕıa

Consideramos el siguiente sistema de Schrödinger–Poisson no lineal describiendo
efectos de fricción y autointeracción que surge de forma natural en el modelado
de dispositivos semiconductores gracias a su equivalencia con los sistemas hidro-
dinámicos cuánticos disipativos [7, 70, 71, 76, 90]:

i∂tψ = −1

2
∆ψ + V ψ + Uψ + λS ψ, (6.31)

λ2
D∆V = C − n, (6.32)

V |∂Ω = VB . (6.33)

En este sistema λD > 0 es la longitud de Debye, λ > 0 el coeficiente de fricción,
C = C(x) la concentración de dopaje del dispositivo, n = |ψ|2 la densidad local
asociada a la función de onda ψ y VB es el valor del potencial de Poisson en
la frontera del dispositivo. Además U es un potencial efectivo que representa la
entalṕıa del sistema,

U(ψ) = h(n), donde r h′(r) = p′(r), con h(1) = 0 (6.34)

y p es la presión, en este caso una función escalar que supondremos depende tan solo
de la densidad n de forma suficientemente suave. El término Uψ en (6.31) se puede
entender como el efecto observable de la mezcla de estados que se produce como
consecuencia del efecto del entorno sobre el sistema. Este término está asociado a
procesos térmicos que se desarrollan de forma natural a nivel hidrodinámico y en
los casos usuales adopta una forma funcional bien definida. Destacan en particular
los perfiles del tipo

p(n) = T0n
β , β ≥ 1,

donde T0 > 0 es la temperatura del sistema, que engloban los modelos hidrodinámi-
cos isotermo [37, 58, 72] (con β = 1) e isentrópico [70] (para cualquier β > 1). Este
sistema, que como vemos es de gran relevancia por su aplicabilidad, no ha sido es-
tudiado en profundidad en la literatura a causa de las dificultades que presenta el
tratamiento del término de fricción Sψ, expuestas ampliamente en la primera sec-
ción. Sin embargo, sustituyendo la no linealidad S en (6.31) por la reinterpretación
discutida anteriormente

∇VL = Im

(∇ψ
ψ

)
, 〈VL〉 = 0, (6.35)

obtenemos una ecuación bien planteada

i∂tψ = −1

2
∆ψ + V ψ + Uψ + λVL ψ, (6.36)

e invariante frente a cambios de fase constantes y globales (véase el Lema 6.2.2), que
da lugar a un sistema que respeta la dinámica del original y es matemáticamente
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tratable. En este caso vamos a estudiar el problema de tipo mixto asociado a (6.36)
en un dominio acotado Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3), con condiciones iniciales y de contorno

ψ(0) = ψI , ψ(t)|∂Ω = ψB , (6.37)

y en el marco funcional de las hipótesis (H1)–(H3). Lo haremos aplicando el Teo-
rema 6.2.1 con Θ adecuado y bajo hipótesis poco restrictivas sobre p y C.

Teorema 6.3.1
Sean Ω ⊂ R

d (1 ≤ d ≤ 3), λ, λD > 0, C ∈ L2(Ω), p ∈ C2,1([δ,∞[), VB ∈ H3/2(∂Ω)
y supongamos que las hipótesis (H1)–(H3) son satisfechas. Entonces existe T > 0
y una única solución (ψ, V, VL) del problema (6.32)–(6.37) en [0, T ], que verifica

ψ ∈ XT
δ , VL ∈ XT , V ∈ C([0, T ], H2(Ω)).

Para llevar a cabo la demostración es suficiente hacer una elección adecuada del
potencial efectivo Θ de modo que se verifique la hipótesis (H4) del Teorema 6.2.1.
En este caso

Θ(ψ) = V (ψ) + U(ψ), (6.38)

donde V (ψ) es la única solución del sistema (6.32)–(6.33) y U(ψ) viene determinado
expĺıcitamente por (6.34). Debemos, por tanto, establecer dos aplicaciones V y U
en el espacio H2

δ (Ω) con las propiedades adecuadas para que Θ verifique (H4). En
primer lugar determinaremos V adecuado a nuestro contexto.

Lema 6.3.2
Sean Ω ⊂ R

d un dominio acotado con frontera de clase C2, C ∈ L2(Ω) y VB ∈
H3/2(∂Ω). Entonces existe V : H2(Ω) → H2(Ω) localmente lipschitziana tal que,
para cualquier ψ ∈ H2(Ω), V (ψ) es la única solución de (6.32)–(6.33).

Demostración:

Al igual que en la sección anterior, elegimos un representante continuo de VB defi-
nido en ∂Ω y tomamos ṼB ∈ C2(Ω)∩C(Ω) la extensión armónica de VB a todo Ω.
Para ψ ∈ H2(Ω) consideramos fψ = − 1

λ2
D

(C − n) ∈ L2(Ω) y le aplicamos el Lema

1.2.2, obteniendo de esta forma uψ ∈ D única tal que ∆uψ = 1
λ2

D

(C−n). Por tanto,

definiendo V (ψ) := ṼB+uψ basta con hacer los cálculos para comprobar que V (ψ)
resuelve (6.32)–(6.33). Aemás, se trata obviamente de la única solución. Si M > 0
y ψ,ϕ ∈ H2(Ω) son tales que ‖ψ‖H2 , ‖ϕ‖H2 ≤M, se tiene que

‖V (ψ) − V (ϕ)‖H2 ≤ K1

λ2
D

‖nψ − nϕ‖H2 ≤ K1K2

λ2
D

‖ψ − ϕ‖H2

tras una nueva aplicación del Lema 1.2.2 con f = fψ−fϕ que proporciona K1. Por
su parte K2 procede del Teorema 4.2.2. Esto culmina la prueba. ⊓⊔

A continuación veremos que para p suficientemente regular en intervalos separados
de 0, el potencial U tiene las caracteŕısticas necesarias.
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Lema 6.3.3
Sean Ω ⊂ R

d un dominio acotado con frontera de clase C2, δ > 0 y p ∈ C2,1([δ,∞),R).
Entonces, si definimos U(ψ) para ψ ∈ H2

δ (Ω) como en (6.34), se tiene que U :
H2
δ (Ω) → H2(Ω) es una aplicación localmente lipschitziana.

Demostración:

Si definimos

h(s) :=

∫ s

1

1

r
p′(r) d r ∀s > δ,

es claro, usando el Teorema Fundamental del Cálculo y la regularidad de p, que
h ∈ C2,1([δ,∞[) y se verifica la segunda igualdad de (6.34). Además, U(ψ) ∈ L2(Ω)
y podemos aplicar el Lema 1.2.4 dos veces, obteniendo que U(ψ) ∈ H2(Ω) y se
verifican las reglas de derivación habituales

∇U(ψ) = h′(n)∇n,
(∇⊗∇)U(ψ) = h′′(n)∇n⊗∇n+ h′(n) + (∇⊗∇)n.

Denotamos por K = K(Ω) una constante tal que ‖v‖L∞ ≤ K‖v‖H2 y ‖v‖L4 ≤
K‖v‖H1 para cualquier v ∈ C∞

c (Ω). Para probar que U es localmente lipschitziana
fijamosM > 0 y usamos la regularidad de h para obtenerKh(Ω,M),Mh(Ω,M) > 0
constante de Lipschitz y cota superior, respectivamente, válidas para h, h′ y h′′

en el intervalo [δ,KM ]. El Teorema 4.2.2 nos proporciona asimismo Kn(Ω,M),
Mn(Ω,M) > 0 constantes análogas para n en Ω. Entonces, para cualesquiera ψ,ϕ ∈
H2
δ (Ω) tales que ‖ψ‖H2 , ‖ϕ‖H2 ≤M se tiene que

‖U(ψ) − U(ϕ)‖L2 ≤ Kh‖nψ − nϕ‖L2 ≤ C0‖ψ − ϕ‖H2 . (6.39)

Usando ahora (6.39) y acotando de manera sencilla se deduce que

‖∇U(ψ) −∇U(ϕ)‖L2 ≤ ‖h′(nψ)‖L∞‖∇nψ −∇nϕ‖L2

+ ‖h′(nψ) − h′(nϕ)‖L∞‖∇nϕ‖L2 (6.40)

≤ (Mh +MnKh)‖nψ − nϕ‖H1 ≤ C1‖ψ − ϕ‖H2 .

Por último, recurrimos nuevamente a (6.39) para establecer

‖∆U(ψ) − ∆U(ϕ)‖L2 ≤ ‖h′′(nψ)‖L∞(‖∇nψ‖L4 + ‖∇nϕ‖L4)‖∇nψ −∇nϕ‖L4

+ ‖h′′(nψ) − h′′(nϕ)‖L∞‖∇nϕ‖2
L4

+ ‖h′(nψ)‖L∞‖∆nψ − ∆nϕ‖L2 (6.41)

+ ‖h′(nψ) − h′(nϕ)‖L∞‖∆nϕ‖L2 ≤ C2‖ψ − ϕ‖H2 ,

donde C0, C1, C2 > 0 son funciones polinómicas de las constantes mencionadas
al principio. Utilizando finalmente el Lema 1.2.2 y las estimaciones (6.39)–(6.39)
obtenemos la lipschitzianidad local de U . ⊓⊔

Una vez establecidos los términos no lineales de forma adecuada, podemos probar
la existencia y unicidad de solución local del problema (6.32)–(6.37).
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Demostración del Teorema 6.3.1:

Las hipótesis del teorema implican las condiciones que se imponen en los Lemas
6.3.2 y 6.3.3. Por tanto, si definimos Θ(ψ) como en (6.38) para ψ ∈ H2(Ω) y

ΘB = VB + h(nB), nB = |ψB |2,

es sencillo comprobar que la hipótesis (H4) es satisfecha. En efecto, Θ es localmente
lipschitziana por ser suma de aplicaciones que lo son y, para cualquier ψ ∈ H2(Ω)
tal que ψ|∂Ω = ψB , se tiene que

Θ(ψ)|∂Ω = V (ψ)|∂Ω + U(ψ)|∂Ω = VB + h(n|∂Ω) = ΘB ,

donde las igualdades se han establecido aprovechando la regularidad de h y de n.
Aplicando entonces el Teorema 6.2.1 tenemos T > 0 y una única terna (ψ,Θ, VL)
tal que VL ∈ XT satisface (6.35) y ψ ∈ XT

δ cumple las condiciones (6.37) y (6.8)
con Θ = U(ψ) + V (ψ) ∈ C([0, T ], H2(Ω)), que es exactamente (6.36). Por último,
los Lemas 6.3.2 y 6.3.3 implican que V := V (ψ) ∈ C([0, T ], H2(Ω)) y resuelve
(6.32)–(6.33), por lo que (ψ, V, VL) es la única solución de nuestro problema como
queŕıamos demostrar. �







Apéndice A

Distintas formulaciones de
un sistema cuántico

El objetivo de este apéndice es introducir y comparar las descripciones básicas
de las distintas formulaciones de la mecánica cuántica que nos han servido de
marco teórico para modelar introducir los efectos disipativos, aśı como las relaciones
formales entre las mismas. Al final se incluye un esquema gráfico resumen que
permite visualizar la exposición previa.

A.1. El operador de densidad y la ecuación de
Liouville Von Neumann

El formalismo de operadores de densidad fue introducido por J. Von Neumann
en 1.925 como herramienta compatible con las interpretaciones de Heisenberg–
Dirac y de Schrödinger para la mecánica cuántica. Como se trata de la descripción
básica sobre la que se formulan los sistemas cuánticos abiertos, vamos a dar una idea
general sobre la noción de operador de densidad de un sistema cuántico sin mostrar
una definición rigurosa y en todo caso orientada a problemas de ecuaciones en
derivadas parciales, por lo que utilizaremos como espacio inicial de estados L2(Rd)
(aunque utilizaremos derivadas si fuera oportuno). Puede consultarse en [110] una
discusión detallada sobre la motivación y los aspectos teóricos que conducen a
definir el operador de densidad de un sistema cuántico.

El concepto de operador de densidad se fundamenta en la idea de que conocer un
sistema f́ısico S es equivalente a conocer los resultados de medir cualquier magnitud
que se pueda observar en S. En mecánica cuántica esta afirmación cobra especial
sentido ya que se postula que los estados de un sistema son elementos de un espacio
de Hilbert, que en nuestro caso es L2(Rd) con el producto escalar usual

〈ψ|φ〉 =

∫

Rd

ψ(x)φ(x) dx ∀ψ, φ ∈ L2(Rd).

Cada magnitud A observable sobre S está representada por un operador lineal y
hermı́tico A sobre L2(Rd), de manera que
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(a) Cualquier medición de A que realicemos sobre S proporciona siempre como
resultado un valor propio a de A.

(b) Si S está en el estado ψ, la probabilidad de que al medir A se obtenga a es
|〈ψ|φa〉|2, donde φa es un vector propio asociado al valor propio a.

Por tanto, el valor esperado de A en el estado ψ viene dado por 〈A〉ψ = 〈Aψ|ψ〉.
Este hecho se puede describir en términos de un operador de proyección asociado
a ψ. En efecto, si consideramos

Pψ : L2(Rd) → L2(Rd), definido por Pψφ = 〈ψ|φ〉ψ ∀φ ∈ L2(Rd),

se tiene que Pψ es (i) hermı́tico, (ii) definido positivo y (iii) de clase traza (es decir,
tiene traza finita) y basta hacer cálculos sencillos para comprobar que el valor
esperado del observable A cuando S se encuentra en el estado ψ viene dado por
〈A〉ψ = traza(PψA). Por tanto cada estado del sistema ψ define, a través de su
operador de proyección, una forma de calcular el valor esperado 〈·〉ψ de cualquier
magnitud A que se pueda medir en S. Von Neumann abstrae propiedades intuitivas
sobre qué es un valor de expectación y demuestra que cualquier aplicación 〈·〉 con
dichas propiedades queda representada por cierto operador R hermı́tico, definido
positivo y de clase traza, de manera que

〈A〉 = traza(RA),

para cualquier observable A con operador asociado A. Esto conduce a identificar
cada estado de S con un operador R : L2(Rd) → L2(Rd) verificando (i), (ii) y
(iii) que proporciona toda la información probabiĺıstica relativa a mediciones que
podemos hacer sobre S y al que denominaremos operador (matriz) de densidad
del sistema. En el caso particular de que R = Pψ para cierta ψ ∈ L2(Rd), di-
remos que el sistema está en el estado (puro) ψ. Sin embargo, el formalismo de
operadores de densidad admite mucha mayor generalidad permitiendo considerar
mezclas estad́ısticas de estados, propiedad esencial a la hora de incluir los efectos
de interacción de S con otro sistema cuántico.

Von Neumann prueba que la evolución temporal de R está gobernada por la
versión cuántica de la ecuación de Liouville:

d

dt
R = − i

~
[H,R], (A.1)

donde H = − p2

2m + V es el hamiltoniano del sistema (p es el operador momento)
asociado al potencial externo V . Para poder trabajar con ella desde nuestro punto
de vista consideramos el núcleo integral de R, esto es, ρ = ρ(x, y) tal que

(Rφ)(x) =

∫

Rd

ρ(x, y)φ(y) dy ∀φ ∈ L2(Rd).

Podemos considerar ρ ∈ L2(R2d), ya que si R describe un estado puro ψ es fácil
probar que ρ(x, y) = ψ(x)ψ(y) y en el caso general se puede escribir como suma
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ponderada de productos de este tipo. Una de las ventajas de ρ es que permite
trabajar “en coordenadas” con el operador R, haciendo posible un tratamiento de
la ecuación de Liouville–Von Neumann en el lenguaje diferencial, que resulta más
operativo que la formulación basada en operadores. La ecuación (A.1) se escribe
en términos de ρ de la siguiente manera:

∂tρ = − i

~
(Hx −Hy)ρ, (A.2)

donde los sub́ındices en el hamiltoniano indican la variable respecto de la que
actúan. Esta igualdad es equivalente a la ecuación maestra y constituye la reescri-
tura apropiada para introducir la ecuación de Wigner del sistema.

A.2. Interpretación cinética. La ecuación de Wig-
ner

La representación de un sistema cuántico en el espacio de fases establece una
analoǵıa con la mecánica clásica de muchas part́ıculas, que explica la dinámica me-
diante una función de densidad de probabilidad. Para establecer dicha descripción
a partir del operador de densidad R basta considerar su transformada de Wigner
[114], que se expresa de la siguiente forma:

W[R](x, ξ) :=
1

(2π)d

∫

Rd

ρ
(
x+

~

2m
η, x− ~

2m
η
)
e−iξ·ηdη.

De esta manera se define la función de Wigner del sistema como W (x, ξ) :=
W(R)(x, ξ) para cualquier (x, ξ) ∈ R

2d, donde x representa la posición y ξ la
velocidad. El carácter hermı́tico de R implica que W es una función con valores
reales, aunque se puede comprobar con ejemplos sencillos que no es necesariamente
positiva, lo que provoca que la interpretación probabiĺıstica de la función de Wig-
ner no sea del todo adecuada. Sin embargo el tratamiento de W es más operativo
y aporta un enfoque cinético a la teoŕıa cuántica conservando toda la información
del sistema. En efecto, la transformación W es biyectiva y su inversa (denominada
cuantización de Weyl [113]) viene dada por

(W−1[W ]φ)(x) :=

∫

Rd

W
(x+ y

2
, ξ
)
φ(y)e

i
~
ξ(x−y)dξ, ∀φ ∈ L2(Rd).

La transformación de Wigner proporciona, por tanto, una reescritura de R más
sencilla y con una interpretación clásica más precisa. Además, permite interpretar
la ecuación de Von Neumann como una ecuación de transporte, ya que tomando
W en (A.1) se deduce la denominada ecuación de Wigner

∂tW + (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W = 0 , (A.3)
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donde Θh[V ] es un término pseudo–diferencial asociado al potencial externo V :

Θ~[V ]W (x, ξ, t) =
i

(2π)d

∫

R2d

1

~

[
V

(
x+

~

2m
y, t

)
− V

(
x− ~

2m
y, t

)]

×W (x, ξ′, t)e−i(ξ−ξ
′)·ydξ′dy

La ecuación (A.3) es equivalente a (A.1) y cualquier término adicional en la ecuación
de Liouville–Von Neumann puede reescribirse (v́ıa W) en términos de W , por
lo que la equivalencia entre la ecuación maestra y la de Wigner se conserva si
tenemos en cuenta efectos disipativos. Por último, es importante señalar que la
evolución temporal gobernada por las ecuaciones (A.3) o (A.1) conserva estados
puros (asociados a un operador de proyección Pψ con ψ ∈ L2(Rd)), pero esta
propiedad se pierde en el caso disipativo, como ocurre en los modelos de Caldeira–
Leggett o Wigner–Fokker–Planck.

A.3. Enfoque hidrodinámico

Tanto el operador de densidad como la función de Wigner proporcionan una
descripción completa de un sistema cuántico, pero en ciertos casos su estudio resulta
complejo o computacionalmente costoso. Para simplificarlo se pueden considerar los
momentos en velocidad asociados a W



n(t, x)
J(t, x)
T(t, x)


 =

∫

Rd




1
ξ

ξ ⊗ ξ


W (x, ξ, t) dξ =




densidad local
densidad de corriente

tensor de enerǵıa cinética 2


 ,

y calcular la evolución temporal de n y J a través de (A.3), obteniendo el siguiente
sistema hidrodinámico no local:

∂tn+ divJ = 0 , (A.4)

∂tJ + divT +
1

m
n∇V = 0 , (A.5)

que se puede reescribir en términos de la velocidad media u := J
n siempre que la

densidad local no se anule:

∂tn+ div(nu) = 0 , (A.6)

∂tu+ (u · ∇)u = − 1

m
∇V − 1

n
div(P ) , (A.7)

donde P = T− nu⊗ u es el tensor cuántico de esfuerzos. Como la evolución según
(A.3) conserva la pureza de los estados se puede probar, usando la definición de
T, que div(P ) = 1

m n∇Q, donde Q = Q(t, x) es el potencial cuántico de Bohm y
viene dado por

Q := − ~
2

2m

∆
√
n√
n
.



Apéndice A: Distintas formulaciones de un sistema cuántico 125

Por tanto, el sistema (A.6)–(A.7) (y equivalentemente (A.4)–(A.5)) es cerrado y
proporciona la formulación hidrodinámica de De Broglie–Bohm para la mecánica
cuántica [34, 18]. En consecuencia, si partimos de un estado puro las evoluciones
temporales según (A.1), (A.3) y estos sistemas son equivalentes. Esto no ocurre
en el caso disipativo ya que las ecuaciones maestra y de Wigner no conservan
en general la pureza de los estados, causando que el tensor T recoja información
sobre la mezcla que conforma W en cada instante de tiempo. Esto implica que la
representación del sistema basada en n y J no describe totalmente la fenomenoloǵıa
f́ısica de W y en particular los sistemas (A.4)–(A.5) y (A.6)–(A.7) no son cerrados,
por lo que se hace necesaria alguna relación de clausura que permita trabajar con
ellos. Es usual, en este sentido, dar una interpretación clásica a la información
adicional que contiene T y no se puede expresar en términos de n y J , de manera
que div(P ) = div(P c) + 1

m n∇Q, donde P c es el tensor de esfuerzos clásico del
sistema. Bajo esta interpretación podemos obtener modelos hidrodinámicos que
denominaremos locales. Los modelos más habituales desprecian efectos de tensiones
laterales y describen el tensor en términos de la presión escalar: P c = pI. Cada perfil
de n que supongamos genera un sistema hidrodinámico cuántico: p = 0 conduce
al modelo de temperatura cero (que coincide con el sistema de De Broglie–Bohm),
p = T0 n con T0 > 0 genera el modelo isotermo [37, 58, 72] y, en general, p = T0 n

β

con β > 1 da lugar a modelos denominados isentrópicos [70].

Existe una interpretación hidrodinámica más restrictiva que permite conectar
con la formulación de onda. Se trata de considerar sólo fluidos irrotacionales (sin
vorticidad), lo que permite encontrar un campo escalar S de mu y expresar toda
la información en función de la densidad local n y de dicha S. En este caso los
dos miembros de la ecuación (A.7) se pueden ver como gradientes, lo que permite
deducir la evolución temporal de S en función de n y S, que da lugar al denominado
sistema hidrodinámico cuántico de flujo potencial:

∂tn+
1

m
div(n∇S) = 0, (A.8)

∂tS +
1

2m
|∇S|2 = −V −mU −Q, (A.9)

donde n∇U = div(P c). Si partimos de un estado puro se puede demostrar que
rot(u) = 0 en todos los instantes de tiempo, luego U = 0 y la evolución según
el sistema (A.8)–(A.9) (eliminando los efectos de U) es equivalente a la que pro-
porcionan (A.1) y (A.3). Admitiendo efectos disipativos no tenemos garantizada
la irrotacionalidad del fluido que describimos, luego la hipótesis de existencia de S
supone una pérdida de información real acerca del sistema. Además el potencial
U no se anula en general, y bajo las interpretaciones comentadas anteriormente
describe la entalṕıa del sistema U = h(n), con nh′(n) = p′(n).
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A.4. Formulación de onda y ecuación de Schrödin-
ger

La interpretación de Schrödinger es una de las formulaciones básicas de la
mecánica cuántica y su conexión con la formulación hidrodinámica se basa en la
descomposición de Madelung de la función de onda, de manera que si partimos de
la descripción de un sistema basada en n y S es suficiente definir

ψ =
√
n exp

{
i

~
S

}

para obtener la función de onda que describe la misma f́ısica que n y S. La evolución
temporal de ψ queda descrita a partir de esta construcción y del sistema de flujo
potencial (A.8)–(A.9). En el caso no disipativo (donde U = 0) es sencillo comprobar
que ψ satisface la ecuación de Schrödinger

i~∂tψ = − ~
2

2m
∆ψ + V ψ. (A.10)

Existe controversia sobre la equivalencia matemática entre (A.8)–(A.9) y la ecua-
ción de Schrödinger, basada en la posible multivaluación de ψ que pueden originar
distintas soluciones del sistema de flujo potencial (en [111] se defiende que es ne-
cesaria una condición de cuantización adicional sobre S, mientras que en [67] se
justifica que esa condición se verifica sin necesidad de ser impuesta). No obstan-
te, si entendemos el estado cuántico como un “rayo” de funciones de onda (sin
distinguir entre ψ y eiνψ) dicha multivaluación no afecta a la f́ısica del sistema y
podemos tratar la ecuación de Schrödinger y el sistema de flujo potencial como
equivalentes de forma efectiva. Por tanto, en el caso hamiltoniano (sin efectos de
disipación) la evolución de un estado puro según la ecuación de Wigner (y de Von
Neumann) es equivalente a la ecuación de Schrödinger. En un proceso disipativo
se pueden establecer ecuaciones de Schrödinger que incorporan efectos observables
de esta ı́ndole conservando las densidades local y de corriente, aunque en general
es imposible representar un sistema disipativo de manera fiel utilizando una única
función de onda. En primer lugar debemos observar que mediante esta construc-
ción hemos ido descartando información para poder construir la función de onda a
partir de un operador de densidad general. Además esta carencia no depende del
procedimiento y las hipótesis utilizadas, ya que cada función de onda ψ representa
un estado puro Pψ y las evoluciones según las ecuaciones maestras y de Wigner con
efectos adicionales no respetan esta propiedad. Se pueden establecer representacio-
nes para mezclas de estados utilizando un sistema de ecuaciones de Schrödinger,
si bien mediante esta aproximación no se puede recuperar toda la información que
encierran R o W , por lo que este enfoque no es suficientemente operativo. En la
página siguiente mostramos una visualización de las relaciones entre las distintas
formulaciones y la evolución temporal natural que llevan asociada cada una de
ellas.
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Apéndice B

Soluciones exactas de la
ecuación de

Wigner–Fokker–Planck

Consideramos la ecuación de Wigner–Fokker–Planck (WFP)

∂tW + (ξ · ∇)W + Θ~[V ]W = LWFP [W ] ,

donde

LWFP [W ] =
Dpp

m2
∆ξW + 2λdivξ(ξW ) + 2

Dpq

m
div(∇ξW ) +Dqq∆W ,

las constantes f́ısicas están descritas en el Caṕıtulo 2, Θ~[V ]W es el término pseudo–
diferencial asociado al potencial externo V :

Θ~[V ]W (x, ξ, t) =
i

(2π)d

∫

R2d

1

~

[
V

(
x+

~

2m
y, t

)
− V

(
x− ~

2m
y, t

)]

×W (x, ξ′, t)e−i(ξ−ξ
′)·ydξ′dy

Vamos a calcular la solución exacta y los momentos de orden más bajo, aśı como
el potencial U de la familia SLD para la part́ıcula libre y el oscilador armónico,
de entrada en el caso general (dimensión y condición inicial arbitrarios) e iremos
particularizando para los ejemplos que utilizamos en el caṕıtulo 3. Supondremos la
regularidad que sea necesaria para poder llevar a cabo los cálculos.

B.1. Solución del problema de valores iniciales aso-
ciado a la ecuación de Wigner–Fokker–Planck

Como se trata de una ecuación lineal podemos emplear la transformada de
Fourier

F [W ](y, ζ, t) =

∫

R2d

W (x, ξ, t)exp{i x y + i ξ ζ}d(x, ξ),
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cuya inversa viene dada por

F−1[G](x, ξ, t) =
1

(2π)d

∫

R2d

G(y, ζ, t)exp{−i x y − i ξ ζ}d(y, ζ),

para transformarla en una más simple .

Teorema B.1
La aplicación F lleva la ecuación de Wigner–Fokker–Planck en la siguiente:

∂tG+ (2λ ζ − y) · ∇ζ G+ F [Θ~[V ]W ] +

(
Dpp

m2
|ζ|2 + 2

Dpq

m
y · ζ +Dqq|y|2

)
G = 0.

Demostración:

Si denotamos G = F [W ], es claro que F [∂tW ](y, ζ, t) = ∂tG(y, ζ, t). Además

F [(ξ · ∇)W ](y, ζ, t) =

∫

R2d




d∑

j=1

ξj∂xj
W (x, ξ, t)


 exp{i x · y + iξ · ζ}d(x, ξ)

=
1

i

d∑

j=1

∂ζj

(∫

Rd

exp{i ξ · ζ}∂xj
W (x, ξ, t) exp{i x · y}d(x, ξ)

)

y F [(ξ · ∇)W ](y, ζ, t) = −y · ∇ζG(y, ζ, t), en consecuencia. Por otra parte

F [∆ξW ](y, ζ) = i2
d∑

j=1

ζ2
j

∫

R2d

W (x, ξ) exp{i x · y + i ξ · ζ} d(x, ξ) = −|ζ|2G(y, ζ).

Análogamente, F [∆W ](y, ζ, t) = −|y|2G(y, ζ, t). Para los términos cruzados se tie-
ne

F [divξ (ξ W )](y, ζ, t) =

d∑

j=1

∫

R2d

∂ξj
(ξjW (x, ξ, t) ) exp{i x · y + iξ · ζ}d(x, ξ)

= −
d∑

j=1

ζj∂ζj

∫

R2d

W (x, ξ, t) exp{i x · y + iξ · ζ}d(x, ξ),

luego F [divξ (ξ W )](y, ζ, t) = −ζ · ∇ζG(y, ζ, t). Finalmente

F [div (∇ξW )](y, ζ, t) =

d∑

j=1

∫

R2d

∂xj

(
∂ξj

W (x, ξ, t)
)
exp{i x · y + iξ · ζ}d(x, ξ)

= i2
d∑

j=1

yjζjG(y, ζ, t) = −y · ζ G(y, ζ, t).
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Por tanto, si tomamos transformada de Fourier en la ecuación de Wigner–Fokker–
Planck y reagrupamos términos, tenemos demostrado el teorema. ⊓⊔

En consecuencia, resolviendo la ecuación para G podemos recuperar W . Estos
cálculos los haremos de forma independiente para los dos potenciales en los que
estamos interesados.

B.1.1. La part́ıcula libre

En este caso tomamos V = 0 y tenemos que resolver

∂tG+ (2λ ζ − y) · ∇ζ G+

(
Dpp

m2
|ζ|2 + 2

Dpq

m
y · ζ +Dqq|y|2

)
G = 0 (B.1)

Para ello planteamos el sistema caracteŕıstico asociado:

{
Y ′(t) = 0, Y (0) = y,

Z ′(t) = 2λZ(t) − Y (t), Z(0) = ζ.

Resolviendo la ecuación homogénea, aplicando el método de variación de constantes
e imponiendo la condición inicial, obtenemos que las curvas caracteŕısticas de (B.1)
vienen dadas por {

Y (t) = y,

Z(t) = ζe2λt + y
2λ

(
1 − e2λt

)
.

(B.2)

En este caso es sencillo deducir la inversión de las mismas:
{
y = Y (t),

ζ = Y (t)
2λ

(
1 − e−2λt

)
+ Z(t)e−2λt.

(B.3)

A continuación denotamos G(t) = G(Y (t), Z(t), t) y aśı podemos interpretar la
ecuación (B.1) como una ecuación diferencial ordinaria, lo que nos proporciona,
tomando como condición inicial W (0) = δ0 (que implica G(0) ≡ 1), la siguiente
expresión:

G(t) = exp

{
−
∫ t

0

(
Dpp

m2
|Z(s)|2 + 2

Dpq

m
Y (s)Z(s) +Dqq|Y (s)|2

)
ds

}
.

Usando (B.2) obtenemos que la integral anterior vale

−Dpp

m2

[
|ζ|2 e4λt − 1

4λ
+

|y|2
4λ2

(
t+

e4λt − 2e2λt + 1

4λ

)
+
y · ζ
λ

(
2e2λt − e4λt − 1

4λ

)]

−Dpq

m

[
y · ζ

(
e2λt − 1

2λ

)
+

|y|2
2λ

(
t− e2λt − 1

2λ

)]
−Dqq|y|2t.
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Conforme a (B.3) y reagrupando de nuevo en términos de Z(t) e Y (t) tenemos que
G viene dada por

G(t) = exp{−a(t)|Y (t)|2 − b(t)Y (t) · Z(t) − c(t)|Z(t)|2},

donde los coeficientes a, b y c vendrán dados por (3.16) en el sistema de unidades
fijado en el Caṕıtulo 3. De este modo podemos recuperar la transformada de Fourier
de la solución:

F [W ](y, ζ, t) = exp{−a(t)|y|2 − b(t)y · ζ − c(t)|ζ|2}.

Finalmente, para obtener W debemos conocer la transformada inversa. El siguiente
lema nos será de utilidad siempre que debamos efectuar dicho cálculo.

Lema B.2
Si c > 0 y 4ac− b2 > 0, entonces

1

(2π)d

∫

R2d

exp{−a|y|2 − b y · ζ − c|ζ|2}exp{−iy · x− iζ · ξ} d(y, ζ)

es igual a
1

(2π)d(4ac− b2)
d
2

exp

{
−a |ξ|

2 + b x · ξ + c |x|2
4ac− b2

}
.

Demostración:

Denotando por I(x, ξ) a la integral que pretendemos calcular, tenemos que

I(x, ξ) =
1

(2π)2d

∫

R2d

exp{−a|y|2 − iy · x}
∫

Rd

exp{−c|ζ|2 − b y · ζ − iζ · ξ}dζdy.

Sea I1(y, ξ) la integral respecto de ζ, que se puede escribir de la siguiente manera:

I1(y, ξ) =

∫

Rd

exp

{
−
∣∣∣∣
√
c ζ +

b y + i ξ

2
√
c

∣∣∣∣
2
}

exp

{ |b y + i ξ|2
4 c

}
dζ =

(π
c

) d
2

e
|b y+i ξ|2

4 c ,

donde se ha usado el cambio de variable

η =
√
c ζ +

b y + i ξ

2
√
c

y

∫

Rd

e−|η|2 d η = π
d
2 . Insertando el valor de I1 en I se obtiene que el valor de esta

integral es

π
d
2 exp

{
− 1

4c |ξ|2
}

(2π)2dc
d
2

∫

Rd

exp




−

∣∣∣∣∣∣

√
a− b2

4c
y +

i
(
x− b

2cξ
)

2
√
a− b2

4c

∣∣∣∣∣∣

2

−
∣∣x− b

2cξ
∣∣2

4a− b2

c




dy.
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Haciendo el cambio de variable

η =

√
a− b2

4c
y +

i
(
x− b

2cξ
)

2
√
a− b2

4c

exp

{
1

4c
|ξ|2
}

y usando de nuevo la integral de Gauss tenemos finalmente que I(x, ξ) es igual a

1

(2π)d (4ac− b2)
d
2

exp

{
− c|x|2

4ac− b2
− b2|ξ|2

16ac2 − 4b2c
+

bx · ξ
4ac− b2

− |ξ|2
4c

}
.

Agrupando y simplificando obtenemos el resultado anunciado. ⊓⊔

Como las funciones c(t) y 4a(t)c(t) − b(t)2 son positivas podemos aplicar el
Lema B.2 para obtener que

W0(x, ξ, t) =
(
4π2 d(t)

)− d
2 exp

{
− c(t)

d(t)
|x|2 +

b(t)

d(t)
x · ξ − a(t)

d(t)
|ξ|2
}

resuelve la ecuación de Wigner–Fokker–Planck, donde a, b y c son las calculadas
anteriormente y

d(t) = 4a(t)c(t) − b(t)2 ∀t > 0

es una función positiva. Para obtener la solución de la ecuación de WFP con una
condición inicial arbitraria WI , ensayamos perfiles de la forma

W (x, ξ, t) =

∫

R2d

W0(x−A(z, v, t), ξ −B(z, v, t), t)WI(z, v) d(z, v)

y usamos que W0 es solución de la ecuación de WFP, es decir

(∂tW0 + ξ · ∇W0 − LWFP [W0])(x, ξ, t) = 0 ∀(x, ξ, t) ∈ R
2d × R

+
0 .

En particular esta identidad es satisfecha para los puntos de la forma (x−A, ξ−B, t),
de modo que denotando W0(x− A, ξ − B, t) por W0(·) y desarrollando el término
divξ(ξW ) de LWFP tenemos que

∂tW0(·) + ξ · ∇W0(·) − 2λξ · ∇ξW0(·) −
Dpp

m2
∆ξW0(·) − 2λdW0(·)

−2
Dpq

m
div (∇ξW0)(·) −Dqq∆W0(·) = B∇W0(·) − 2λB∇ξW0(·). (B.4)

Si W ha de ser solución de la ecuación de WFP, entonces (∂tW + ξ · ∇W −
LWFP [W ])(x, ξ, t) = 0, lo que implica

0 =

∫

R2d

{
−∂tA∇W0(·) − ∂tB∇ξW0(·) + ∂tW0(·) + ξ · ∇W0(·) −

Dpp

m2
∆ξW0(·)

−2λξ · ∇ξW0(·) − 2λdW0(·) − 2
Dpq

m
div (∇ξW0)(·) −Dqq∆W0(·)

}
WI(z, v)d(z, v).
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Usando (B.4), tenemos que
∫

R2d

{(−∂tA+B)∇W0(·) + (−∂tB − 2λB)∇ξW0(·)}WI(z, v) d(z, v) = 0.

Esta igualdad se cumple si A y B satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
{
A′(t) = B(t),

B′(t) = −2λB(t),

donde podemos considerar la dependencia de z y v como paramétrica. Además si
imponemos que W (x, ξ, 0) = WI(x, ξ) tenemos que

∫

R2d

W0(x−A(0), ξ −B(0), 0)WI(z, v) d(z, v) = WI(x, ξ),

de donde se desprende que A(0) = z y B(0) = v, habida cuenta de que W (·, ·, 0) =
δ0. Por consiguiente tenemos planteado un problema de valores inciales para A y
B que podemos resolver, obteniendo aśı la solución de la ecuación de WFP con
condición inicial WI en el caso V = 0:

W (x, ξ, t) =

∫

R2d

W0(x−Az(t) z −Av(t) v, ξ −Bz(t) z −Bv(t) v, t)WI(z, v) d(z, v),

donde Az, Av, Bz y Bv vienen dadas por:

Az(t) = 1, Bz(t) = 0,
Av(t) = 1

2λ (1 − e−2λt), Bv(t) = ve−2λt,

fórmulas que nos proporcionan la ecuación (3.17), las cuales utilizamos en las si-
mulaciones numéricas del Caṕıtulo 3.

B.1.2. El oscilador armónico

En este caso consideramos V = k
2 |x|2, donde k es la constante de recuperación.

Calculamos en primer lugar el término pseudo–diferencial en la ecuación de WFP:

Θ~[V ]W =
i k

(2π)dm

d∑

j=1

xj

∫

Rd

yj

∫

Rd

W (x, ξ′, t)e−i(ξ−ξ
′)·y dξ′ dy.

Haciendo el cambio de variable η = ξ′ − ξ obtenemos

Θ~[V ]W = − k

m

d∑

j=1

xj

∫

Rd

∂ηj
W (x, ξ + η, t)δ(η) dη,

donde hemos usado que (2π)d
∫

Rd e
i y·η dy = δ(η). Por tanto, para el oscilador

armónico se tiene que

Θ~[V ]W (x, ξ, t) = − k

m
(x · ∇ξ)W (x, ξ, t),
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y la ecuación de WFP es ahora

∂tW + (ξ · ∇)W − ω2
0(x · ∇ξ)W = LWFP [W ] ,

donde ω0 =
√

(k/m) > 0 es la frecuencia natural del oscilador. Usando el Teorema
B.1 y el hecho de que

F [(x · ∇ξ)W ](y, ζ, t) = −ζ · ∇yG(y, ζ, t),

que se deduce de forma análoga a F [(ξ · ∇)W ] (hecho en la prueba del teorema),
tenemos que la ecuación para la transformada de Fourier se lee

∂tG+ω2
0 ζ·∇y G+(2λ ζ−y)·∇ζ G+

(
Dpp

m2
|ζ|2 + 2

Dpq

m
y · ζ +Dqq|y|2

)
G = 0. (B.5)

Para resolverla planteamos, al igual que antes, el sistema caracteŕıstico asociado:

{
Y ′(t) = ω2

0 Z(t), Y (0) = y,

Z ′(t) = 2λZ(t) − Y (t), Z(0) = ζ,

de manera que las curvas caracteŕısticas para (B.5) vienen dadas por

{
Y (t) = C1 eλ+t + C2 eλ−t,

Z(t) = λ+

ω2
0
C1 eλ+t + λ+

ω2
0
C2 eλ−t,

donde

C1 =
ω2

0 ζ − λ− y

λ+ − λ−
, C2 =

−ω2
0 ζ + λ+ y

λ+ − λ−
.

La inversión de las caracteŕısticas viene dada por las siguientes expresiones




y = e−2λt

λ+−λ−

(
(λ+eλ+t − λ−eλ−t)Y + (−ω2

0eλ+t − ω2
0eλ−t)Z

)
,

ζ = e−2λt

λ+−λ−

(
(eλ+t − eλ−t)Y + (−λ−eλ+t + λ+eλ−t)Z

)
,

(B.6)

tras cálculos largos pero sencillos. Nótese que λ++λ− = 2λ, λ+−λ− = 2
√
λ2 − ω2

0

y λ+λ− = ω2
0 , propiedades que utilizaremos asiduamente de aqúı en adelante. Del

mismo modo respetaremos la notación de la ráız con radicando negativo, dándole
el sentido de número complejo imaginario puro.

Una vez conocidas las curvas caracteŕısticas podemos resolver la ecuación para
G. Si denotamos G(t) = G(Y (t), Z(t), t), podemos entender la evolución de G
como una ecuación diferencial ordinaria, que para G(0) = 1 (que corresponde a
W (0) = δ0, como ya comentamos en el caso anterior) implica

G(t) = exp

{
−
∫ t

0

(
Dpp

m2
|Z(s)|2 + 2

Dpq

m
Y (s) · Z(s) +Dqq|Y (s)|2

)
ds

}
.
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Sustituyendo la expresión de las caracteŕısticas y agrupando adecuadamente se
deduce que

G(t) = −|C1|2D+(t) − |C2|2D−(t) − C1 · C2D(t),

donde

D ± (t) =
1

2λ±

(
Dpp

m2

λ2
±
ω4

0

+Dqq +
2Dpqλ±
ω2

0 m

) (
e2λ± t − 1

)
,

D(t) =
1

2λ

(
2Dpp

m2 ω2
0

+ 2Dqq +
4λDpq

ω2
0 m

) (
e2λt − 1

)
.

Para introducir (B.6), comenzamos desarrollando C1 y C2 en función de y y ζ:

|C1|2 =
1

(λ+ − λ−)2
(
ω4

0 |ζ|2 + λ2
− |y|2 − 2ω2

0 λ−ζ y
)
,

|C2|2 =
1

(λ+ − λ−)2
(
ω4

0 |ζ|2 + λ2
+ |y|2 − 2ω2

0 λ+ζ y
)
,

C1 C2 =
1

(λ+ − λ−)2
(
−ω4

0 |ζ|2 − ω2
0 |y|2 + 2ω2

0 λζ y
)
.

Aśı

−|C1|2D+(t) − |C2|2D−(t) − C1 · C2D(t) =
−ã(t) |y|2 − c̃(t) |ζ|2 − b̃(t) y · ζ

(λ+ − λ−)2
,

donde los nuevos coeficientes vienen dados por

ã(t) = λ2
−D+(t) + λ2

+D−(t) − ω2
0 D(t),

b̃(t) = 2ω2
0 (−λ−D+(t) − λ+D−(t) + λD(t)),

c̃(t) = ω4
0 (D+(t) +D−(t) +D(t)).

Insertando (B.6) encontramos que G(t) está determinada por

G(t) = exp{−a(t)|Y (t)|2 − b(t)Y (t) · Z(t) − c(t)|Z(t)|2},

donde a, b y c están descritos en (3.20) en el sistema de unidades normalizado.
Atendiendo a la definición de G(t) podemos recuperar la transformada de Fourier
de la solución:

F [W ](y, ζ, t) = exp{−a(t)|y|2 − b(t)y · ζ − c(t)|ζ|2}.

Para conocer W debemos calcular la transformada inversa. Usando que las funcio-
nes c(t) y d(t) := 4a(t)c(t)−b(t)2 son positivas (se puede observar representándolas)
y aplicando el Lema B.2 obtenemos que

W0(x, ξ, t) =
(
4π2 d(t)

)− d
2 exp

{
− c(t)

d(t)
|x|2 +

b(t)

d(t)
x ξ − a(t)

d(t)
|ξ|2
}
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es solución de la ecuación de Wigner–Fokker–Planck. Para resolver el problema
de Cauchy asociado a dicha ecuación con una condición genérica WI ensayamos
perfiles de la forma

W (x, ξ, t) =

∫

R2d

W0(x−A(z, v, t), ξ −B(z, v, t), t)WI(z, v) d(z, v).

Razonando de forma análoga al caso de la part́ıcula libre se debe cumplir

∫

R2d

{
(−∂tA+B)∇W0(·) + (−∂tB − 2λB − ω2

0 A)∇ξW0(·)
}
WI(z, v) d(z, v) = 0.

Esta igualdad es satisfecha si A y B resuelven el siguiente sistema de ecuaciones

{
A′(t) = B(t),

B′(t) = −2λB(t) − ω2
0 A(t),

donde podemos considerar la dependencia de z y v como paramétrica. Además, si
imponemos que W (x, ξ, 0) = WI(x, ξ) se tiene que

∫

R2d

W0(x−A(0), ξ −B(0), 0)WI(z, v) d(z, v) = WI(x, ξ),

de donde se deduce que A(0) = z y B(0) = v. Por tanto, disponemos de un
problema de valores inciales para A y B cuya solución es

A(t) = − v + λ−z

λ+ − λ−
e−λ+t +

v + λ+z

λ+ − λ−
e−λ−t,

B(t) =
λ+(v + λ−z)

λ+ − λ−
e−λ+t − λ−(v + λ+z)

λ+ − λ−
e−λ−t.

En consecuencia la solución de la ecuación de WFP con condición inicial WI para
el oscilador armónico viene dada por (3.21), como pretend́ıamos comprobar.

B.2. Densidad local asociada a la ecuación de Wig-
ner–Fokker–Planck

Como hemos demostrado anteriormente, la solución de la ecuación de WFP
para los dos potenciales estudiados viene dada en ambos casos por

W (x, ξ, t) =

∫

R2d

W0(x−Az(t) z −Av(t) v, ξ −Bz(t) z −Bv(t) v, t)WI(z, v) d(z, v),

donde WI es la condición inicial, W0 es función maxwelliana:

W0(x, ξ, t) =
(
4π2 d(t)

)− d
2 exp

{
− c(t)

d(t)
|x|2 +

b(t)

d(t)
x ξ − a(t)

d(t)
|ξ|2
}
,
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y donde a, b, c, d y Az, Av, Bz, Bv son funciones que dependen exclusivamente del
tiempo (diferentes para cada potencial). Calcularemos a continuación los momentos
asociados a W de orden más bajo aprovechando esta estructura de las soluciones.
El primero de ellos es la densidad local, que constituye el momento de orden cero:

n(x, t) =

∫

Rd

W (x, ξ, t) dξ,

y se puede calcular insertando el perfil de las soluciones que conocemos y denotando
(por simplicidad) A = Az z +Av v y B = Bz z +Bv v:

n(x, t) =
1

(2π)d (4ac− b2)
d
2

∫

R2d

WI(z, v) exp

{−c |x−A|2
4ac− b2

}
I2(x, z, v, t) d(z, v),

donde hemos denotado

I2(x, z, v, t) =

∫

Rd

exp

{
b(x−A)(ξ −B)

4ac− b2
− a|ξ −B|2

4ac− b2

}
dξ.

Haciendo el cambio de variable ξ′ = ξ −B tenemos el valor de I2:

I2(x, z, v, t) =

(
(4ac− b2)π

a

) d
2

exp

{
b2 |x−A|2

4a(4ac− b2)

}
,

y la densidad local asociada a la ecuación de WFP con condición inicial WI viene
dada por

n(t, x) =
1

(4πa)
d
2

∫

R2d

exp

{
− 1

4a
|x−Az(t) z −Av(t) v|2

}
WI(z, v) d(z, v). (B.7)

Tomaremos d = 1, el régimen de constantes en el que ~ = m = kB = 1 y elegi-
mos como dato inicial la distribución maxwelliana centrada en la posición x0 y la
velocidad ξ0,

WI(x, ξ) =
1

π
exp

{
−(x− x0)

2 − (ξ − ξ0)
2
}
. (B.8)

Usando la expresión general para n establecida en (B.7) y agrupando conveniente-
mente los términos de la exponencial, tenemos que la densidad local asociada a W
viene dada por

1

2
√
aπ3

exp

{
− 1

4a
x2 − x2

0 − ξ20

}∫

R

exp

{
−
(
A2
z

4a
+ 1

)
z2 +

(
Azx

2a
+ 2x0

)
z

}
I3dz,

donde

I3(x, z, t) =

∫

R

exp

{
−
(
A2
v

4a
+ 1

)
v2 −

(
AzAvz

2a
− Avx

2a
− ξ0

)
v

}
dv.

Para calcular esta integral usaremos el siguiente resultado:
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Lema B.3
Si α > 0, entonces para cualquier β ∈ R se tiene que

∫

R

exp
{
−α v2 − 2βv

}
dv =

√
π√
α

exp

{
β2

α

}
.

Demostración:

Como

−αv2 − 2β v = −
(√

α v +
β√
α

)2

+
β2

α
,

tenemos que

∫

R

exp
{
−α v2 − 2βv

}
dv = exp

{
β2

α

} ∫

R

exp

{
−
(√

α v +
β√
α

)2
}
dv,

por lo que haciendo el cambio de variable w =
√
α v + β√

α
y usando la integral de

Gauss concluimos que

∫

R

exp
{
−α v2 − 2βv

}
dv = exp

{
β2

α

}
1√
α

∫

R

exp
{
−w2

}
dw =

√
π√
α

exp

{
β2

α

}

⊓⊔

Por tanto, tomando

α =
A2
v + 4a

4a
y β =

1

4a
(Az Av z −Av x− 4a ξ0),

el Lema B.3 asegura que

I3(x, z, t) =
2
√
π a√

4a+A2
v

exp

{
(AzAvz −Avx− 4a ξ0)

2

4a(4a+A2
v)

}
.

En consecuencia, la densidad n(t, x) es igual a

e−
1
4a
x2−x2

0−ξ20

π
√

4a+A2
v

∫

R

e
− 4a+A2

z
4a z2+

Azx+4ax0
2a z+

(
AzAvz−(Avx+4aξ0)

)2
4a(4a+A2

v) dz.

Desarrollando los argumentos de las exponenciales y denotando

e(t) =
1

4a(t) +Az(t)2 +Av(t)2
,

se obtiene

n(t, x) =
1

π
√

4a+A2
v

exp

{
− 1

4a+A2
v

x2 +
4aξ20 + 2Avξ0x

4a+A2
v

− x2
0 − ξ20

}
I4(t, x),
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donde

I4(t, x) =

∫

R

exp

{
− 1

e(4a+A2
v)
z2 − 2

(
AzAvξ0 −Azx− x0(4a+A2

v)
)

4a+A2
v

z

}
dz.

Usando de nuevo el Lema B.3 con

α =
−1

e(4a+A2
v)
, β =

AzAvξ0 −Azx− x0(4a+A2
v)

4a+A2
v

podemos deducir el valor de I4, lo que implica que desarrollando el cuadrado del
exponente, agrupando en torno a las potencias de x y simplificando valiéndonos de
la definición de e tenemos que la densidad local asociada a WFP con dato inicial
maxwelliano es

n(t, x) =
(e(t))

1
2

π
1
2

exp
{
−e(t)

(
x− (Az(t)x0 +Av(t)ξ0)

)2}
,

que haciendo x0 = ξ0 = 0 y ajustando adecuadamente los coeficientes en la defini-
ción de e, nos conduce a los valores de n en (3.19) (teniendo en cuenta los valores
de Az, Av, Bz y Bv) para la part́ıcula libre y (3.22) para el oscilador armónico.

B.3. Densidad de corriente asociada a la solución
de la ecuación de Wigner–Fokker–Planck

La densidad de corriente es el momento de primer orden respecto de la velocidad:

J(t, x) =

∫

Rd

ξ W (x, ξ, t) dξ.

Vamos a calcularla de manera análoga a la densidad n(t, x). Como en el caso
anterior, denotamos A = Az z +Av v y B = Bz z +Bv v. Entonces

J(t, x) =
1

(2π)d (4ac− b2)
d
2

∫

R2d

WI(z, v) exp

{−c |x−A|2
4ac− b2

}
I5(x, z, v, t) d(z, v),

donde

I5(x, z, v, t) =

∫

Rd

ξ exp

{
b(x−A)(ξ −B)

4ac− b2
− a|ξ −B|2

4ac− b2

}
dξ.

Haciendo el cambio de variable

ξ = B +

√
4ac− b2

a

(
ξ̃ +

b(x−A)

2
√
a(4ac− b2)

)

se deduce que I5 vale

(
4ac− b2

a

) d
2

e
b2|x−A|2

4a(4ac−b2)

∫

Rd

[√
4ac− b2

a

(
ξ̃ +

b(x−A)

2
√
a(4ac− b2)

)
+B

]
e−|ξ̃|2dξ̃.
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Esta expresión se puede descomponer en dos integrales. La primera es nula ya que
la aplicación ξ̃ 7→ ˜−|ξ|2 exp{ξ̃} es una función impar, luego

I5(x, z, v, t) =

(
(4ac− b2)π

a

) d
2
(
B +

b

2a
(x−A)

)
exp

{
b2 |x−A|2

4a(4ac− b2)

}
,

y la corriente asociada a la ecuación de WFP con condición inicial genérica WI es

J(t, x) =
1

(4πa)
d
2

∫

R2d

(
B +

b

2a
(x−A)

)
exp

{
− 1

4a
|x−A|2

}
WI(z, v) d(z, v).

A continuación calcularemos esta densidad de corriente en el caso unidimensional
para una condición inicial maxwelliana centrada en la posición x0 y en la velocidad
ξ0 (cf. (B.8)) y, al igual que antes, en el sistema normalizado de unidades esta-
blecido en el Caṕıtulo 3. Usando la fórmula general de la densidad de corriente y
manteniendo la notación para A y B tenemos que J viene dada por

1

(4π3a)
1
2

∫

R2

(
B +

b

2a
(x−A)

)
exp

{
− (x−A)2

4a
− (z − x0)

2 − (v − ξ0)
2

}
d(z, v).

Para dar una expresión expĺıcita de J desarrollando el argumento de la exponencial
y escribimos esta última igualdad de la siguiente manera:

J(t, x) =
1

2
√
π3a

exp

{
− 1

4a
x2 − x2

0 − ξ20

}(
I6(t, x) + I7(t, x) + I8(t, x)

)
,

lo que nos permitirá calcular la densidad de corriente a partir de I6, I7 e I8. Comen-
zamos con I6:

I6(t, x) =
bx

2a

∫

R

exp

{
−
(
A2
z

4a
+ 1

)
z2 +

(
Azx

2a
+ 2x0

)
z

}
I9(x, z, t) dz,

donde

I9(x, z, t) =

∫

R

exp

{
−
(
A2
v

4a
+ 1

)
v2 −

(
AzAvz

2a
− Avx

2a
− 2ξ0

)
v

}
dv.

Si aplicamos el Lema B.3 con

α =
A2
v + 4a

4a
y β =

1

4a
(Az Av z −Av x− 4a ξ0)

obtenemos el valor de I9. Insertándolo en la expresión de I6 se deduce que el valor
de esta integral es

b
√
π x√

a(4a+A2
v)

∫

R

e
(AzAvz−Avx−4aξ0)2

4a(4a+A2
v)

−
„

A2
z

4a +1

«

z2+(Azx
2a +2x0)z

dz.
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Ya hemos calculado esta integral en el apartado referente a la densidad local (tras
proporcionar la expresión de I3), y su valor es

π
√

4a+A2
v exp

{
1

4a
x2 + x2

0 + ξ20

}
n(t, x),

por lo que

I6(t, x) =
bx√
a
π3/2exp

{
1

4a
x2 + x2

0 + ξ20

}
n(t, x).

Calculamos a continuación I7, que se puede escribir de la siguiente manera:

I7(t, x) =
2
√
πa√

4a+A2
v

(
Bz −

b

2a
Az

)
exp

{
(Avx+ 4aξ0)

2

4a(4a+A2
v)

}

×
∫

R

z exp

{
− 1

e(4a+A2
v)
z2 − 2z(AzAvξ0 −Azx− x0(4a+A2

v)

(4a+A2
v)

}
dz.

Para ello usaremos el siguiente resultado (análogo al Lema B.3):

Lema B.4
Si α > 0, entonces para cualquier β ∈ R se tiene que

∫

R

z exp
{
−α z2 − 2βz

}
dz = −β

√
π

α3/2
exp

{
β2

α

}
.

Demostración:

Ajustando cuadrados en el exponente llegamos a

∫

R

z exp
{
−α z2 − 2βz

}
dz = exp

{
β2

α

} ∫

R

z exp

{
−
(√

α z +
β√
α

)2
}
dz.

Haciendo ahora el cambio de variable

z =
1√
α

(
w − β√

α

)
,

teniendo en cuenta la imparidad de la función w 7→ w exp{−w2} y usando la
integral de Gauss concluimos que la integral que queremos calcular vale

exp

{
β2

α

}
1√
α

∫

R

1√
α

(
w − β√

α

)
exp

{
−w2

}
dw = −β

√
π

α3/2
exp

{
β2

α

}
.

⊓⊔

Utilizando este resultado con

α = − 1

e(4a+A2
v)

y β =
1

4a+A2
v

(Az Av ξ0 −Az x− x0(4a+A2
v))
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y simplificando, obtenemos la siguiente expresión para I7:

I7(t, x) = 2
√
aπe

3
2

(
Bz −

b

2a
Az

)(
−Az Av ξ0 +Az x+ x0(4a+A2

v)
)

× exp

{
(Avx+ 4aξ0)

2

4a(4a+A2
v)

+
e

4a+A2
v

(
Az Av ξ0 −Az x− x0(4a+A2

v)
)2
}
.

Para concluir tan solo falta calcular I8:

I8(t, x) =

(
Bv −

b

2a
Av

)∫

R

v exp

{
−
(
A2
v

4a
+ 1

)
v2 +

(
Avx

2a
+ 2ξ0

)
v

}
I10dv,

donde

I10(x, v, t) =

∫

R

exp

{
−
(
A2
z

4a
+ 1

)
z2 −

(
AzAvv

2a
− Azx

2a
− 2x0

)
z

}
dz.

Obsérvese que I8 e I10 son análogas a I7 e I9 respectivamente, donde se identifican
z ↔ v, Az ↔ Av, Bz ↔ Bv y x0 ↔ ξ0. Por tanto, los cálculos ya realizados implican

I8(t, x) = 2
√
aπe

3
2

(
Bv −

b

2a
Av

)(
−Az Av x0 +Av x+ ξ0(4a+A2

z)
)

× exp

{
(Azx+ 4ax0)

2

4a(4a+A2
z)

+
e

4a+A2
z

(
Az Av x0 −Av x− ξ0(4a+A2

z)
)2
}
.

Ya podemos reconstruir J , que vendrá como suma de tres expresiones. Si usamos
el valor de I6, la primera de ellas se puede escribir como

1

2
√
π3a

exp

{
− 1

4a
x2 − x2

0 − ξ20

}
bx√
a
π3/2exp

{
1

4a
x2 + x2

0 + ξ20

}
n(t, x),

que depende de la densidad local ya conocida, por lo que el primer sumando de J
es

e
2
2

√
π

b

2a
x exp

{
−e
(
x− (Az x0 +Avξ0)

)2}
.

De la misma manera podemos calcular la segunda componente

1

2
√
π3a

exp

{
− 1

4a
x2 − x2

0 − ξ20

}
I7(t, x),

que conduce a

e3/2√
π

(
Bz −

b

2a
Az

)(
Az x+ x0(4a+A2

v) −Az Av ξ0
)
exp{·},

donde el argumento de la exponencial viene dado por

−e(x2 −2(Azx0 +Avξ0)x+A2
zx

2
0 +A2

vξ
2
0 +2AzAvx0ξ0) = −e

(
x− (Azx0 +Avξ0)

)2
,
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tras largas pero sencillas simplificaciones, lo que nos proporciona la expresión de-
finitiva del segundo sumando de la corriente:

e
3
2

√
π

(
Bz −

b

2a
Az

)(
Az x+ x0(4a+A2

v) −Az Av ξ0
)
e−e
(
x−(Azx0+Avξ0)

)2
.

Finalmente, si intercambiamos Az ↔ Av, Bz ↔ Bv y x0 ↔ ξ0 podemos conocer el
último término:

e3/2√
π

(
Bv −

b

2a
Av

)(
Av x+ ξ0(4a+A2

z) −Az Av x0

)
e−e
(
x−(Azx0+Avξ0)

)2
.

Estamos ya en condiciones de escribir la densidad de corriente. Sustituyendo, re-
agrupando y usando la definición de e(t) tenemos que la densidad de corriente
asociada a WFP con condición inicial maxwelliana es

J(t, x) =
e(t)3/2√

π

(
fx(t)x+ fx0(t)x0 + fξ0(t) ξ0

)
exp

{
−e
(
x− (Azx0 +Avξ0)

)2}
,

donde f, fx0 y fξ0 son funciones que dependen exclusivamente del tiempo, y están
dadas por

fx(t) = Az(t)Bz(t) +Av(t)Bv(t) + 2b(t),

fx0(t) = (4a(t) +Av(t)
2)Bz(t) − (2b(t) +Av(t)Bv(t))Az(t),

fξ0(t) = 4a(t) +Az(t)
2)Bv(t) − (2b(t) +Az(t)Bz(t))Av(t).

Finalmente, si elegimos x0 = ξ0 = 0 se deducen las fórmulas para J que presentamos
en (3.19) y (3.22), sin más que tener en cuenta los valores de Az, Av, Bz y Bv en el
caso de la part́ıcula libre y la definición apropiada de g(t) en el caso del oscilador
armónico. A modo de conclusión, presentamos en la siguiente página un esquema
con los resultados obtenidos.
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Solución de la ecuación de Wigner con condición inicial arbitraria WI :

W (x, ξ, t) =

Z

R2

W0

„

x − (Az(t)z + Av(t)v), ξ − (Bz(t)z + Bv(t)v), t

«

WI(z, v) d(z, v), W0(x, ξ, t) =
`

4π
2
d(t)

´

−

d

2 exp



− c(t)

d(t)
|x|2 +

b(t)

d(t)
x ξ − a(t)

d(t)
|ξ|2

ff

.

y los coeficientes vienen dados por:

Part́ıcula libre: V = 0 Oscilador armónico: V (x) =
ω2

0

2
x

2

a(t) =
1

4λ2



Dpp + 4λ
2
Dqq + 4λDpq + (1 − e

−2λt)

„

Dpp

4λ
(e−2λt − 3) − 2Dpq

«ff

, a(t) =
1

(λ+ − λ
−

)2

n

â(t)
`

λ+e
λ+t − λ

−
e

λ
−

t´2
+ ĉ(t)

`

e
λ+t − e

λ
−

t´2
+ b̂(t)

`

λ+e
2λ+t + λ

−
e
2λ

−
t − 2λe

2λt´

o

e
−4λt,

b(t) =
1

4λ2
(1 − e

−2λt)
“

4λDpq + Dpp(1 − e
−2λt)

”

, b(t) = − 1

(λ+ − λ
−

)2

n

ω
2
0 â(t)

`

λ+e
2λ+t + λ

−
e
2λ

−
t − 2λe

2λt´

+ ĉ(t)
`

λ
−

e
2λ+t + λ+e

2λ
−

t − 2λe
2λt´

+b̂(t)
“

2ω
2
0

`

e
2λ+t + e

2λ
−

t´

+ (λ+ + λ
−

)2e2λt
”o

e
−4λt,

c(t) =
Dpp

4λ
(1 − e

−4λt). c(t) =
1

(λ+ − λ
−

)2

n

â(t)
`

e
λ+t − e

λ
−

t´2
+ ĉ(t)

`

λ+e
λ
−

t − λ
−

e
λ+t´2

+ ω
2
0 b̂(t)

`

λ+e
2λ

−
t + λ

−
e
2λ+t − 2λe

2λt´

o

e
−4λt,

â(t) =
λ2

+

2λ
−

»

Dqq +
λ
−

ω2
0

„

λ
−

ω2
0

Dpp + 2Dpq

«–

(e2λ
−

t − 1) +
λ2
−

2λ+

»

Dqq +
λ+

ω2
0

„

λ+

ω2
0

Dpp + 2Dpq

«–

(e2λ+t − 1),

b̂(t) =
1

λ
(2ω

2
0Dqq + Dpp + 4λDpq)(e

2λt − 1) −
„

ω2
0

λ+

Dqq +
λ+

ω2
0

Dpp + 2Dpq

«

(e2λ+t − 1)

−
„

ω2
0

λ
−

Dqq +
λ
−

ω2
0

Dpp + 2Dpq

«

(e2λ
−

t − 1) ,

ĉ(t) =
ω2

0

2

„

ω2
0

λ+

Dqq +
λ+

ω
Dpp + 2Dpq

«

(e2λ+t − 1) +

„

ω2
0

λ
−

Dqq +
λ
−

ω2
0

Dpp + 2Dpq

«

(e2λ
−

t − 1)

ff

−ω2
0

2λ
(2ω

2
0Dqq + Dpp + 4λDpq)(e

2λt − 1).

Densidades local y de corriente asociadas a dicha solución con condición inicial gaussiana en el caso unidimensional:

n(t, x) =
(e(t))

1
2

π
1
2

exp
n

−e(t)
`

x − (Az(t)x0 + Av(t)ξ0)
´2

o

, J(t, x) =
e(t)3/2

√
π

`

fx(t) x + fx0
(t) x0 + fξ0(t) ξ0

´

exp
n

−e
`

x − (Az(t)x0 + Av(t)ξ0)
´2

o

,

donde hemos denotado

e(t) =
1

4a(t) + Az(t)2 + Av(t)2
, fx(t) = Az(t) Bz(t)+Av(t) Bv(t)+2b(t), fx0

(t) = (4a(t)+Av(t)2) Bz(t)−(2b(t)+Av(t) Bv(t)) Az(t), fξ0(t) = 4a(t)+Az(t)
2) Bv(t)−(2b(t)+Az(t) Bz(t)) Av(t).

Los coeficientes Az, Av, Bz, Bv vienen dados por:

Part́ıcula libre: V = 0 Oscilador armónico: V (x) =
ω2

0

2
x

2

Az(t) = 1, Av(t) =
1 − e−2λt

2λ
, Az(t) =

1

λ+ − λ
−

“

λ+e
−λ

−
t − λ

−
e
−λ+t

”

, Av(t) =
1

λ+ − λ
−

“

e
−λ

−
t − e

−λ+t
”

,

Bz(t) = 0, Bv(t) = e
−2λt. Bz(t) =

ω2
0

λ+ − λ
−

“

e
−λ+t − e

−λ
−

t
”

, Bv(t) =
1

λ+ − λ
−

“

λ+e
−λ+t − λ

−
e
−λ

−
t
”

.
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[41] Diósi, L.: Caldeira–Leggett master equation and medium temperatures. Phy-
sica A 199, 517–526 (1993).



152 Bibliograf́ıa
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[71] Jüngel, A., Mariani, M. C., Rial, D.: Local existence of solutions to the tran-
sient quantum hydrodynamic equations. Math. Models Meth. Appl. Sci. 12,
485–495 (2002).



154 Bibliograf́ıa
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universitarios, 9. Consejo Superior de Investigaciones Cient́ıficas (1991).

[111] Wallstrom, T. C.: Inequivalence between the Schrödinger equation and the
Madelung hydrodynamic equations. Phys. Rev. A 49, 1613–1617 (1994).

[112] Weiss, U.: Quantum dissipative systems, World Scientific, Singapore, 1993.

[113] Weyl, H.: Quantenmechanik und Gruppentheorie. Zeitschrift für Physik 46,
1–46 (1927).

[114] Wigner, E.: On the quantum correction for thermodynamic equilibrium.
Phys. Rev. 40, 749–759 (1932).

[115] Yan, Y.: Quantum Fokker–Planck theory in a non–Gaussian–Markovian me-
dium. Phys. Rev. A 58(4), 2721–2732 (1998).

[116] Zerbe, C., Hänggi, P.: Brownian parametric quantum oscillator with dissipa-
tion. Phys. Rev. E 52(2), 1533–1543 (1995).






