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Introduccién y resultados
principales

El modelado de procesos en los que resulta relevante la pérdida de alguna mag-
nitud observable es un campo de gran interés en Fisica e Ingenieria, ya que gran
parte de los problemas que aparecen en dichas areas puede plantearse de forma rea-
lista en el marco tedrico de un sistema disipativo. A escalas meso y macroscopicas
la teoria cinética proporciona una herramienta poderosa para representar, simular
numéricamente y analizar matemdticamente una gran variedad de fenémenos de
esta indole en campos tan variados que van desde la Astronomia hasta la Biologfa.
A escalas pequenas los efectos cudnticos se tornan esenciales y se hace necesa-
rio obtener una descripcién matemadtica fiel de los factores que pueden generar
disipacién en este contexto. Encontrar una formulacién adecuada para englobar
fenémenos cudnticos disipativos constituye una cuestién de interés creciente por su
gran aplicabilidad en multiples ramas de la Fisica y la Tecnologia como dinamica
browniana, dispersién de iones pesados, 6ptica cuantica, estudio del efecto tiunel o
microelectrénica, especialmente a través del modelado de transporte cudntico de
carga en dispositivos semiconductores.

El objetivo de esta tesis es el estudio de fenémenos disipativos en el ambi-
to de la mecanica cudntica mediante modelos basados en ecuaciones en derivadas
parciales. Nos centraremos en la formulacion de onda adaptada a este tipo de me-
canismos, estudiando qué términos no lineales pueden tener cabida en una ecuacion
de Schrodinger disipativa y analizando el buen planteamiento del problema de Cau-
chy asociado a algunas ecuaciones de Schrédinger que contienen dichos términos.
Prestaremos especial atencién a los efectos de friccion y difusién, estudiando gene-
ralizaciones cuanticas de la ecuacién de Langevin para el movimiento browniano
clasico. Este analisis esta estrechamente relacionado con el problema de la existen-
cia de un argumento suficientemente regular para una funcién de onda dada, al que
prestaremos atencién especifica.

El problema de la representacién de procesos cuanticos disipativos puede enfo-
carse de forma natural desde dos perspectivas. La primera de ellas consiste en partir
de un sistema clasico y aplicarle un procedimiento de cuantizacién, idea que se ba-
sa en la existencia de una funcién de Hamilton o de Lagrange (independiente del
tiempo) que describe la dindmica de dicho sistema. Sin embargo si consideramos,
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por ejemplo, la ecuacion de Langevin

d2$ d

m—z 40— +V'(x) = F(¢), ()

d
que gobierna el movimiento browniano de una particula clasica de masa efectiva m
inmersa en un fluido viscoso con coeficiente de friccién 1 y sujeta a la accién del
potencial V' y a la fuerza aleatoria F', tenemos una ecuacién disipativa sencilla que
no se puede derivar a partir de las ecuaciones de Hamilton (o de Lagrange) aplicadas
a una funcién independiente del tiempo. Como consecuencia existen fenémenos que
exhiben disipacién y no admiten cuantizacion, por lo que parece que este enfoque no
resulta lo suficientemente general. No obstante, podemos encontrar en la literatura
algunos modelos fenomenolégicos basados en reglas de cuantizacién no estandar que
han sido validados posteriormente mediante técnicas més aceptadas. Por ejemplo,
en 1.977 H. Dekker aplica un método de cuantizacion basado en variables complejas
al oscilador arménico amortiguado [39], dando lugar a un modelo con términos
difusivos que posteriormente ha ido apareciendo en otros contextos més generales.

El segundo enfoque natural en la buisqueda de una descripciéon adecuada de
fenémenos cuanticos disipativos consiste en razonar de forma inversa: se parte de
un sistema cuantico y se intentan explicar las diversas causas que puedan ser germen
de los efectos de disipacion observados. Este planteamiento puede materializarse
de distintas maneras, dependiendo de la formulacion de la mecanica cuantica que
utilicemos (en el apéndice A presentamos un breve resumen de aquellas que nos
serdn de utilidad y la relacién que existe entre ellas). Desde el punto de vista del
modelado, sin embargo, el formalismo de operadores de densidad constituye el mar-
co tedrico mas apropiado para la inclusiéon de efectos de disipacién en un proceso
mecano—cuantico, ya que permite trabajar de forma sencilla con los denominados
sistemas cuanticos abiertos. En ellos se respeta la idea basica de que todo sistema
fisico aislado es siempre hamiltoniano y se interpreta cualquier disipacién obser-
vable en el sistema objeto de estudio & como resultado de la interaccién con el
entorno £ que lo rodea. Interpretando S y £ como sistemas cudnticos que se influ-
yen mutuamente, descomponiendo la funcién de Hamilton del sistema compuesto
S ® £ como suma del hamiltoniano de S, el de £ y un tercero de interaccién y
observando solo el comportamiento de S (operacién que se puede llevar a cabo de
forma simple si trabajamos con operadores de densidad) se obtiene la denominada
ecuacion maestra, que consiste en la ley de evolucion temporal del operador de den-
sidad reducido de S y constituye una descripcién completa de un proceso cuantico
disipativo. Existen muchos modelos basados en una ecuacién maestra proveniente
de un sistema abierto que son aceptados y ampliamente estudiados en la literatura
fisica , por ejemplo [21, 41, 42, 48, 66, 108]. Uno de los mds relevantes fue introdu-
cido en 1.983 por A. O. Caldeira y A. J. Leggett (CL) en [21], donde proponen una
generalizacién de la ecuacién de Langevin (1) para el caso cudntico que se obtiene
bajo hipdtesis de altas temperaturas:

& R= L [H,, Rl ~ M {p, RY] ~ 5 Dla, [0, B, @)
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donde R es el operador de densidad reducido del sistema a estudiar, ¢ y p son
los operadores cuanticos de posicién y momento respectivamente, y donde denota-
mos [,-] y {-,-} al conmutador y anticonmutador de operadores respectivamente.
Ademés H, es el hamiltoniano renormalizado [68] y % es la constante de Planck
reducida. Los pardmetros que modelan la interaccién con el ambiente son A = 5Ly
D = nkpTy, donde n > 0y Ty > 0 son la constante de acoplamiento y la tempera-
tura del entorno respectivamente, m es la masa del sistema y kp es la constante de
Boltzmann. La ecuacién (2) se deduce interpretando el sistema £ como un conjunto
infinito de osciladores arménicos de frecuencia muy alta en equilibrio térmico (al
que se denomina bano térmico o reservorio) y utilizando el funcional de influencia
de Vernon y Feynmann [46] para tratar los efectos de la interaccién. Este es un
modelo disipativo muy aceptado en mecanica cudntica debido a su simplicidad (se
trata de una ecuacién lineal que puede resolverse de forma exacta) y porque de él
se derivan aproximaciones numéricas fiables. Adem4s, la interpretacién del entorno
como bano térmico ha dado lugar a modelos méas completos que generalizan el de
Caldeira y Legget. En 1.993, L. Didsi estudié una aproximacién markoviana del
mismo proceso (no markoviano) que describen Caldeira y Leggett para temperatu-
ras medias y altas, obteniendo la siguiente ecuacién maestra:

A(R) =~ o (9. BY] — 2 (Dol 0. B + 2Dyl [p. ]| + Doglp. [p. ). (3)

donde A(R) := 4R+ %[H,,R] y se ha usado la misma notacién que en (2) y
Dy, Dpg y Dgq son constantes que dependen de la interaccién con el bafio térmico.
Pueden verse las definiciones precisas y una descripcién més detallada de este
modelo en el Capitulo 2. La ecuacién (3) incorpora a la ecuaciéon maestra de CL
dos términos que ya habfa obtenido Dekker [39] mediante su método de cuantizacién
y que permiten escribir (3) en la llamada forma de Lindblad (véanse [78, 11]). Se
dice que la ecuacion

dp_ 1

dt h

estd en la forma de Lindblad si H es un operador autoadjunto (un hamiltoniano)
y existe una familia de operadores lineales {L;},en tales que

[H,R] + A(R)

1
A(R>:ZLjRL;_§(LR+RL), con L:ZL}?LJ.,
JEN jEN

donde A* denota el adjunto del operador A. Son necesarias, ademads, algunas hipéte-
sis adicionales sobre H y A (véase [28] para més detalles). Las ecuaciones en la
forma de Lindblad tienen propiedades convenientes como disipatividad (en el senti-
do de los operadores) 78], entropia monétona bajo hipétesis sobre {L;}jen (véase
[15]), y conservacién de la positividad del operador de densidad [28, 78]. Se pue-
den encontar modelos en la literatura obtenidos partiendo de este esquema (por
ejemplo en [48]). La ecuacién maestra de CL no se puede escribir en la forma de
Lindblad; de hecho no puede garantizarse la positividad del operador de densidad
en todo tiempo (véase [2]), por lo que podemos entender la ecuacién (3) como una
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mejora de dicho modelo y nos basaremos en ella para describir el movimiento de
un sistema cuantico que sufre disipacién.

El formalismo de operadores de densidad resulta adecuado para incorporar los
efectos del ambiente sobre un sistema cuantico, pero no es una representaciéon ope-
rativa a la hora de estudiar las propiedades de un modelo, ya que desde el punto
de vista computacional resulta demasiado costoso (requiere 2d variables para un
problema de dimensién d) y mateméticamente es dificil de tratar, pues R es un
operador sobre un espacio de Hilbert y no esta claro en qué marco funcional debe
encuadrarse su estudio. Esta interpretacién de la mecénica cudntica, sin embargo,
se puede reformular en términos de una funcién de densidad de probabilidad de-
finida en el espacio de fases gracias a una transformacién W, que fue introducida
en 1.932 por E. Wigner para instaurar una versién cuéntica de la distribucién de
Boltzmann [114]. La transformada que propone Wigner consiste esencialmente en
la transformada de Fourier del nicleo integral de R (cf. (2.5)), estableciendo de
este modo, en virtud del Teorema de Plancherel, una correspondencia biyectiva e
isométrica entre los operadores de densidad (definidos positivos, autoadjuntos, de
clase traza sobre L2(R?)) y cierto subconjunto de L?(R?). De esta manera, para
estudiar el movimiento de un sistema cudntico (que se puede considerar abierto
o aislado) en el espacio d-dimensional se define la funcién de Wigner de dicho
sistema W : R?? x [0,00) — R como W := W(R) con una interpetacién bien
definida: W (x, &, t) debe ser la densidad de probabilidad asociada al sistema en la
posicién z € R?, a la velocidad ¢ € R? y el instante ¢t > 0. La transformada de
Wigner, por tanto, establece una representacion candénica de un sistema cuantico
contempldndolo desde el punto de vista cinético, lo que nos permite conocer pro-
piedades de cada modelo a través de W(R), cuyo tratamiento presenta multiples
ventajas. Como ya hemos comentado, la funcién de Wigner de un sistema es una
funcién real definida en el espacio de fases, lo que simplifica la interpretacién de
los célculos asociados al sistema objeto de estudio y permite establecer analogias
con el caso cldsico. De hecho existen diversos modelos disipativos, por ejemplo
Wigner-BGK y Wigner-Boltmann en el estudio de dispositivos semiconductores
[38, 70, 88], que se formulan de modo natural en términos de W en analogia con el
caso clasico. Es resenable, por otra parte, que la representacion de Wigner de un
sistema cudntico permite describir sistemas de muchas particulas y conserva toda
la informacién que contiene el operador de densidad convirtiendo a R y W(R) en
equivalentes, de manera que cualquier modelo derivado en el &mbito de los sistemas
cuanticos abiertos puede describirse en la formulacion cinética respetando todas las
propiedades fisicas. En particular la ecuacién (3), en términos de W, da lugar a la
ecuaciéon de Wigner-Fokker-Planck (WFP):

W + (& V)W + O4[VIW = Lwrp[W], (4)

que constituye un modelo disipativo ampliamente aceptado y muy estudiado en
la literatura (véanse [8, 9, 10, 11, 22, 47, 84, 98, 103, 106]) y describe los efectos
disipativos mediante el nicleo de interaccién lineal Ly pp (cf. (2.7)). Nétese que
este queda determinado por las mismas constantes que el modelo de Didsi (cf. (3))
y puede resolverse de forma exacta en casos sencillos, dependiendo del operador
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pseudo—diferencial Oy, que consiste en la transformada de Wigner del potencial
externo V. En la formulacién cinética, este nicleo representa efectos de fricciéon y
difusién. Ademds, eliminando en (4) los términos con coeficientes D,y y Dgyq, que
modelan difusiones anémala y en posicién respectivamente, obtenemos la reescri-
tura del modelo de CL en funcién de W (que denominaremos también como CL
aprovechando la equivalencia entre las formulaciones de Wigner y de operadores
de densidad). Este hecho implica que la incorporacién de efectos difusivos permite
escribir el modelo de Caldeira—Leggett en la forma de Lindblad. Debe tenerse en
cuenta, por ultimo, que la difusién de la que hablamos es de naturaleza cudntica
y por tanto en el limite semiclasico tanto CL como WFP conducen a la ecua-
cién de Vlasov—Fokker—Planck, lo que permite interpretar ambos como una versién
cuantica de un modelo clasico de gran aceptacion.

A pesar de las ventajas que proporciona la descripcién cinética de un proceso
cuantico, la representacién que proporciona la funcién de Wigner también presenta
carencias. De entrada la interpretacién de W como densidad de probabilidad re-
sulta ficticia, ya que puede tomar valores negativos incluso en casos muy sencillos.
Desde el punto de vista computacional, ademads, la representacién en el espacio
de fases resulta bastante costosa ya que, al igual que ocurria con el operador de
densidad, el tratamiento de W requiere el doble de variables que la dimensién de
nuestro problema. Esto se debe a la complejidad que acompana la representacién
mediante W (o R), por lo que en las aplicaciones practicas resulta util simplificar
los modelos utilizando los momentos (respecto de la velocidad) de la funcién de
Wigner, que describen propiedades hidrodindmicas macroscépicas de un sistema
cuantico. Multiplicando la ecuacién cinética por la k—ésima potencia de £ e inte-
grando respecto de dicha variable, se puede deducir la ecuacion de evoluciéon para
el momento de orden k, lo que permite obtener una jerarquia de ecuaciones para los
momentos asociados a W y establecer en particular un sistema para los de orden
mas bajo. En el caso no disipativo el sistema hidrodindmico formado por los dos
primeros momentos n y J (que se interpretan como densidad local y densidad de
corriente) es cerrado y el estudio de dicho sistema es equivalente a la ecuacién de
Wigner, con lo que las propiedades fisicas derivadas de aquel contienen la misma
informacion que las deducidas de esta. En dichas condiciones se puede obtener la
formulacién de De Broglie-Bohm [34, 18] de la mecénica cudntica en términos de
n y u, donde u = J/n es el campo de velocidades asociado asociado al sistema
hidrodindmico que forman las evoluciones temporales de n y J. En este contexto,
ademds, se demuestra (formalmente) que u admite un potencial escalar S al me-
nos localmente, lo que permite establecer el denominado sistema hidrodinamico de
flujo potencial, que describe el sistema en términos de n y S. Al introducir efectos
disipativos a nivel de W, sin embargo, no cabe esperar que el sistema de momen-
tos de algiin orden permanezca cerrado, por lo que es imposible retener todas las
propiedades fisicas de la funcién de Wigner y se hace necesario suplir esta pérdida
de informaciéon imponiendo ad hoc ciertas condiciones de cierre basadas en algin
conocimiento adicional o en hipétesis razonables sobre la fisica del sistema. Este
procedimiento, que es usual también en la teoria disipativa clasica, permite obte-
ner modelos hidrodindmicos con friccién basados en n y J. Ademas, el campo de
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velocidades u genera vorticidad tipicamente, por lo que es imposible que admita
un potencial (ni siquiera localmente) y no se puede establecer la formulacién de
flujo potencial. No obstante, imponiendo la existencia de S tal que J = nV.S se
deducen sistemas hidrodindmicos de flujo potencial que representan efectos de fric-
cién. Obsérvese que dicha hipédtesis supone una pérdida adicional de informacién,
ya que supone describir la hidrodindmica de un sistema disipativo mediante una
representacién irrotacional, eliminando todos los efectos de vorticidad que pudieran
derivarse de interacciones disipativas.

Como vemos, tanto la formulacion cinética como las hidrodindmicas constituyen
herramientas poderosas para describir procesos disipativos en mecanica cuantica
y darles un tratamiento més operativo. En cuanto a la formulacién de onda, es
destacable que la introduccién de cualquier efecto que pueda generar pérdida o
ganancia de alguna magnitud observable debe dar lugar a un hamiltoniano efectivo
dependiente del tiempo en la ecuacién de Schrodinger o a la aparicién de términos
no lineales en la misma, que deben interpretarse como operadores de disipacién.
Ambas consecuencias resultan en principio indeseables, pues conducen a propie-
dades que no admiten interpretacion en la teoria estdndar como la violacién del
principio de superposiciéon. El conocimiento profundo y la interpretacién de los
términos no lineales que modelan efectos disipativos en la ecuacién de Schrédinger
resulta de gran interés, ya que la descripcion mediante funciones de onda es basica
en mecdnica cuantica. Ademads, el andlisis matemadtico de la ecuacién de ondas es
a todas luces mas simple que cualquier sistema hidrodinamico cuantico, y no solo
porque se trata de una tnica ecuacion frente a un sistema. El efecto de deslocali-
zacién habitual en mecédnica cudntica se describe en la formulacién de Schrodinger
como un operador lineal, mientras que en el sistema de arrastre—difusion aparece
el el tensor % y en el hidrodinamico de flujo potencial se obtiene una ecuacion
de Hamilton—Jacobi. Este hecho senala la funcién de onda como privilegiada para
representar cualquier fenémeno que sea sensible a los efectos cuanticos y focaliza
nuestro trabajo hacia el estudio de la evolucién de una funcién de onda adecuada a
cada problema disipativo, que abordaremos desde el punto de vista del modelado y
a través de un enfoque matematico exhaustivo. Respecto a lo primero, es destaca-
ble que hoy en dia no existe todavia un conocimiento profundo sobre cémo deben
entenderse las interacciones disipativas en la ecuacién de Schrédinger, aunque hay
diversos modelos basados en diferentes interpretaciones. En 1.981 N. Gisin intro-
duce una familia de ecuaciones de Schrodinger disipativas partiendo de un sistema
cudntico abierto muy general [53] y usando un operador de proyeccién que permite
recuperar un unico estado en el sistema objeto de estudio. Este modelo resulta
interesante porque admite una amplia generalidad en la interpretaciéon de los ha-
miltonianos de cada uno de los sistemas y de la interaccién, pero resulta dificil de
tratar y se construye en un contexto poco realista, ya que es de sobra conocido que
la evolucién temporal de un sistema cuantico compuesto por dos subsistemas genera
entrelazamiento entre ambos, lo que causa decoherencia cuantica y hace imposible
materializar el estado de Gisin. De hecho, hace imposible cualquier representaciéon
de un sistema abierto (y por tanto de cualquiera que sufra efectos de disipacién)
mediante una tnica funcién de onda, ya que el sistema objeto de estudio no se
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puede representar como tal. Una posible solucién a este problema consiste en con-
siderar un sistema de Schrodinger de estado mixto, aunque este planteamiento solo
mejora el modelo si tenemos informacion sobre los estados que conforman la mezcla
en cada tiempo. Esta cuestién estd relacionada con el fenémeno de einseleccion (del
inglés Environment Induced Superselection), que se fundamenta en la idea de que
el ambiente determina de algin modo los estados del sistema que vamos a poder
observar. No obstante, esta linea de pensamiento escapa de nuestros intereses, por
lo que no tendremos en cuenta este punto de vista.

Debemos ser conscientes, por tanto, de que cualquier representacién de un pro-
ceso disipativo mediante una ecuacién de Schrodinger conlleva una pérdida intrinse-
ca de informacién. Sin embargo, como hemos visto, hay también descripciones hi-
drodindmicas que tampoco contienen todas las propiedades fisicas del sistema ob-
jeto de estudio pero que resultan adecuadas y constituyen buenas aproximaciones.
Bajo esta consideraciéon podemos buscar ecuaciones de onda que describan fenome-
nolégimente procesos con disipacién observable. M. D. Kostin puso en practica esta
idea en [73] para descibrir la dindmica de Langevin en términos de una ecuacién
de Schrodinger con friccién:

2
ihd) = —Q%qu + VO + Vr(t)) + 2) Sv, (5)

donde ¥ = 9 (t, z) es la funcién de onda, A > 0 es el coeficiente de friccién, V es el
potencial externo y Vi es un potencial aleatorio dependiente solo del tiempo que
representa la interaccién del sistema cudntico con el entorno. En la ecuacién (5) los
efectos de friccién quedan descritos, tras algunas simplificaciones, por el término
ASY donde S representa el argumento de la funcién de onda, lo que significa que
se verifica la descomposicién mdédulo—argumento de ¢ (también conocida como
descomposicién de Madelung [85] o perfil WKB):

vit.a) = Vit oo { £ st} (6)

donde « denota la constante de Planck o una constante que desempena el mismo
papel. Es claro que la férmula (6) no determina univocamente S, lo que genera
graves problemas a la hora de llevar a cabo un estudio matematico riguroso de la
ecuaciéon de Kostin, cuestion que nos ocupard mas adelante. Desde el punto de vista
del modelado, sin embargo, la ecuacién (5) tiene propiedades deseables, como disi-
pacién de energia ([74]), y desprende aproximaciones numéricas fieles a la dindmica
de Langevin ([102]). Ademds este modelo es equivalente a la ecuacién maestra de
CL salvo por la pérdida de informacion descrita anteriormente. Esto significa que
partiendo de la ecuacién (2), calculando el sistema hidrodindmico de flujo poten-
cial asociado a las variables n y S y construyendo la funcién de onda v segun la
férmula (6), obtenemos que la evolucién de ) estd gobernada por (5). Este hecho,
ademds de corroborar la ecuacién de Kostin como modelo (formalmente) vélido,
nos marca una pauta para construir una ecuacién de Schrodinger asociada a cada
ecuacién maestra. En particular podemos aplicar este esquema a la ecuacién maes-
tra de Didsi (3), o equivalentemente a la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck, para
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obtener una familia de ecuaciones de Schrédinger disipativas cuya hidrodindmica
coincide con la de aquellas, estableciendo asi nuestro primer resultado de interés
(puede consultarse el enunciado preciso en el Teorema 2.3.2 del Capitulo 2).

Teorema 1

Sea W = W (x,&,t) una solucién de la ecuacién de WFP suficientemente regular
con densidad localn = [ W d¢ > 0 y densidad de corriente J = [ £ W d§. Si existen
campos escalares S, F' y U tales que

S tgs wu = ldivP;, y VF = (V"-v> VS,
n n

n mao

donde PS¢ = P$(n) es un tensor de rango 2 que surge como consecuencia de la
mezcla de estados que conforman W, entonces existe una funcién de onda (¢, x)
que es solucion de la siguiente ecuacion de Schrodinger—Langevin logaritmica con
difusién (SLD)

) h? hA
thoyyy = —%Aw + (V +mU + meqS + 2qulog(n)>z/;
1 1MDag (A”) v Py~ mD,div (‘]) ¥ (7)
2 n m n

y describe la misma dinamica que W, en el sentido de que

V()P =nlta), TV ) = (7).

La ecuacién SLD constituye una generalizacién de (5), ya que contiene un término
de friccién proporcional a la fase S ademds de algunos otros que mejoran el mo-
delo en dos sentidos. En primer lugar, senalamos que la presencia del potencial
efectivo U permite incorporar informacién adicional sobre la mezcla de estados que
conforman la funciéon de Wigner mediante un término eventualmente no lineal que
depende exclusivamente de la densidad local n y, por tanto, deja libertad para es-
tablecer relaciones de clausura concretas, lo que supone una optimizacion respecto
al potencial aleatorio Vi en la ecuaciéon de Kostin. Por otra parte debemos obser-
var que tanto el logaritmico (que fue introducido en la formulacién de Schrodinger
por Bialynicki-Birula y Mycielski en [16]) como el resto de términos que aparecen
en (7) describen al nivel de Schrédinger los efectos difusivos extra que contiene la
ecuacion de WFP respecto del modelo de CL. Comentamos previamente que esta
difusién observable altera muy poco el comportamiento observable del sistema pe-
ro confiere propiedades deseables a la ecuacién (4) que no tiene (2), por lo que su
influencia en SLD debe entenderse como una propiedad adicional de este modelo
respecto de (5). Obsérvese, ademds, que la ecuacién de continuidad asociada a SLD
es de tipo Fokker—Planck, luego la difusiéon de naturaleza cudntica que representa
el coeficiente Dy, es de hecho observable. Estos efectos de difusién en la formula-
cién de onda de la mecanica cuantica fueron estudiados originariamente por H-D.
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Doebner y G. A. Goldin ([43, 44]) dando lugar a una clase de modelos no lineales
cuya forma mds general viene dada por

n

2 . )
o = 5+ 120 (A”> b+ Vib -+ mDl g (d”n(‘])> y

m? JN\? J-Vn An Vnl|?
""?D/MS <|n|> Y4+ mD 'y (nQ)erhD’ (M2n+,u5| n2| >¢,
donde D, D’ > 0 son coeficientes de difusién y p;, j = 1,...,5 son nimeros reales

arbitrarios. La familia de ecuaciones de Schrédinger (no lineales) de tipo Doebner—
Goldin se caracterizan porque determinan una ecuacién de continuidad de Fokker—
Planck, lo que permite interpretar la ecuacién (7) dentro de este contexto. Por
ultimo, la influencia del campo escalar F' surge también como consecuencia del
término de difusién en posicién de la ecuacién de WFP, si bien no esta clara la
interpretacién que debemos darle. Dedicaremos el final del Capitulo 2 a discutir
hipétesis razonables que permitan eliminarlo o incluirlo en la familia de Doebner—
Goldin.

El modelo SLD constituye una familia de ecuaciones de Schrodinger disipativas
basadas en el sistema hidrodinamico asociado a la ecuacién de Wigner—Fokker—
Planck, al que se han impuesto relaciones de cierre para establecer después la
evolucién temporal de una funcién de onda que resume el sistema en el sentido de
que las densidades local y de corriente asociadas a dicha funcién de onda coinciden
(bajo las hipdtesis que permiten cerrar el sistema) con las de la funcién de Wigner.
En [62] se deriva otro modelo a partir de la hidrodindmica asociada a la ecuacién
de WFP siguiendo las mismas premisas bésicas a la hora de construir la funcién
de onda. En este caso, sin embargo, la clausura del sistema de momentos surge
de manera natural por medio de una interpretacién microscépica clésica de las
velocidades de difusion y aplicando al caso disipativo las técnicas de E. Nelson para
derivar la mecdnica cudntica a partir de la newtoniana ([92, 93]) . El resultado
es la siguiente ecuacién de Schrodinger no lineal de tipo logarftmico (a la que
denominaremos SLC en futuras referencias):

2 2 .
iad = —%Aw + %Qw + Alog(n)y + im (w‘An” + mdiv (T{) )w, (8)

donde se mantiene la simbologia que hemos utilizado hasta ahora y se introduce la
notacién
a=2mDy, AN=2Dp;+nDy,.

Obsérvese que el término de friccién de Kostin queda reemplazado en (8) por
el logaritmico como resultado de la aproximacién realizada para la clausura de
los momentos. Ademds, este modelo contiene términos no lineales de la familia de
Doebner—Goldin que describen efectos difusivos. En este sentido es destacable que
aparece el potencial cudntico de Bohm (que surge de forma natural en la descrip-
ci6én hidrodindmica) en la formulacién de onda, dando lugar a un término no lineal
de tipo modular con coeficiente menor que uno, cuya interpretaciéon puede consul-
tarse en [12, 49]. Sin embargo, la caracteristica mas destacable de los elementos de



10 INTRODUCCION Y RESULTADOS PRINCIPALES

la clase de Doebner—Goldin en la ecuacién SLC es que se pueden simplificar por
completo. En efecto, bajo ciertas hipotesis sobre los parametros que son verifica-
dos en este caso (cf. (5.6)), existen relaciones sobre los coeficientes de difusién y los
pardmetros numéricos (cf. (5.7)) que permiten construir una transformaciéon Gauge
para eliminar los efectos de difusién en la ecuaciéon de ondas y reducir esta tltima
a la ecuacién de Schrodinger puramente logaritmica. Esta propiedad nos permi-
tird tratar de forma rigurosa la ecuacién singular (8) trabajando con la ecuacién
logaritmica y transformando de forma adecuada las soluciones de una en soluciones
de la otra. De este modo seremos capaces de demostrar existencia y unicidad de
solucién local para el problema de Cauchy asociado a SLC en el espacio H? (),
que estéd constituido por funciones separadas de cero (constltese la definicién con-
creta en el Capitulo 1), estableciendo asi el Teorema 5.5.1, que constituye otro de
nuestros resultados principales.

Teorema 2

Sean Q C RY (1 < d < 3) un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera
de clase C? y ¢y € H*(Q), 1p € H3?(0Q) funciones separadas de cero y compa-
tibles en la frontera del dominio. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Existe T > 0 tal que el problema de tipo mixto asociado a la ecuacién de
Schrodinger no lineal SLC con condiciones inicial y de frontera vy y ¢ g, res-
pectivamente, tiene solucién tnica v € C([0,T], H3(2)) N C([0,T], L*(9)).

(ii) La dindmica asociada a dicho problema es equivalente a la subyacente al pro-
blema de tipo mixto para la ecuacion de Schrédinger puramente logaritmica,
en el sentido de que existe un homeomorfismo de C’([O, TY; Hg(Q)) que conser-
va la densidad local n = |1|? y lleva soluciones de un problema en soluciones
del otro.

La prueba de este resultado requiere la definicién del homeomorfismo mencio-
nado, que no es més que la transformacién Gauge que simplifica formalmente los
términos de la familia de Doebner—Goldin en (8), y su tratamiento matemético.
Ademiss, el transporte riguroso de soluciones de un problema a otro se puede efec-
tuar a través de los sistemas hidrodinamicos de flujo potencial asociados a ambas
ecuaciones de Schrodinger, ya que entre estos el cambio de fase que define el ho-
meomorfismo no es mas que una traslacién. Para poder establecer dicho sistema
hidrodindmico partiendo de la ecuacién de onda y viceversa necesitamos utilizar
propiedades que se derivan de la férmula de Madelung (6). Este hecho nos conduce
a formular de forma precisa la conexion entre el problema de la existencia de ar-
gumento para una funcién de onda dada y el de la derivacién rigurosa del sistema
hidrodindmico asociado a una ecuaciéon de Schrédinger. De hecho, comenzaremos
centrando nuestra atencion sobre el primero y el flujo de trabajo nos lleva a resolver
el segundo de forma paralela.

El problema de encontrar el argumento de una funcién compleja resulta de gran
interés desde el punto de vista puramente matematico y tiene entidad propia fuera
del contexto en el que trabajamos, ya que conlleva dificultades intrinsecas que re-
sultan dificiles de tratar. La principal se plantea cuando trabajamos cerca de zonas
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de vacio (|¢)| = 0), ya que no se puede definir de forma razonable el argumento
de cero. Este problema solo se puede evitar trabajando con funciones de moédulo
estrictamente positivo, lo que nos sitta en el marco funcional del conjunto HZ(Q)
que mencionamos en el teorema anterior. La segunda, mas controvertida, esta re-
lacionada con el cardcter multivaluado del argumento de un nimero complejo. Si
entendemos, como es natural, que un argumento de v es una funcién S verifican-
do la descomposicién de Madelung (6), debemos observar que dicha férmula no
se puede invertir globalmente y por tanto la bisqueda de S debe efectuarse de
forma indirecta, a través de una interpretaciéon de (6) que permita determinar la
funcién argumento de forma global a posteriori. En el contexto de las ecuaciones
en derivadas parciales existen pocas aproximaciones a dicha reinterpretacion, todas
relativas a la ecuacidn (5), que es la que propone Kostin para describir la dindmica
de Schrodinger-Langevin (pueden consultarse [7, 71, 76]), aunque resultan poco
satisfactorias. En el Capitulo 4 discutimos algunas ideas que surgen a este respec-
to y nos damos cuenta que basta con derivar en la igualdad (6) para obtener la
siguiente relacién para S como potencial escalar del campo de velocidad asociado

a .
VS =alm (ij> :mi, 9)

donde n y J son las densidades local y de corriente relativas a la funcién de onda.
Esta condicién surge también de manera natural en la derivacién de los modelos pa-
ra obtener la formulacién de flujo potencial de un sistema hidrodindmico. Ademas,
la segunda igualdad de (9) depende solo de dos observables macroscépicos del siste-
ma, lo que implica que dichas magnitudes determinan el estado cuantico del sistema
(cf. Corolario 4.2.5). La interpretacién de la descomposicién de Madelung que nos
proporciona la férmula (9) consiste tan solo en encontrar un potencial escalar del
campo de velocidades asociado a la funcién de onda, problema que se puede resol-
ver aplicando resultados desarrollados en la literatura ([3] para la existencia y [4]
para la regularidad), que imponen restricciones sobre la geometria del dominio
donde vamos a trabajar. En concreto, la hipdtesis de conexién simple de €2 surge
como condicién técnica para encontrar potenciales escalares de un campo vectorial
aprovechando los resultados clésicos y se destapa como inevitable para garantizar
la existencia de argumento para una funcién compleja no nula. En la Seccién 4.1
mostramos con un ejemplo la necesidad de esta condicién que, no obstante, no
resulta muy restrictiva para la aplicabilidad de los resultados. Por otra parte la
interpretacién del argumento basada en (9) requiere una condicién de integrabili-
dad sobre todo el dominio para garantizar la dependencia continua de S respecto
de la funcién de onda . El cumplimiento de dicha condicién, sin embargo, no es
suficiente para asegurar la regularidad respecto del tiempo de S cuando ¥ evolu-
ciona temporalmente. Necesitamos imponer alguna ley de evoluciéon temporal que
permita probar dicha regularidad, y en estas condiciones vamos a ser capaces de
demostrar el Teorema 4.3.2, que es fundamental para todos los resultados que le
siguen.
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Teorema 3

Sea Q C R3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C*.
Sean ademés 6 >0, T >0, y ¢ € C([0,T], HZ(2)) N C1([0,T], L*()) una solucién
de la siguiente ecuacion de Schrédinger

0 = — 5 A+ Oln, ]y,

donde © : H%, () x H'(Q) — L?*(Q) es un operador (no lineal) complejo y conti-
nuo. Entonces existe una familia numerable S(v) = {S'},cz € C([0,T], H2(Q)) N
C([0,T7], L*(Q)) tal que para cualquier S € S(¢) se verifican las siguientes afirma-
ciones:

(i) VS(t) =mZ(t) para cualquier t € [0,T] y
¥(0,2) = /n(0,z) exp {;S(O,JJ)} c.t.x el

(ii) S satisface la siguiente ley de evolucién:

a? m |J|?
BtS__ﬁ —Eﬁ—aRe(@[n,J])

Como consecuencia, para todo S € S(v) se verifica la descomposicién de Madelung
W(t,x) = \/n(t, ) exp {;S(t,x)} vt e [0,T] ct x€.

Ademds S(¢) es tinica, ya que si S € C([0,T], H*(Q)) N C1([0,T], L*(Q)) cumple
la descomposicién de Madelung de v, entonces S € S(3).

Este resultado es clave para establecer el sistema hidrodindmico asociado a la ecua-
cién de Schrodinger general que figura en el enunciado del teorema y pone de mani-
fiesto la relacién que ya mencionamos entre la cuestion de establecer dicho sistema
y la existencia de S. De hecho, dos reescrituras adecuadas de la ecuacién del apar-
tado (ii) permiten dar una definicién de S compatible con (9) por una parte y
la ecuacion de Hamilton—Jacobi que formalmente debe satisfacer la funcién S por
otro. Es importante, ademas, que este teorema solo es aplicable cuando el poten-
cial © depende exclusivamente de los observables n y J, circunstancia que no se da
cuando tratamos con la ecuacién de Schrodinger—Langevin propuesta por Kostin.

Como hemos sefialado anteriormente, la ecuacién (5) constituye el modelo disi-
pativo bésico en la formulacién de Schrédinger de la mecanica cuantica. De hecho,
se puede entender como una reescritura de la ecuacién maestra de Caldeira—Legget
bajo dicho punto de vista y es formalmente equivalente (salvo restricciones obvias) a
los sistemas hidrodindamicos cudnticos con friccién. Sin embargo existen muy pocas
aproximaciones al estudio matemético riguroso de dicho modelo, ya que presenta
dificultades desde la propia definicién del mismo. De entrada es claro que (5) es una
ecuacion ambiguamente definida debido a la multivaluacién de la correspondencia
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¥ — S(1). Sin embargo, en [71] se da una interpretacién objetiva y a priori de
S, si bien no resulta completamente satisfactoria y la razén ultima de ello es que
una eleccion concreta del argumento de la funcién de onda 1 modifica la ecuacién
de Schrodinger. Esta carencia estaria presente en cualquier lectura que podamos
hacer de la férmula (6), pero se puede solventar si somos capaces de modificar el
término de fricciéon Sy en la ecuacién de Schrodinger—Langevin sin alterar el com-
portamiento observable del sistema. La clave para ello, que viene implicita en la
propia derivacién de Kostin, es considerar como término de fricciéon Vi, ¢, con Vi,
determinado por

YV, = Im (W) v =0, (10)
(G

donde (A) denota el valor esperado de la magnitud A respecto de la funcién de
onda 1. La propiedad esencial que exhibe Vi, es que Vi, = S — (S) para cualquier
S argumento de ¥, lo que genera independencia del término de friccién respecto
de la elecciéon del argumento y elimina cualquier ambigiiedad en el tratamiento
riguroso del término no lineal. De hecho, sustituyendo S por Vi en la ecuacion
de Schrodinger-Langevin seremos capaces de dar un tratamiento matematico ade-
cuado a dicha ecuaciéon. En concreto demostraremos la existencia y unicidad de
solucion local para el problema de tipo mixto asociado a la que denominaremos
ecuacion de Schrodinger—Langevin generalizada

100 — %vaw@wmnw, (11)

donde © es un término genérico eventualmente no lineal que debe cumplir una
propiedad de continuidad poco restrictiva. Estudiando la ecuacién (10) de manera
andloga a (9) y tratando adecuadamente Vi, y © en la frontera del dominio pro-
bamos el ultimo resultado principal, cuyo enunciado preciso configura el Teorema
6.2.1.

Teorema 4

Sean Q CRY (1< d<3),A\>0y; € HXQ), g € H?(0N) separadas de cero
v compatibles en la frontera del dominio. Si © es localmente lipschitziana respecto
de || - |2 y estd completamente determinada en 0S), entonces existe T > 0 y una
tnica solucién (1, ©,Vr) en [0,T] del problema de tipo mixto asociado a (11) con
condiciones iniciales 1y y 1 respectivamente, donde © = ©(1)) y se tiene que

v € C([0,T], H () N ([0, T], L*()),
Vi € C([0,T], H*(Q)) N C'((0,T], L*())
0 € C([0,T), H*(Q)).

Este resultado admite multiples interpretaciones del potencial efectivo ©, propiedad
de la que sacamos partido para establecer el buen planteamiento local del siguien-
te sistema de Schrédinger—-Langevin—Poisson con entalpia que surge en el estudio
de dispositivos semiconductores como equivalente a los sistemas hidrodindmicos
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cudnticos con friccién y efectos de presién [71]:

1
10y = 7MJ+V¢+U¢+AVM,
MNAV =C —n,

Vlea = Vs,

donde Ap > 0 es la longitud de Debye, A > 0 el coeficiente de friccién, C = C(x)
la concentracién de dopaje del dispositivo, n = [)|? la densidad local asociada
a la funcién de onda ¢ y Vg es el valor del potencial de Poisson en la frontera
del dispositivo. Ademds U es un potencial efectivo que representa la entalpia del
sistema, que describe los efectos de la presion en la formulacion de Schrodinger.
Dicho teorema de existencia y unicidad de solucién, cuya formulacién concreta da
pie al Teorema 6.3.1 del Capitulo 6 es el ltimo resultado de esta memoria de tesis.

El resumen del trabajo realizado es el siguiente: en el Capitulo 1 fijamos algu-
na notacién que permanecera inalterada a lo largo de todo el texto y destacamos
algunos resultados no elementales que nos van a ser de utilidad. Los dos capitulos
siguientes estan orientados a la derivacién y validacién numérica del modelo de
Schrodinger disipativo SLD (ecuacién (7)), de manera que en el Capitulo 2 parti-
mos de la ecuacién maestra (3) a través de la ecuaciéon de Wigner—Fokker—Planck,
construimos el sistema hidrodinamico formado por sus dos primeros momentos en
velocidad, establecemos condiciones de cierre precisas para dicho sistema, obtene-
mos la familia de ecuaciones SLD y finalizamos discutiendo sobre los términos no
lineales U y F' que aparecen en el modelo, ofreciendo condiciones suficientes que
permiten simplificarlo. Asimismo, dedicaremos el tercer capitulo a explorar casos
particulares de la familia SLD, estudiando sus soluciones en algunos casos senci-
llos y testando una versién linealizada mediante comparacién con la ecuacién de
Wigner—Fokker—Planck. En estos dos capitulos nuestra intencién es conocer en una
primera aproximacién el modelo que proponemos, por lo que se supondra siempre la
regularidad necesaria de las funciones que intervienen, asi como aquellas hipétesis
que puedan ser necesarias para efectuar los calculos.

En los tres ultimos capitulos nuestro objetivo es establecer con precisién varios
teoremas referentes al buen planteamiento de algunos modelos cuanticos disipativos
en la formulacién de onda, por lo que otorgamos un tratamiento totalmente rigu-
roso a los elementos que aparecen en nuestros modelos, a las hipdtesis requeridas
y los resultados demostrados. El Capitulo 4 estd dedicado a discutir la interpreta-
cién rigurosa de la descomposicién de Madelung (6) de una funcién compleja ¢ lo
que serd de utilidad en la bisqueda de un argumento S para dicha . Asimismo
calcularemos S aprovechando dicha interpretacién, en una primera aproximacién
para funciones de onda independientes del tiempo y posteriormente para solucio-
nes de una ecuacién de Schrodinger general. De este modo poedremos establecer la
conexién entre las formulaciones de onda e hidrodinamica de flujo potencial de un
fenémeno disipativo. En el Capitulo 5 estudiamos el modelo SLC (ecuacién (8)),
dando en principio un esquema de la derivacién, estableciendo mas tarde de forma
rigurosa la equivalencia entre dicha ecuacién y la ecuacién de Schrédinger pura-
mente logaritmica y aprovechando finalmente el buen planteamiento de esta ultima
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para probar existencia y unicidad de solucién local al problema de tipo mixto aso-
ciado a SLC. Finalmente el Capitulo 6 tiene como objetivo estudiar la ecuacién
de Schrodinger—Langevin, motivando la interpretacién del término de friccién que
hemos anunciado y demostrando el buen planteamiento local de la ecuaciéon de
Schrodinger—Langevin generalizada (11) bajo este criterio. En la tltima seccién de
dicho capitulo aprovechamos la generalidad del teorema de existencia demostrado
para aplicarlo en la resolucién del problema de tipo mixto asocidado al sistema de
Schrédinger—Langevin—Poisson con entalpia.






Capitulo 1
Preliminares

1.1. Notacion

En la elaboraciéon de esta memoria de tesis hemos trabajado con conceptos,
constantes y ecuaciones conocidas tanto en Mateméticas como en Fisica, intentando
utilizar la nomenclatura mas extendida para cada simbolo nuevo que aparece y
explicar su significado con precisién. No obstante la literatura es inabarcable y
en ocasiones la terminologia matemdtica difiere de la fisica, lo que en algunas
ocasiones puede generar confusién. Hemos creido conveniente fijar en este punto
alguna notacién e introducir la minima terminologia nueva posible para evitar
asi cualquier tipo de ambigiiedad, facilitar al médximo el seguimiento del texto y
proporcionar un punto de consulta al lector interesado en capitulos sueltos. Del
mismo modo recogemos en este primer capitulo algunos resultados que nos serdan
de utilidad, unos bésicos pero que conviene establecer con precisién en nuestro
contexto y otros mas avanzados que sirven de herramienta para nuestros propdsitos.

En primer lugar es destacable el hecho de que vamos a trabajar con funciones y
nimeros complejos. De este modo, para z € C denominaremos Re(z) e Im(z) a las
partes real e imaginaria de z, respectivamente, mientras que Z y log(z) denotardn el
namero complejo conjugado y el logaritmo neperiano de z. En particular represen-
taremos la unidad imaginaria de C como 14, evitando utilizar esta letra como indice
en sumas o sucesiones. A lo largo del texto utilizamos, ademads, las constantes uni-
versales i y kp, que representan la constante de Planck reducida (esto es, dividida
entre 27) y la constante de Boltzmann, respectivamente. Aparte de estas, existen
simbolos cuyo significado va a permanecer inalterado a lo largo de todo el texto:
m es la masa efectiva del sistema fisico que consideremos, wy es la frecuencia de un
oscilador armoénico, Ap es la longitud de Debye de un dispositivo semiconductor,
mientras que A representa el coeficiente de friccién de un sistema disipativo. Del
mismo modo T y T™ seran limites superiores de intervalos temporales, § > 0 el
limite inferior de funciones separadas de cero, 2 un domino acotado del espacio
R? y V representa un potencial externo o el potencial de Poisson. Respecto a la
ecuacién de Wigner—Fokker—Planck denotaremos 2, Tp y 7 a la frecuencia maxi-
ma, temperatura y constante de acoplamiento del bano térmico, respectivamente,
mientras que Dy, Dyq y Dgq son las constantes que describen la interaccién entre el
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sistema fisico y el bano térmico (véase el Capitulo 2), que también aparecerdn en la
formulacién de nuestros modelos de Schrédinger. Usaremos a menudo o = 2mD g,
que desempena el rol de unidad de accién en las ecuaciones que contienen efectos
difusivos.

En un sistema cudntico se utiliza fipicamente W para denotar la funcién de
Wigner y ¢ para la funcién de onda (aunque también utilizaremos ¢ y ¢ segin
convenga), mientras que Sy (o simplemente S) representa su funcién argumento.
Utilizaremos ademéas n y J para denotar las densidades local y de corriente que
pueden conformar un sistema hidrodindmico autoconsistente o venir ligadas tanto
a una funcién de Wigner como a una funcién de onda. Como pretendemos que
siempre quede claro de cudl estamos hablando en cada caso, usaremos subindices
(ny, por ejemplo, para denotar la densidad local asociada a 1) si puede haber lugar
a confusion.

En cuanto a los simbolos diferenciales, denotaremos 0, la derivada parcial con
respecto a la variable z, aunque eliminaremos por comodidad el subindice cuando
la derivada sea respecto de la variable espacial, usando preferentemente notacién
vectorial y tensorial: si f es un campo escalar denotaremos Vf, Af y (V®V)f (con
el correspondiente subindice si procede) a los operadores gradiente, laplaciano (en
el sentido adecuado) y matriz hessiana de f. Cuando v y w sean campos vectoriales
usaremos V ® v para la matriz jacobiana y div(v), rot(v), Av para la divergencia,
el rotacional y el laplaciano (entendido componente a componente) de v, asi como
la simbologfa (v-V)w y (V ® v)w para los siguientes operadores vectoriales en R%:

d

d
[(U ) V)w]r = sz axsz7 [(V & U)w]T = Zws 8xrvs,

s=1

y Sym(v@w) = 1 (v®w+w®v) para la simetrizacién del tensor v@w. Ademas, si A
es un tensor de rango 2 denotaremos div (A) el vector formado por las divergencias
de las filas de A.

Respecto a los espacios funcionales, trabajaremos en el contexto de los espacios
LP? y de Sobolev W¥? (definidos, entre otros buenos textos, como en [20]) conser-
vando la notacién estandar H* = W52 para k € Z, e incluyendo asi aquellos de
exponente negativo (véase [1]) . Si en algiin momento tratamos con derivadas cuyo
sentido esta sin determinar, las entenderemos en el sentido distribucional. En algu-
na ocasién utilizaremos espacios de funciones continuas o hélderianas, respetando
la nomenclatura estandar C(Z; X) y C*7(Z; X) respectivamente, y suprimiendo
eventualmente el espacio de llegada si tratamos con funciones con valores en R?
o C?% En este sentido, debemos tener siempre presente que vamos a tratar con
campos tanto escalares como vectoriales y de distinta naturaleza: 1/ toma valores
complejos, en tanto que el argumento y la densidad local son campos escalares rea-
les y Vi es un campo vectorial (complejo). No obstante utilizaremos la notacién
estandar para los espacios funcionales sin explicitar ninguna de estas diferencias,
usando ¥ € L?(Q), n € L*(Q) o V¢ € L*(Q), por ejemplo, en lugar de una simbo-
logia méas concreta y haciendo hincapié en dicha ambigiiedad solo si es relevante o
puede generarse algin tipo de confusion. Cuando tratemos con campos vectoriales,
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utilizaremos tacitamente la norma del maximo entre las componentes, es decir,

[fllxa = méx{[[ f1llx,. .- [ fallx }-

Como el dominio 2 en el que trabajamos va a estar prefijado, suprimiremos la
dependencia del mismo en la notacién de las normas, escribiendo || - ||z2 en lugar
de [ - || L2(0)-

Finalmente, con el objeto de simplificar la escritura y dado que trabajaremos
con regularidad H?, introducimos la siguiente notacién: si H es un subconjunto de
L3(Q) y § > 0, denotamos

Hz;:{goEH:\go|>5c.t.x€Q},

donde la abreviatura “c.t.” responde a “para casi todo punto” (es decir, salvo en
un conjunto de medida nula). Por otra parte, para T' > 0 definimos

XT =c(o,T); H*(Q)) nC* ([0, T]; L*(2))
y, por coherencia con las definiciones previas,

Xép:{apeXT:|go|>5c.t.xEQ,VO§t<T}.

Los espacios X7 y Xg constituyen el marco funcional adecuado para el trabajo
que desarrollamos seguidamente.

1.2. Comentarios y resultados tutiles

El tratamiento riguroso de las ecuaciones en derivadas parciales que vamos a
estudiar se centra en el andlisis de problemas de tipo mixto sobre dominios acotados
Q C R4, exigiendo la regularidad apropiada a la frontera de dicho dominio en
funcion del resultado que pretendemos obtener. Entenderemos esta regularidad en
la forma estdndar: 2 es un dominio con frontera lipschitziana (respectivamente de
clase k, k € N) si existe f : 9Q € R? — R~ un homeomorfismo local tal que f es
lipschitziana (respectivamente de clase k) en un entorno de 9. Ademds, debemos
trabajar con condiciones iniciales ¢; y de contorno ¥ p que deben ser compatibles,
en el sentido de que ¥r|aq = ¥p, donde p|ag = Taoa(p) es el operador traza en la
frontera de  aplicado a ¢ (el lector interesado puede consultar [1]). Si consideramos
Wéc’p(Q), la clausura de las funciones test en € respecto de la norma || - || yy#.», s€
verifica la propiedad estandar de la traza: 1, p € W*P(Q) verifican ¢ |pq = ¢|aq, si
ysolosiy—yp € W(f "P(Q), propiedad que tendremos presente y utilizaremos cuando
sea necesario. Las propiedades del operador Tsg establecen que si ¢y € WFP(Q),
entonces la condicién de regularidad ¢vp € WP 5 (09) es la més natural que se
puede imponer al dato en la frontera y seguiremos este criterio cuando fijemos
las hipdtesis de nuestros problemas. Es importante destacar, sin embargo, que las
condiciones con las que trabajaremos implican kp > d y nos permiten, por tanto,
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aplicar el teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov (véase [20], por ejemplo)
y dar de esta manera sentido puntual a v; en todo € y, como consecuencia,
a Pp en 0L, evitando asi tener que trabajar en espacios de Sobolev definidos
sobre variedades y las dificultades técnicas que esto podria entranar. En particular,
podemos aplicar el siguiente resultado clasico para encontrar extensiones arménicas
de elementos de WP~ v (092) a todo  (la demostracién puede encontrarse en [52],
paginas 26 y 27 para la existencia y 15 para la unicidad).

Lema 1.2.1

Sean ) C R? un dominio acotado con frontera de clase C? y g € C(0R2). Entonces el
problema de Dirichlet para la ecuacion de Laplace tiene una unica solucion clésica,
es decir, existe una tinica v € C?(Q) N C(Q) armdnica en Q y tal que u|pn = g.

Para estimar la norma de dichas extensiones armonicas y ofrecer un tratamiento
adecuado a los términos no lineales con los que trabajamos, necesitamos el siguiente
resultado de dependencia continua de las soluciones de un problema eliptico en

L2(Q).

Lema 1.2.2

Sean Q C R? un dominio acotado con frontera de clase C? y f € L*(Q). Entonces
existe una tinica uw € H?(Q) N H(Q) solucién (fuerte) de —Au = f y C(Q) > 0 tal
que |lul[ g2 < Cf] L2

DEMOSTRACION:
Aplicando el Teorema de Lax—Milgram (véase [20]) a los operadores

a(u,v):/QVu(x)Vv(a:) de y @(v)z/gf(m)v(x)dx

obtenemos u € H} () tal que —Au = f en Q en sentido débil, que en particular
verifica —Au+wu = f+u también en sentido débil. Es conocido (véase por ejemplo
[20], Teoremas I1X.21 y IX.25) que existe un tinica v € H2(2) N H () solucién de
—Av +v = f 4 u que cumple |[v|| g2 < C1][f + ul|z2, donde C1 > 0 solo depende
de Q. Ademads v es unica, por lo que u = v y se tiene, por tanto, la estimacién
ull 2 < C1([[fllz2 + ||lul|r2). Aplicando ahora la desigualdad de Poincaré obtene-
mos Co(Q2) > 0 tal que |ju| gz < C1||fllzz + C2||Vul|r2. Por tltimo basta observar
que —Au = f en sentido débil , luego tomando como test la propia u y usan-
do las desigualdades de Cauchy-Schwarz primero y Poincaré después se tiene que
[Vul|2, < Co|lflr2||Vullg2. Por tanto, tomando C = Cy + C3 tenemos completa
la prueba. a

En las estimaciones sacaremos provecho de que el producto de funciones de
H?(Q) es también un elemento de H?(2), resultado que se puede consultar en [1]
(Teorema 4.39), por ejemplo, en un caso mucho més general.
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Lema 1.2.3
Sea Q@ € R? (1 < d < 3) un dominio acotado con frontera de clase C'. Entonces
H2(Q) es un dlgebra de Banach. Concretamente, existe C(Q2) > 0 tal que

Vel < Clldllazllellme
para cualesquiera 1, ¢ € H*(Q).

La ultima propiedad de los espacios de Sobolev que consideramos destacable es
la regla de la cadena para la derivada débil (Teorema 6.16 en [77]).

Lema 1.2.4
Sean @ C R? un dominio acotado, I C R un intervalo, h : I — C una funcién de

clase C* con derivada acotada, u € Wllof(Q) y supongamos que u(§2) C I. Entonces,

para U : Q — C definida por U(z) = h(u(z)) ct.xz €, se tiene que U € Wlif(Q)
y se verifica la regla de la cadena

VU (z) = W (u(z))Vu(z) ct.xe.
Ademds, si u € WHP(Q) entonces U € WP (Q).

Basaremos los resultados de existencia de soluciones en argumentos de punto
fijo, por lo que necesitamos conocer algunas propiedades del propagador lineal de la
ecuacién de Schrodinger. Lo haremos basandonos en la teoria general de semigru-
pos (puede consultarse [95], por ejemplo) en espacios de Banach. En nuestro caso
consideraremos X = L?(Q) y A = iDA el operador (no acotado) definido en L?(Q)
con dominio D = H%(Q) N HE (), donde D es una constante positiva arbitraria.
Con esta definicién es claro que D es denso en L2(2) y DA es autoadjunto, luego
existe un operador lineal (no acotado) A, definido en el dual topolégico de D (que
denotaremos D’), con dominio L?(Q) y tal que Au = Au para cualquier u € D.
Bajo esta perspectiva, el laplaciano de una funcién suave u que no se anula en 9f)
puede asumir dos valores en principio distintos: el correspondiente a la definicién
cldsica Au y Au. Esto no genera conflicto, sin embargo, porque ambas interpreta-
ciones conducen al mismo resultado, como ponemos de manifiesto en el siguiente
lema.

Lema 1.2.5 -
Sean 0 C R? un dominio acotado con frontera de clase C* y u € C?(Q) N C(Q)

armonica. Entonces Au = 0.

DEMOSTRACION:

Si u es idénticamente nula no hay nada que probar. En otro caso se tiene que u|gn
es una funcién continua y no idénticamente nula en 92 (en virtud del Principio del
Méximo). Usamos la densidad de D en L?(f2) para obtener una sucesién {uy }ren C
D que converge hacia u en L?(2). Como A es un operador lineal y acotado sobre
L?(€2) tenemos que Au € L%(Q) y Auy — Au en L?(€2). En particular

/ up(z)Av(z)de — [ uw(x)Av(x)dr vy Aug(z)v(z)dz — [ Au(z)v(z)dz
o Q Q Q
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para cualquier v € C$°(Q), por lo que

/ Au(x)v(z)dr = / u(z)Av(z) dx Yo € C2°(Q).
Q Q

La regularidad de u nos permite utilizar el Teorema de la Divergencia en el segundo
miembro para obtener

Au(z)v(z)dr = | Au(z)v(x)dz =0 Yo € C*(Q),
o Q

donde hemos usado que u es arménica. La prueba concluye gracias al Lema Fun-
damental del Céalculo de Variaciones. O

El Lema 1.2.5 servird para estimar en norma || - |g2 la accién del propagador
de Schrédinger en dominios acotados. Para definirlo, basta aplicar el Teorema de
Stone (véase [95], teorema 1.10.8) para obtener un grupo fuertemente continuo de
operadores {eiDAt}teR con generador infinitesimal A, de manera que para cada
t € R, ' P2t es una isometria sobre L?(Q) y sobre D (aunque no es una isometria
de H?(9))). Una primera propiedad abstracta de dicho grupo es la siguiente, que nos
serd de mucha utilidad para demostrar la regularidad adecuada de las soluciones
de las ecuaciones de Schrédinger no lineales abordadas (véase el teorema 1.2.8 en
[95]).

Lema 1.2.6

Sean X un espacio de Banach, U(t) un semigrupo fuertemente continuo y A su
generador infinitesimal con dominio D. Entonces, para cada x € D y t,s > 0 se
tiene que

Ult)e — U(s)z = / U (r) A dr = / AUz dr

El siguiente resultado establece la conexion entre la ecuacion de Schrédinger no
homogénea y su formulacion integral asociada, que permite trabajar aprovechando
las propiedades de {e?PA*};cr. Su demostracién puede consultarse, por ejemplo,
en [25].

Lema 1.2.7

Sean X un espacio de Hilbert, A un operador autoadjunto y definido negativo con
dominio D y T > 0. Entonces, para cualquier f € C([0,T],X) y g € X existe una
tinica solucién del problema

Y € C([0,T],X)nC([0,T],D"),
O+ A+ f =0,
$(0) = g,

donde D’ denota el dual topolégico de D y A representa la extensién de A a todo
X. Ademds, 1 € C(][0,T],X) es una solucidn de este problema si y solo si verifica
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la siguiente ecuacion integral:

t
P(t) = ity 1 / AT f(rydr, Vi€ [0,T),
0

donde €1t es el grupo de isometrias con generador infinitesimal iA. Més atin, si
g€ Dy feWh((0,T),X) o f e L'Y(0,T),D), entonces yp € C([0,T],D) N

C([0,T], X).

La aplicaciéon del Lema 1.2.7 requiere un conocimiento previo del término no
homogéneo en la ecuacién de Schrodinger, de manera que si este no toma valores
en D se requiere regularidad temporal. En este contexto la condicion de Lipschitz
es suficiente para establecer estimaciones sobre la derivada con respecto al tiempo.
El siguiente lema, que puede encontrarse en [23], serd nuestra herramienta para
materializar dichas cotas.

Lema 1.2.8

Sea X un espacio de Banach reflexivo, I C R un intervaloy f : I — X una
aplicacién lipschitziana y acotada. Entonces f € W°(I,X) y || f'|lper,x) < L,
donde L > 0 es la constante de Lipschitz de f.

Por 1ultimo, vamos a exponer dos resultados que seran de gran importancia en
lo referente al calculo de un potencial escalar asociado a un campo vectorial cono-
cido. El primero (Teorema 1 en [3]) establece existencia del mismo bajo hipétesis
de conexion simple del dominio y basindose en propiedades clasicas del anélisis
vectorial.

Teorema 1.2.9
Sea f € H=*(Q) con k > 0 entero. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) H_m(Q)<f, gp)Han(Q) =0 para toda ¢ € V,;, = {cp € (H(’)”(Q))?’ s divp = O}.
(i) g-m){fs (,D>H(1]n(Q) =0 para toda p € V = {gp € (D())3 : divp = O}.

(iii) Existe una distribucién x € H~™%1(Q), tnica salvo constantes aditivas, tal
que f =V en Q.

Si ademas ) es simplemente conexo, entonces las tres afirmaciones anteriores
son equivalentes a:

(iv) rot(f) =0 en Q.

El segundo (Proposicién 2.10 en [4]) proporciona la regularidad de una dis-
tribucién basandose en la de su gradiente y bajo una condicién de integrabilidad
global.

Teorema 1.2.10
Sean Q C R? un dominio acotado con frontera lipschitziana, k un niimero entero y
p un numero real tal que 1 < p < oo.
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(i)

(ii)

Si f es una distribucién cuyo gradiente pertenece a W*~1P(Q), entonces f
pertenece a WkP(Q). Ademds, si ) es conexo, entonces existe una constante
C > 0 tal que se verifica la siguiente desigualdad:

VIfle WEP@Q/R, N[fllwes/m < ClIVFllwn-1 -

Si ) es arbitrario (no necesariamente acotado ni con frontera lipschitziana),
; k.p
entonces f pertenece a W7 (Q).

Sik >0y Q es conexo, existe una constante C > 0 tal que todas las dis-
tribuciones f que satisfacen Vf € WE=12(Q) y [, f(x)dx = 0 verifican la
estimacion

I fllwer < CIV Fllwe—re -



Capitulo 2

Derivacion de una ecuacion
de Schrodinger
multidimensional que

representa la hidrodinamica
de Wigner—Fokker—Planck

Si consideramos el movimiento de un sistema cuédntico aislado (sin efectos de
disipacién) bajo la accién de un potencial externo, es conocido que la transformada
de Wigner y su inversa establecen una equivalencia entre las ecuaciones lineales
de Wigner y de Schrodinger. Sin embargo esta equivalencia se pierde en general
si introducimos efectos de disipacién en la formulacién cinética. El objetivo de
este capitulo es derivar una familia de ecuaciones de Schrédinger disipativas que
describan la misma hidrodinamica que la ecuaciéon de Wigner—Fokker-Planck. Para
ello formularemos el sistema de los momentos hidrodindmicos de orden més bajo,
que no es cerrado, y le impondremos relaciones de clausura adecuadas para hacerlo
autoconsistente, obteniendo de esta forma el médulo y el argumento de una funcién
de onda cuyas densidades de posicién y de corriente coinciden con las de la funcién
de Wigner original. La evolucién temporal de dicha funcién de onda determina la
ecuacion de Schrdédinger buscada, que auna efectos de friccién y difusién. En la
iltima seccién de este capitulo estudiaremos algunos casos particulares del modelo
derivado y discutiremos condiciones sobre la fisica del sistema que verifiquen las
hipotesis necesarias impuestas en la derivacién. A lo largo de todo el capitulo
supondremos cierta la regularidad que sea necesaria para poder llevar a cabo los
calculos.
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2.1. Desde la ecuacion maestra hasta el sistema
hidrodinamico asociado a la ecuacién de Wig-
ner—Fokker—Planck

Consideramos un sistema cuéntico representado por una particula en R?, so-
metido a la influencia de un potencial V' = V (¢,z) e interactuando con un bano
térmico idealizado por un conjunto infinito de osciladores arménicos en equilibrio
térmico. Para estudiar la evolucién del sistema teniendo en cuenta la influencia del
batio consideramos R = R(t) el operador de densidad reducido del sistema (lineal,
autoadjunto, definido positivo y de clase traza para todos los instantes de tiempo)
y partimos de (3), la generalizacién del modelo de Caldeira-Leggett [21] obtenida
en [41] y reescrita en términos del nicleo integral de R, de modo que considerando

p = p(z,y,t) tal que
(RO = [ ottty

para cualquier funcién de onda ¢, entonces la evolucién temporal de p viene descrita
por

ap i
gt = " He —Hy)p =AMz —y) - (Vo = Vy)p
D 27
+ (Daal Ve + Vo = 2o =y = T Dpale =) (Vo + V) )p,  (21)

donde m es la masa efectiva del sistema y A, D,p, Dpq, Dgq son las constantes que
describen la interaccién del mismo con el bano térmico

7 nQoh? nh?

A= g Pw=nksTo. Du=moem. Di=goam. (22)
Ademés H es el hamiltoniano renormalizado del sistema,
72
H= —%A—l-vr(-,t), (2.3)

y los subindices en (2.1) indican la variable sobre la que actdan. En la notacién de
(2.3), V,. denota el potencial renormalizado, que no es mas que una perturbacién
de V causada por la vibracién de los osciladores del bafio (en el caso del oscilador
armoénico, V. es otro oscilador arménico con frecuencia desplazada [21]. En [68] se
pueden consultar més detalles sobre la normalizacién del potencial externo). En la
ecuacién (2.1), el primer sumando del segundo miembro responde a la evolucién
hamiltoniana, el término con coeficiente A es disipativo y los demads son difusivos.
Esta ecuacién maestra surge como aproximacién markoviana de la evolucién (no
markoviana) del sistema inmerso en el batio de osciladores, tras tomar traza parcial
respecto de los grados de libertad del bano. Dicha aproximacién se basa en una
expansion asintotica de las funciones de correlacion sistema—bano en términos del
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pardmetro y = ﬁ’}o hasta orden O(u?), dando lugar asi a una generalizacién de
la ecuacién maestra de Caldeira—Leggett, que se recupera obviando los términos
con coeficientes Dy, y Dgyq, ambos de orden O(u). En [42] se prueba que esta
aproximacién es aplicable si la longitud de coherencia del estado del sistema es
mayor que la longitud de onda de De Broglie Ayp = hi/v4AmkpTy. Si ademés
eliminamos el término de coeficiente A obtenemos una aproximacién de orden O(u)
(limite de temperaturas muy altas) en la que se ignoran los efectos de disipacién
resultantes de la accién del entorno.

Tras la aproximaciéon markoviana antes descrita, la interaccién del sistema con
el bano térmico queda determinada por tres parametros positivos: 7 es la constante
de acoplamiento sistema—bano y se puede interpretar como un coeficiente de visco-
sidad, Ty es la temperatura de equilibrio del bano y g es la frecuencia méxima de
los osciladores que lo componen. Este modelo, al igual que el de Caldeira—Leggett,
tiene restricciones de aplicacién y por tanto dichas constantes no son libres. Las
hipétesis principales sobre los pardmetros que garantizan la validez de (2.1) (véase
[41] para una exposicién més detallada) son:

: : 0. < kpT,
(i) Temperaturas medias y altas: (2o~ =52,

(ii) La escala de tiempo caracteristica del sistema es mucho mayor que 7¢ = QLO,
el tiempo de memoria del bano.

(iii) Acoplamiento débil: A < Q.
Bajo estas hipdtesis, los coeficientes definidos en (2.2) satisfacen la relacién

R2\2

DPZDquiD]%qz 4

(2.4)
que implica que la ecuacién (2.1) se puede escribir en la forma de Lindblad y por
tanto conserva la positividad del operador de densidad (la demostracién de este
hecho puede consultarse en [11]). De esta manera, la incorporacién del término
difusivo de coeficiente Dgyq a la ecuacién puramente friccional permite describir
las propiedades observables de la dindmica de Langevin mediante un operador de
densidad que evoluciona en el tiempo conservando la positividad, por lo que consi-
deraremos este modelo como el punto de partida de nuestro estudio. Para tratarlo
utilizaremos la interpretacion cinética de (2.1) que consiste en la denominada ecua-
cién de Wigner-Fokker—Planck. Para llegar a ella se considera la transformada de
Wigner [114] de un operador A con ntcleo integral a

1 h h e
WIA](z,§) = @i /]Rd a(x + o= %77>6 S0, (2.5)

y se define la funciéon de Wigner de nuestro sistema, cuyo dominio para todo ¢ > 0
es el espacio de fases R? ng, como W := WIR)]. Para obtener la evolucién temporal
de dicha funcién basta aplicar W en (2.1) y realizar una serie de cdlculos sencillos
para obtener

WI(H, — Hy)pl = (- V)W + O,[V]W,
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donde

i 1 h h
O VW t) = —— — |V —y,t) =V | x——uy,t
w[VIW (2, €, t) @) /de h[ <x+ 5 Y- ) <x 5 Y ﬂ
XW (2, & t)e Ve dy
para los términos hamiltonianos y

=M@ —y) - (Vo — Vy)p| = 2Xdive (EW),
Dy WI(Va + vy)QP] = Dyq AW,

D ,. D
——s Wiz —yPPal = — AW,

2i 9D, .

2Dy WI(e —y) - (Ve + V)] = ZPLiv(TD),

para los disipativos y difusivos (puede consultarse en [10] la equivalencia entre la
formulacién en términos de operadores y de Wigner de los términos difusivos). Por
tanto, W es solucién de la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck

8tW+<fV)W+@h[V]W:LWFP[W], (26)
donde Ly pp es el nucleo de interaccién de Fokker—Planck cuantico
D . Dy ..
LwrpW] = ﬁAgW + 2Xdive (EW) + 2%d1v(V5W) + Dy AW, (2.7)

Oy, definido anteriormente es un término pseudo-diferencial eventualmente no lineal
(cuadratico en el caso de interaccién de tipo Hartree, por ejemplo) y los términos de
Ly pp aportan descripciones de los mecanismos de friccién (A dive (€W)) y difusién:

Dy AW describe difusién en posicién, mientras que ?;5 A¢W representa difusién
en velocidad y 21;”‘1 div(V¢W) es el responsable de la difusién cruzada o difusién
anémala. Los coeficientes han sido definidos en (2.2) a partir de las constantes
fisicas que determinan la interaccién. Ademds, en el limite semiclésico (A — 0 en el
sentido de los pardmetros de escala), tanto D, como Dy, se anulan’y WEFP converge
formalmente a la ecuacién de Vlasov—Fokker—Planck (véase [27]), lo que convierte
a WFP en una generalizacién cuantica de un modelo cldsico bien conocido. Sin
embargo la interpretacién de W como funcién de probabilidad no esta tan clara
en el caso cudntico, ya que W puede tomar valores negativos en tiempos cortos
como resultado de la interferencia entre distintos estados que conforman la funciéon
de Wigner. No obstante, la positividad del operador de densidad si implica que la
transformada de Husimi W" de R es positiva en todo R?? ([51], [79]), donde

Wz, €) = W(a,&) *Tn (z) *Tn (§)  V(z,6) € R*

y I', denota la gaussiana con varianza o.
Los tres primeros momentos en velocidad de la funcién de Wigner admiten una
interpretacion hidrodindmica precisa: la densidad local

nt.a) = [ W& de. (29
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la densidad de corriente
J(t,x) = [ EW(x,&t)dg (2.9)
Rd
y el tensor de energia cinética

Tto) =5 [ coeW@end.

Bajo dicha interpretacién, la masa total de un sistema cudntico gobernado por la
ecuacion de Wigner—Fokker—Planck estd determinada por

/ n(t,x)dr = W(z,&,t)dE de
R4 R2d

cantidad que se conserva en el tiempo como consecuencia de la ecuaciéon de conti-
nuidad de nuestro sistema. En efecto, integrando la ecuacién de WFP respecto de
¢ se deduce que la evolucion de n estd determinada por la siguiente ecuacién de
continuidad de tipo Fokker—Planck

Oin +div(J) = DggAn, (2.10)

de donde se deduce la conservacién de masa total, tras integrar respecto de x. De la
misma manera, si multiplicamos la ecuacién de WFP por £ e integramos respecto
de &, se obtiene

1 2D
OpJ + divT + —nVV = =2\ — quvn + DygAJ , (2.11)

que establece la evolucién de la densidad de corriente J. Obsérvese que el sistema
hidrodindmico formado por (2.10) y (2.11) no es cerrado, ya que esta segunda
ecuacién involucra el conocimiento de T, un momento de orden superior. De hecho,
el término de transporte en la ecuacién de WFP hace que no podamos esperar
que ninglin sistema de momentos quede cerrado, por lo que el primer paso es
imponer alguna relacién de clausura apropiada para que el sistema (2.10)—(2.11)
quede plenamente determinado. Con este propésito definimos la velocidad media
(macroscépica) asociada a la funcién de Wigner como

ult z) = J(t,x)

=D (2.12)

y vamos a estudiar la evolucién temporal de u. Combinando (2.10), (2.11) y (2.12)
y teniendo en cuenta que udiv(nu) = div(nu®u) —n(u-V)u, llegamos a la siguiente
ecuacioén

2Dpe Vin

1 1
du+ (u-Viu= — —VV ——=div(P,) — 2\u
m n m n

+ Dy {2 (Vnn : V) u+ Au] , (2.13)
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donde P, = T — nu ® u es el tensor de esfuerzos. Este sistema es andlogo a la
formulacién hidrodindmica de De Broglie-Bohm para un estado puro [34, 18], que
consiste en el siguiente sistema:

On + div(nu) = 0,
1
-——V({V+Q),
m

Ou+ (u-Vu

donde @ = Q(t, ) es el potencial cudntico de Bohm, definido por

St (o)

Q::_2m Vi 4dm \ n 2n?

(2.14)

que describe efectos de autointeraccion del sistema, de manera que V() representa
una corriente de difusién causada por gradientes de densidad. Comparando este
sistema con (2.10), (2.13) se desprende que div P, = L nVQ, si bien en nuestro
caso se han tenido en cuenta efectos de fricciéon y de viscosidad. A este nivel el
efecto de la difusion en velocidad no ejerce influencia sobre los observables, lo que
constituye una caracteristica destacable de nuestro modelo.
Definimos a continuacién la velocidad de difusién

v(t,z) = ult,x) —ue(t,x), ue(t,x): = Dyg—r—=, (2.15)

donde u, es la llamada velocidad osmética, que surge de acuerdo con la ley de Fick

asociada a la difusién con coeficiente Dg,. Multiplicando la definicién de v por n y
tomando divergencias, obtenemos que

div(nu) = div(nv) + DgqAn,
que nos permite reescribir (2.10) en términos de v de la siguiente forma:
O¢n + div(nv) =0, (2.16)

que es la ecuacién de continuidad estandar en mecénica de fluidos. Se tiene entonces
el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.1

Sea W = W (z,€&,t) una solucién de WFP suficientemente regular y supongamos
que la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningiin punto. Entonces el
sistema hidrodinamico asociado a W, que gobierna la evolucion temporal de n y v
(con v definido en (2.15)) viene dado por

on +div(nv) = 0,
1 1 2D 1
——VV — —div(P,) — 2\v — 2Dy V1 + D2, ~V(An)
m n m n p

0w+ (v-V)v

+qu% [v (div(nv)) + A(nw) — QWn} :
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donde P,(t,x) es el tensor cudntico de esfuerzos, definido por

Po=[ ¢@eWde—nvaw.
Rd

DEMOSTRACION:
La ecuacién de continuidad se obtiene partiendo del sistema para u y n y razonando
como en (2.16). Para derivar la ecuacién de evolucién asociada a v partimos de su
definicién v = u — u,, multiplicamos por n y derivamos con respecto del tiempo,
obteniendo

now = On (u —v) — Dgg0i(Vn) + nou. (2.17)

Aprovechando la informacién contenida en (2.16), podemos reescribir los dos pri-
meros sumandos del término de la derecha en funcién de v de la siguiente forma:

on (u—v) = 7qudiV(’l”L’U)@ , (2.18)
n
0 (Vn) = —V(div(nv)) . (2.19)
Para el tercer sumando, sustituimos u por v + u, en (2.17) y llegamos a
1 . 2D,
nou = —n(v-V)v——nVV —divP, — 2 Anv — ——=Vn+ D, [nAv
m m
—n(v - V)% —2A\Vn + div(v ®Vn+Vne v) + (Vn- V)v}

+ D2, |(Vn - A RAR <Vn® vn”) + nA (Vn”ﬂ . (2.20)

n
Finalmente, sumando las expresiones obtenidas en (2.18), (2.19) y (2.20) y simpli-
ficando de forma sencilla, llegamos a la ecuacién para v. ad

OBSERVACION 2.1.2 (Casos particulares destacados) El nicleo de inte-
raccion de Fokker—Planck (2.7) contiene como casos particulares algunos modelos
bien conocidos en la literatura fisica

1) Si hacemos A\ = Dy, = D,, = 0, entonces WFP se reduce a
(i) pa aq
D
OW + (£ V)W + O5[VIW = —ZAW,
m

que es el modelo asintotico obtenido para temperaturas muy altas, el mds sim-
ple de entre todos los que conservan la positividad del operador de densidad.
Ademds, este modelo no tiene en cuenta efectos de friccion (véase [11, 83]).
En este caso v =u = % y el sistema hidrodindmico establecido en la Propo-
sicion 2.1.1 se reduce al sistema de tipo Euler, usual en mecdnica de fluidos

On +div(nv) = 0,
1
ov+ (v-Viv = ——VV - =div(P,).
m n
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(i1) Si hacemos Dpq = Dgq = 0 obtenemos la version cinética del modelo de

Caldeira—Leggett [21]
D
W + (£- V)W + O4[V]W = ﬁAgw + 2Xdive (EW),

que mo tiene garantizada la preservacion de la positividad del operador de
densidad [2]. El sistema hidrodindmico asociado es

on +div(nv) = 0,
Oow+(v-V)v = —lVV 1 divP, —2X\v.
m n

(ii) Si consideramos tan solo Dpy = 0, entonces WEP se escribe de la siguiente
manera

D
OW + (- V)W + Op[VIW = %Agw + 2Xdive (EW) + Dyg AW,

que es el modelo disipativo mas sencillo que conserva la positividad del ope-
rador de densidad [11, 22]. En este caso, el sistema hidrodindmico asociado
es

On +div(nv) = 0,
o 1 , 1
v+ (v-Viv = mVV - div(P,) — 2\v + Dy, nV(An)

—|—qu% [V (div(m))) + A(nv) — 2)\Vn} .

2.2. Analisis del tensor de esfuerzos y relaciones
de clausura

Vamos a suponer que W estd asociada a una mezcla de estados {Yk }ken, por
lo que la ecuacién (2.5) con a(z,y) = > Aptr(z)r(y) implica que la funcién de
Wigner de nuestro sistema se escribe como

W(x, & t) = ﬁ kz%/\k /]Rd Vi (Jc + %y,t)%(x — %y,t)e*iy'§ dy, (2.21)
€

donde {\g}ren son las probabilidades de ocupacién y cumplen que

Me>0 VEEN, > Ne=1.
keEN

El sistema obtenido en la Proposicion 2.1.1 no es cerrado pues depende del tensor
de esfuerzos P,, que estd relacionado con los momentos de segundo orden de W.
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Para introducir relaciones apropiadas de clausura del sistema vamos a describir P,
en términos de la familia {¢x }ren. Usando (2.21) se tiene que

T = _% 3 M [Re(@(v ® vm) - Re(v@ ® wk)} .
keN

Ademaés, podemos formular nv®v en funcién de los distintos estados aprovechando
que v = (J — Dy Vn):

neuv = ZkeN )\ka\z Z Ak [ Im(ka¢k> - 2quRe<ka¢k>}

<> A [Zlm(wkvwk) — 2D, Re (mvm)} .

keN

Por tanto, podemos expresar P, de la siguiente manera:
h? — —
P, = -3 Z M [Re (Y @ V) — Re(Viy @ Vi )|

,m Z)\k [ Im(¢kV¢k> - 2quRe(1/1kV1/1k>} (2.22)
keN

keN

® Z)\k { Im(¢kv¢k) - 2quRe(wkwk)] .

Si consideramos la descomposicién médulo—argumento de cada uno de los v, dada
por

Yp(t,x) = meask(t @) a=2mDy,, (2.23)
entonces se tienen las siguientes identidades de forma elemental:
Re(3uVin) = VeV yr,  Im (Vi) = —mVSi,
Re (ﬁv ® wk> = JiEV @ Vg — énkvsk DVSy,  (2.24)

- 1
Re (wk ® wk) = Y/ ® Vi + =iV Sy @ VS

Introduciendo estas expresiones en (2.22), haciendo los correspondientes célculos y
usando que ), - Ak Yr|? = n |, llegamos a la descomposicién P, = PS¢+ P4, donde

h2
P = oy {Z Meng VS, @ VS, — — (Z )\knkVSk> & (Z )\knkvsk> }

keN keN keN
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denota la parte clasica del tensor, en el sentido de que describe la presién estdndar
del fluido (ver férmula (2.26)), y

pr o= %% (Z /\knkVSk> ® (Z Ak\/mv\/n*k>

keN keN
h1
+W o (%)\k\/nk V\/nk> ® (kezN)\knkVSk>

2
+%ZA,€<V\/%®V\/F—\/EV®V\/W)

keN

—4D2q% (Z /\k.\/erv\/m> ® (Z AW@W/@) :

keN keN

representa los efectos cudnticos del sistema a través de las potencias positivas de
la constante de Planck, que se consideran despreciables cuando ki — 0 (limite
semicldsico). Denominaremos a PZ parte cuédntica del tensor de esfuerzos, toda
vez que contiene términos de presién proporcionales a An en la diagonal y fuer-
zas de tensién extradiagonales que se expresan a través de la velocidad osmética
(2.15)(como se pone de manifiesto en [89]).

OBSERVACION 2.2.1 Es importante destacar que la parte cldsica del tensor de
esfuerzos surge a raiz de la mezcla de estados cudnticos. De hecho, si suponemos que
W describe un estado puro entonces PS = 0. Ademds, la presencia de la constante
de Planck en la expresion de PS no hace incoherente la denominacion “cldsica” ya
que h y a tienen las mismas unidades y 2 es, por tanto, un factor adimensional.
Por otra parte, si Dygg = 0 (lo que ocurre en los modelos (i) y (i1) descritos en la
Observacidn 2.1.2), entonces la parte cudntica P, se reduce a

PE:%ZM(VWVW*M(V@V)M).

keN

Si consideramos la velocidad vy asociada al estado 1, y la descomposicién (2.23)
del mismo, es sencillo comprobar que v y Sy estdn relacionados a través de la
féormula

1
vy = —VSi, (2.25)
m

la cual nos permite interpretar la parte clasica del tensor como una matriz de
covarianzas en velocidad:
h2
PS = ?n((v@)v)M—vM@vM) , (2.26)

donde hemos denotado

1
= —
Xy nE Aene X,
keN
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la funcién media ponderada de la familia de observables X, = X(v) respecto
de las funciones peso Apny. Obsérvese en la ecuacién (2.26) que la influencia del
momento de segundo orden se reduce a la presencia de (v®w) s en la parte clésica.
Por tanto, si imponemos las relaciones de cierre [80, 86]

P¢=P(n), +ag=+vn VkeN, (2.27)

estamos truncando la jerarquia de momentos asociada a la funcion de Wigner,
generando una aproximacién de la misma mediante un sistema cerrado, que se
puede resolver de forma autoconsistente. La primera hipdtesis, que es la que cierra
el sistema, no constituye una restriccion demasiado severa, ya que existen modelos
hidrodindmicos cuanticos ampliamente aceptados que verifican dicha condicién. En
la ultima seccién de este capitulo destacaremos algunos de ellos. En cuanto a la
parte cudntica, es destacable que solo dependera de n y vy;:

h
P! = (Vnuy ®@ Vvn+ynoy ® Vy/n) — 4D§qv\/ﬁ® vvn

o (VYA Vi Vi (V0 V)Va) (2.28)

h K2 Vn 1
= %(UMQ?Vn-FUMQ?Vn)—mnV@ (n) —DﬁqEVnQ@Vn.

Proposicién 2.2.2

Sea W = W (x,&,t) una solucion de WFP suficientemente regular y supongamos
que la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningin punto y que se
verifican las relaciones de clausura (2.27). Entonces las leyes de evolucion temporal
para la densidad local n y la velocidad media vy; vienen dadas por

h
o + adiv(nvM) = Dy An, (2.29)
h 1 VPS¢ 2D,V
8tvM+a(vM'V)UM = —% (mV(V"FQ)“r?J)‘FTnpq:) —2)\’UM

+Dyq {2 (vnn . V) U+ A’UM} , (2.30)

donde PS y PZ corresponden a (2.26) y (2.28), « = 2mDg, y donde @ denota el
potencial cudntico de Bohm definido en (2.14).

DEMOSTRACION:
Para estudiar la evolucién de n basta usar (2.12), (2.21), (2.24) y (2.25) para deducir

J  h1 _ ho1 h
u="=—= %/\klm@kwk) =—= kezNAknkvsk = vy, (231)

luego las velocidades v y vy estan relacionadas por medio de

h Vn
v = EUM — qu? . (232)
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Esta propiedad, junto con la ecuaciéon de continuidad obtenida en la Proposicion
2.1.1, nos conduce a (2.29). Finalmente, usando la evolucién de v deducida en dicha
proposicién, la identidad

\Y
atUM = % {ﬁtv -+ quat <nn>} y

y la ecuacion de continuidad recién derivada, obtenemos

o h o} m.. . vn
ﬁa{l} = —a(’l}]w . V)UM - 2)\'UM — ﬁ (V(V + Q) + ﬁle(P’U) + 2qun>

1 vn . 1
+Dgq {nAnvM — lev(vM) — E(v]u -V)Vn

1 1 \%
+ —div(nvp) + —A(nvar) + (var - V)n}
n n n

e Vn Vn  |Vn|? An
—_p%2 [ Z=. - =
+h qq{ < - V> - 3 Vn + 3 Vn

1 1
+—(Vn-V)Vn — VAn} ,
n n

1 1 1 1
%at <Vnn) = ﬁdiv(m}M)Vn - EV(div(nvM)) + %ng <nVAn - n2AnVn> ,
tras calculos laboriosos pero sencillos. Simplificando de forma adecuada se deduce
(2.30), lo que concluye la prueba. O

2.3. Construccion de una funcion de onda que re-
produce el comportamiento de la funcién de
Wigner: la ecuacion de Schrodinger—Langevin
difusiva

En esta seccién vamos a construir una funcién de onda que describe la misma
fenomenologia fisica que el sistema (2.29)—(2.30), en el sentido de que las densidades
local y de corriente asociadas a dicha funcién de onda coincidiran con n y J pro-
venientes de la funcién de Wigner. Con este propdsito razonamos como en (2.25),
esto es, si una funciéon compleja ¥ admite una descomposicién médulo—argumento
[85]:

b = [ple=?, (2.33)
para cierta funcién S, entonces la velocidad asociada a v viene dada por VS. Por
tanto, si suponemos que el momento medio mwv,; admite un potencial escalar S,
entonces dicho potencial ha de verificar

J h

2=vs, (2.34)
n o ma
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donde hemos usado (2.31), con lo que tendremos un candidato a argumento de
aquella funcién de onda cuyos observables respetan la hidrodindmica de WFP.
Ademés de (2.34), impondremos la existencia de campos escalares U y F tales que

1
VU = —div(P;), VF = (w : v) VS, (2.35)
n n

lo que nos permitiré establecer la dindmica de n y S (v a posteriori la ecuacién de
onda que buscamos) a partir de (2.29) y (2.30).

Proposicién 2.3.1

Sea W = W (x,&,t) una solucién de WFP suficientemente regular tal que la den-
sidad local n definida en (2.8) no se anula en ningin punto y se verifican las
relaciones de clausura (2.27). Supongamos que existen un campo escalar S(t,x)
satisfaciendo (2.34) y U(t,x), F(t,z) dos funciones de manera que se cumplen las
relaciones (2.35). Entonces el sistema hidrodindmico de flujo potencial que describe
la evolucion temporal de n y S es el siguiente:

h
- g DA 2.
o madlv(nVS)—i— PRVAVIR (2.36)
B h 9y «
&S = —5 VS| fﬁ(V+mU+Q+2qulog(n))
C9AS + Dyy(2F + AS) + @, (2.37)

donde @ es el potencial cudntico de Bohm definido en (2.14) y ® = ®,, 5(t) es
independiente de .

DEMOSTRACION:

La ecuacién de Fokker—Planck (2.36) es consecuencia directa de (2.29) teniendo
en cuenta (2.34). Para obtener la ecuacién de Hamilton—Jacobi (2.37) partimos de
(2.30), sustituimos vy usando de nuevo la hipétesis de irrotacionalidad y encon-
tramos

h 1
V@iS) = —5—V|VS]* - %V(V +Q) - %Ediv(pg) —2AVS
—%Wog(n) + Dyq {2 (Vn” : v) VS + VAS] (2.38)

= f%v(v + U +Q + 2Dyglog(n) — 228 + Dyg(2F + AS))

tras utilizar las hipétesis (2.35). Esto concluye la prueba. a
Una vez conocido el sistema (2.36)—(2.37), nos inspiramos en (2.33) para construir

la funciéon compleja ‘
p(t,x) = /n(t,x)ex 500, (2.39)

cuyas densidades local y de corriente coinciden con las magnitudes n y J asociadas a
la funcién de Wigner. La evolucién temporal de una funcién de onda asi definida, va
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a determinar una ecuacién de Schrédinger-Langevin friccional con difusién (SLD)
que emula el comportamiento observable de (2.36)—(2.37) y, en consecuencia, el de
la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck bajo las condiciones desarrolladas a lo largo
del capitulo.

Teorema 2.3.2

Sea W = W(x,&,t) una solucion de WFP suficientemente regular asociada a la
mezcla de estados {¢}ren (en particular se puede escribir como en (2.21)). Su-
pongamos que la densidad local n definida en (2.8) no se anula en ningiin punto
v que se verifican las relaciones de clausura (2.27). Si existen S tal que (2.34) es
valida para J (definida en (2.9)) y dos campos escalares F' y U cumpliendo (2.35),
entonces existe una funcién de onda 1 (t, x) que es solucion de la siguiente ecuacion
de Schrédinger—Langevin logaritmica con difusion:

) h?
oy = =5+ (V +mU + — qu +2D,,log(n ))zp

+@ <A”) b — qup mD gqdiv < ) b, (2.40)

v que describe la misma dinamica que W en el sentido de que
I _
it D) =nlta), = (@) V(L)) = ().

DEMOSTRACION:
Si definimos ¢ como en (2.39) y tomamos z = t,x;, 1 < i < d, podemos expresar
la derivada 0, en funcién de n y S del siguiente modo:

Zgo—(a Vn+ — \F85>ea . (2.41)

Como n no se anula en ningin punto, podemos considerar z = t, dividir entre n y
sacar factor comun ¢, obteniendo

8t(p = <18t'fl + Z@S) (2]
2n «

Multiplicando esta ecuacién por ifi y valiéndonos de (2.36) y (2.37) deducimos que

2

2mao

. h? 9 h _ An
ihOpp = QmQQ‘VS‘ +Q — af—l—z - *le(ﬂVS)—f—ﬁqu 5| [P

(2.42)
donde hemos denotado

F(tox) = —% (V +mU + 2qu10g(n)) “9AS + Dyy(2F + AS) + @

Del mismo modo podemos tomar la divergencia en (2.41) y multiplicar por %, de
donde

h? h? 1
—Ap = {—Q - |VS|? + 2ma nle(nVS)} ®. (2.43)

2m o?
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Sumando (2.42) con (2.43) y despejando la derivada temporal de ¢ se tiene

h? An h
ihoyp = — —A hD.o — ¢ — —fo. 2.44
thoip om ©+ NDgq 2n80 af@ ( )
Teniendo en cuenta la definicién de f y usando (2.34) es claro que ¢ verifica SLD,
salvo por el término —g@p. Para ver que podemos tomar ® idénticamente nula,
basta seleccionar
1

t
_ ) —2X(t—s) d
9mDyy Jo (s)e %

v(t) =

cuya derivada viene dada por

1

! —_ —
V(t) = —2Xv(t) mDyg

O(t).

Es sencillo comprobar si ¢ es una solucién de (2.44), entonces 1) = e ¢ satisface
(2.40). Ademés |¢|> = |p|*> = n y usando (2.41) obtenemos que

% Im(ﬂvw) = gnvM =J,

donde hemos utilizado (2.34) y (2.31). Por consiguiente, 1) satisface el teorema y
tenemos concluida la demostracion. O

OBSERVACION 2.3.3 La hipdtesis de ezistencia de un argumento S global-
mente definido verificando (2.34) evita ambigiiedades en la definicién de 1 y hace
innecesaria, por tanto, cualquier condicion de cuantizacion (véase [111]) para pasar
de (2.36)-(2.37) (6 (2.29)—(2.30)) a la ecuacion SLD. En el Capitulo 4 abordare-
mos el problema de la existencia de S para ¥ conocida en dominios acotados por
medio de la bisqueda de soluciones de (2.34).

La ecuacién SLD es un modelo fuertemente no lineal que aproxima la dindmica de
Langevin en la formulacién de onda incorporando efectos de friccién, modelados

por mhg‘qq S, y de difusién, que quedan descritos por 2D,,log(n)1y para la difusién

% (An) P — EFl/J —mDgqdiv (J> 4
m n

2 \n

anémala y por

para el caso de la difusién estandar. Es significativo, como comentamos anterior-
mente, que el término de difusién en velocidad (con coeficiente D,,) en WFP,
responsable del proceso de decoherencia (véase [69]), no contribuye a la formula-
cién de SLD. Esto se debe al hecho de que hemos establecido el cierre del sistema
de momentos al nivel de la densidad de corriente y la influencia de la difusién en
velocidad solo es plausible si tenemos en consideracién mas momentos de W, que
en nuestro caso aportarian mayor informacién sobre PS sin variar los sistemas hi-
drodindmicos ni la ecuaciéon de Schrodinger que proponemos. En este sentido es
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destacable que SLD no es s6lamente un modelo, sino una familia de modelos, don-
de el potencial U queda libre y depende de la interpretacién (o de la ecuacién de
estado) que demos al sistema objeto de estudio. En la siguiente seccién discutimos
algunas de ellas, asi como algunos casos particulares destacados de SLD.

2.4. Casos particulares y discusion acerca de las
hipotesis

2.4.1. Casos particulares destacados de la ecuacién de Schro-
dinger—Langevin con difusién

Al igual que ocurre con WEP, que es una generalizacién de otras ecuaciones
disipativas conocidas en la formulacién cinética, la ecuacién SLD generaliza algunos
modelos con friccién ya estudiados en la literatura, que es interesante comentar
tanto al nivel de n y S como en la formulacién de onda, que es la que nos interesa
principalmente en este trabajo.

(i) En primer lugar, si A, Dpq y Dgq se anulan, entonces a partier de las ecuaciones
(2.29)—(2.30) se obtiene

1
on = ——div(nVS),
m

1
(S = ——|VSPP-V-—mU-Q,
2m
y tomando la forma polar de la funcién de onda ¥ = \/ﬁe%s se deduce

2
thoy) = f;—mmz} + (V+mU)y.

En nuestro contexto esta ecuacién se puede interpretar como una aproxima-
cién para temperaturas muy altas, que proviene de un modelo cinético con
difusion en velocidad. En la interpretacién de Schrodinger, sin embargo, surge
también de forma fenomenolégica en el estudio de gases cuanticos. Uno de
los ejemplos més destacado se tiene para U = ||, dando lugar a la ecuacién
de Gross—Pitaevskii ([57], [97]), que modeliza la formacién de condensados de
Bose—Einstein. En [86] se obtiene este modelo con PS5 = %n%]l, C € R para
un gas unidimensional a temperatura cero, que implica una interpretaciéon
de U como potencial de autointeraccion de tipo Slater: C |1/)|% Esta ecuacion
aparece también en el estudio de dispositivos semiconductores en presencia de
potenciales de tipo Hartree (atractivo o repulsivo), dando lugar a los modelos
de Schrodinger—Poisson-X (véase, por ejemplo [87, 84, 19, 101]).

(ii) Sihacemos Dyq = Dyq = 0, que a nivel del operador de densidad corresponde
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al modelo de Caldeira-Legget [21]), entonces

on —ldiv(nVS) ,
m

1
oS ———|VS|? =V —Q —mU —2\S,
2m
sistema hidrodindamico cuantico con friccién que surge en el estudio de semi-
conductores ([71]) e implica, para la funcién de onda ¢ construida como en
el caso anterior, la siguiente ecuacién friccional

2
ihon — —;—mAw (V4 mU +228) ¥,

que generaliza la ecuaciéon de Schrédinger—Langevin introducida por Kos-
tin ([73]) incorporando el término mU1. Dedicaremos la segunda parte del
Capitulo 6 a estudiar el buen planteamiento de esta ecuacién en dominios
acotados bajo una interpretacién adecuada del potencial de autointeraccion.

(ili) Por ultimo, si tomamos solo D,, = 0, entonces tenemos el sistema de flujo

potencial
on f div(nVS) + DggAn
= ——div
¢ ma =
h 5 «

y la correspondiente ecuacién de Schrodinger para v es idéntica a SLD, salvo
por el término logaritmico:

h2
iy = =5+ (V+mU+ S)w
m m qq
b Pl <A”> b - L Py — mDydiv (‘]) "
2 n m n

Teniendo en cuenta la condicién (2.4), este es el modelo méds sencillo que gene-
raliza al de Caldeira—Leggett al nivel del operador de densidad. Los términos
difusivos de la ecuacién anterior pertenecen a la familia de términos no linea-
les de Doebner—Goldin [43].

2.4.2. Discusioén sobre la consistencia de Py F

Este ultimo apartado esta dedicado a discutir la plausibilidad de las condicio-
nes (2.35) que han sido necesarias para la obtencién del modelo. Una caracteristica
importante de los sistemas cuanticos abiertos es que pueden perder informacion, en
el sentido de que un estado cudntico determinado por una unica funcién de onda
puede evolucionar temporalmente hacia una mezcla de estados, de manera que el
ambiente genera incertidumbre acerca del sistema objeto de estudio. Esta circuns-
tancia impide que cualquier aproximacién basada en una ecuacién de ondas (lineal
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o no lineal) describa el sistema de manera “exacta”. La ecuacién SLD describe
WFP de la mejor forma posible, ya que el conocimiento de n y J permite construir
(via (2.34)) una funcién de onda que respeta dichos momentos, pero teniendo en
cuenta los efectos eventuales de una mezcla de estados sobre dichos observables.
Esta influencia queda reflejada por el potencial de autointeracciéon U, que surge
como un potencial escalar de la divergencia del tensor P y en principio no tiene
por qué existir. En este sentido es destacable que bajo la relacién de cierre estable-
cida en (2.27), la hipétesis 2div(PS) = VU es equivalente a asumir div(P5) = VU,
ya que en este ultimo caso podemos definir

n 1 _ ) N B
U= / — OpUdn' que implica VU = —9,U Vn = —VU ,
o n n "

de donde se deduce la primera igualdad de (2.35). Por tanto, podemos discutir
acerca de las condiciones que garantizan la existencia de potenciales escalares de
div(PY). Por ejemplo, es suficiente postular un tensor diagonal

Py(t,z) = p(t, 2)I,

donde I denota el tensor identidad de orden 2 en dimensién d, para el cual div(PS) =
Vp. Esta no es mas que la condicién de fluido perfecto en hidrodindmica, que impli-
ca que los efectos de tensiones laterales internas son irrelevantes en la descripcién
de la evolucién del fluido. Destacan, en particular, los perfiles de tipo p = Ty n”
(donde Tj es la temperatura del sistema) que engloban a los modelos hidrodindmi-
cos isotermo [37, 58, 72] para = 1 e isentrépico para § > 1 (puede consultarse
[70] para una discusién sobre las clausuras en los distintos sistemas hidrodindmicos
asociados a un estado mixto general). En este marco tedrico y bajo nuestras hipdte-
sis, el potencial U tiene una interpretacién termodindmica bien definida: U = h(n)
es la entalpia del sistema [71], que viene dada por

rh'(r)=p'(r), h(1) = 0.

Bajo este punto de vista, todos los perfiles conducen a un término no lineal de tipo
X en la formulacién de Schrédinger

U= s nP-1

andlogos a los que hemos comentado anteriormente. Obsérvese, por iltimo, que
esta interpretacién es consistente con la hidrodindmica cudntica a temperatura
cero, que bajo nuestra aproximacion implica U = 0 y permite describir el sistema
hidrodindamico mediante una tnica funcién de onda.

Respecto a la existencia del potencial F verificando

Vn
( ~V> VS = VF, (2.45)
n
es destacable senalar que esta condicién surge inevitablemente como consecuencia

de la difusién en posicién (con coeficiente Dgq, aunque no figura explicitamen-
te en la ecuacién) y representa efectos de autointeraccién (conveccién) entre las
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velocidades media (u = £) y osmética (ug = Dgq2"). Su aparicién en SLD resul-
ta poco operativa, por lo que es interesante discutir algunas hipdtesis adicionales
que permitan trabajar con él de forma mas sencilla. Obsérvese, para ello, que en
el caso tridimensional la condicién (2.45) puede entenderse, usando (2.34), como
equivalente a la irrotacionalidad del campo vectorial

ma (Vn

Haciendo los calculos, obtenemos que
1 1
rot [(Vn : V) u} = —1ot[(Vn - V)u] = —Vn x (Vn-V)u,
n n n

que se anula si y solo si las matrices jacobianas de v y u, conmutan. Desde el punto
de vista matematico, existe un sistema de coordenadas que diagonaliza simultdnea-
mente tanto a u como a u,. Esta condicién se satisface obviamente si v y Vn son
colineales, hipdtesis que implica

u(t,x) = C(t,z)Vn(t,x),

Veu=VC®Vn+C(V®V)ny, de acuerdo con (2.46), permite reescribir el
campo vectorial G como

ma 1

—_— . 2
G = 5o~ |2AVC - Vn)Vn + CV|Vnl }

Para interpretar G como un gradiente, podemos considerar el perfil

K
Clta) = =
n(t, )
por lo que VC = —%Vn, luego
~ ma K 9 2 _ ma |Vn|?
G=" n3[ VIVnl? —2(Vn[*Vn| = 25 KV( ) -

De este modo existe F' tal que VF = G y el término que aparece en la correspon-
diente ecuacién de Schrodinger pertenece (salvo una funcién del tiempo multipli-
cativa) a la familia de términos no lineales de Doebner—-Goldin [43],

mO4K|Vn|2 '

F=—
2h n?

En este caso se dispone de la identidad J = K'Vn y en particular, para K (t) = Dgq,
obtenemos

J = Dy,Vn. (2.47)
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Como consecuencia se verifica u = u, y la relacién de conmutacién entre V ® u y
V ® u, es entonces obviamente cierta. En esta situacién (2.47) implica

S = %qulog(n) +u(t),
y por tanto el término de friccién en SLD pasa a ser de tipo logaritmico. En [61]
se deriva un modelo de Schrodinger disipativo con las mismas caracteristicas, par-
tiendo también de la ecuacion de WFP y aplicandole ideas de propias mecénica
nelsoniana [93]. Dedicaremos, ademés, el Capitulo 5 a estudiar el buen planteamien-
to de dicho modelo aprovechando su equivalencia con la ecuacion de Schrédinger
puramente logaritmica.
De la escritura anterior de S y de (2.34) se deduce que

J 4mD A Vn/|?
div(n)wz—"”‘hzqqczwzl?qq(f—' " )w,

lo que nos conduce a la siguiente versién simplificada de la ecuacién SLD:

. h? ih\ An
'Lhatw = —%A¢ — qu (meq — 2) Tw
+ (V4 mU + 2Dy +1Dygq)log(n) ) (2.48)

Cabe destacar, por tltimo, que la igualdad v = u, que hemos obtenido en este caso
particular implica que la velocidad osmética compensa los efectos de la velocidad
media y localmente (a escalas microscépicas) la velocidad del sistema se anula, lo
que conduce a la ecuacién de continuidad més sencilla 9;n = 0, esto es, el régimen
determinado por estas condiciones genera una dindmica estacionaria.

Por otra parte, si asumimos que se satisface la ley de Fick, es decir, si J =
—Dg4,Vn, entonces la ecuacién de Schrodinger asociada es ahora

) h? ih\ An
Zhat'll) = _%Aw + qu (meq + 2) 71/}

+ (V +mU + (2Dyq — anq)log(n))z/J . (2.49)

En este caso el signo del término logaritmico podria ser negativo, circunstancia que
ocurre cuando {29 < wA. Sin embargo, bajo las hipdtesis de validez del modelo de
WEFP (y por tanto de SLD) A <« €, lo que implica una perturbacién pequena en la
préctica.

Siguiendo esta direccién, también podemos considerar el caso en el que la
corriente macroscopica se anula, J = 0. De aqui se deduce facilmente S(¢, ) = v(t)
y, por tanto, la ecuacién de Schrodinger que surge en este caso es

) .
iy = —;—mm + m% (A”> v+ (V+mU +2Dylog(m) ). (2:50)

n
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En particular, la ecuacién de continuidad asociada es la ecuacion del calor deter-
minada por la difusién en posicion de WFP, esto es, Oyn = DqyqAn, por lo que se
trata de una dindmica que solo manifiesta difusién.

Para terminar, podemos considerar otro tipo de hipdtesis sobre la viscosidad
del sistema (visto como un fluido) que evita el término F en SLD. En efecto, si
PS = p(n)I, podemos reescribir la ecuacién para ;S de la siguiente forma:

h s ! _

+ 2D, Kvn" : v) VSJrVAS} 10

(donde Vp = %Vp), que representa la formulacién de flujo potencial de una correc-
cién de la ecuacion de Navier—Stokes para un fluido barotrdpico e irrotacional con
coeficiente de viscosidad dindmica proporcional a la densidad, p(t, z) = Dgen(t, z),
y donde

= —%V(Q +2D,qlog(n) ) — 2AVS — Dy, VAS.
Por tanto, si elegimos la relacién constitutiva
Pf =pl+2DynV @ u

en lugar de la primera relacién de cierre en (2.27), los efectos debidos al término de
conveccién se cancelan y se deduce la siguiente ecuacién de Schrodinger logaritmica

2 .
ihoy) = ,iAw _ % (An) P
2m 2 n
J
+ (V +mp + S+ 2qulog(n)) 1 + mDg,div <n> P,
qq

con Vp = %Vp, como razonamos al principio de la seccion. Obsérvese que en este
caso la hipdtesis (2.35) ya no es necesaria.






Capitulo 3

Validacion numérica de la
ecuacion de
Schrodinger—Langevin con
difusion

Este capitulo esta dedicado a la exploracién numeérica del modelo SLD, con el
objetivo de conocer la dindmica que describe y estudiar el grado de aproximacién
que representa respecto de la fenomenologia fisica de WFP. En primer lugar ana-
lizaremos las hipétesis establecidas en el capitulo anterior, que hacen mas tratable
el modelo y permiten calcular familias de soluciones particulares para dichos casos
simplificados, basdndonos en la formulacién rotacionalmente simétrica cuando sea
posible.

Dedicaremos la segunda seccién del capitulo a establecer la solucién exacta de la
ecuacion de Wigner—Fokker-Planck para la particula libre y el oscilador arménico
y aprovechar los observables asociados a dicha solucién, asi como la hidrodindmica
del modelo, para calcular el valor exacto del potencial de autointeraccién U y ob-
tener asi una ecuacion lineal que mejora SLD, aproximando con bastante precision
la fisica determinada por WFP al nivel de las densidades locales. Todos los calcu-
los realizados en este capitulo se haran en un sistema de unidades adecuado a la
observacién de la dindmica del sistema, que estableceremos a continuacién.

3.1. Soluciones particulares

El primer paso a dar para conocer la dindmica asociada al modelo SLD es in-
tentar conocer propiedades que se obtengan de forma sencilla. Con esta intencién
analizaremos el comportamiento de algunas soluciones de nuestra ecuaciéon asocia-
das a acciones externas y autointeracciones nulas (V = U = 0) para los regimenes
J = £DyVn y J = 0, aprovechando las reescrituras simplificadas de SLD que
hemos derivado en el Capitulo 2. Con el objeto de poder observar en una escala
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apropiada la dindmica del sistema (los efectos cudnticos son observables en tiempos
cortos y distancias pequenas) trabajaremos en unidades en las que h = m = kg = 1,
con lo que alteramos los patrones de tiempo y de longitud:

1§=17,63771ps y 1m = 0,0297349 um . (3.1)

En este nuevo sistema de unidades los coeficientes que determinan el modelo (de-
finidos en (2.2)) adquieren la siguiente forma normalizada:

_ 7 :L
P 190Ty 9 12Ty

n

)\257

Dyp, =11y, D

Utilizaremos este mismo reescalado en todos los cdlculos numéricos que seran lle-
vados a cabo, asi como en las figuras que presentamos.

3.1.1. J=D,Vn

En este caso, la ecuacién de Schrodinger que rige el comportamiento del sistema
viene dada por (2.48). En particular la densidad local es independiente del tiempo,
lo que nos permite descomponer la funcién de onda en forma polar del siguiente
modo

Y(t, x) = ze o) (3.2)

donde z = z(x) no depende del tiempo, lo que implica de forma sencilla que J =
nVo y, en consecuencia,
o(t,z) = Dyglog(n(z)) + v,

donde v es una funcién que depende solo del tiempo. Este cdlculo nos proporciona
perfiles de la forma

Y(t,x) = z(x) exp {iqulog(z(a:)Q) + il/(t)}

como candidatos a soluciones de (2.48). Sustituyendo en la ecuacién y teniendo en
cuenta que n = 22, obtenemos

Vz]2 Az |Vz|?

1 .
= + z) Y+ Dygq(=2Dgq +1) ( 22

V() = —(2+¢qu) (Ziqu

A
+ZZ> W + (2Dyq + 1D gq)log(22) .

iDgqlog(=(

Multiplicando ahora por el factor e~ 2)*)—iv(t) y reordenando términos,

deducimos que
1
—V(t)z = —5 1+ 4D?)Az + (2Dpg + nDgq)log(2*)z . (3.3)

Obsérvese que el segundo miembro no varia con el tiempo, por lo que v/ = 0, luego
v(t) = —wt+k (w,k € R) y (3.3) adopta la siguiente forma

1
(1+ 4D§q)Az + (2Dpy + nDyy)log(2?)z, (3.4)

wz=——
2
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ecuacion cuyas soluciones son todas reales ya que w € R. En particular

== { 30, T ) 5)

es una solucién constante. Por tanto, la familia uniparamétrica de funciones de

onda ( )
1+2iD,,)w .
Yo (t,z) = exp {qq — zwt}
2(2Dpq +nDgq)

son soluciones estacionarias de (2.48) con densidad constante.

En este punto es destacable senalar la ausencia de soluciones con perfil gaussiano
(o gaussones, véase [17]). De hecho, la busqueda de perfiles de la forma (3.2) con
modulo de tipo exponencial

z(x) = eAlw‘2+B, A BeR,

como soluciones de esta ecuacién, implica irremediablemente que Re(A) > 0. De
hecho, tenemos

Az = (2dA + 44%|z[?) Al +B,

que nos permite reescribir la ecuacién (3.4) de la siguiente forma
w+dA(1+4D2)) — 2(2Dpq + nDgq) B = 2A (2Dpg + 1Dgq — A(1 +4D2)) ||,
de donde se concluye que

_ 2Dpq +1Dyq _ g n w
1+4D2, ’ 2 2(2Dpg +nDyq)’
luego
Y(t, z) = exp{A(z) + 1 (2DggA(z) — wi)}

es el perfil soliténico buscado, donde hemos denotado

2D, +nD
Alg) = 2Ppa+1Dgq | 1o
() 1+4D2, o +

w

d
—_——— + —. (3.6)
2(2Dpg +1Dgq) 2

Es posible, ademds, encontrar soluciones no triviales de (3.4) que sean funciones
del polinomio simétrico de primer orden s = x1 + ...+ x . De hecho, considerando

N
) =yls), 5= a5,
j=1

y basdndonos de nuevo en (3.4), es sencillo observar que y satisface

d
wy = —=(1+4D2)y" + (2Dpq + 1Dgq)ylog(y?) . (3.7)
2
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Tomando entonces y(s) = Cs”’ + D con C, D, 3 € R, se deduce necesariamente que

2Dyq +1D 1 w
f=2, C=="P1_ "9 p__4 =
d(1+4D2)) 2 22Dy, +nDyq)

lo cual da lugar a la siguiente familia de soluciones de (2.48)

N N
V(x1,..., 2N, 1) —exp{@(Zmi) +1i <2qu@(2wi) —wt)} ,

i=1 i=1

donde ©(x) = A(z/v/d) + (1 —d)/2 con A dada por (3.6).
Ademdés, para encontrar una relacién entre y y su derivada, basta con multiplicar
(3.7) por y’ e integrar respecto de s, obteniendo

2Dpq +nDgq + w)
d(l1+ 4D2q)

(2qu + 77qu) 2

2 2 ,
(') — y*log(y?) + y? =k eR.
d(1+4D2,)

Esta ecuacién tiene dos puntos de silla en (g, 0), donde yq es la solucién constante
de (3.4) que nos proporciona (3.5). Podemos eliminar el pardmetro w de esta tltima
igualdad usando el cambio de escala y = ygY . La ecuaciéon para Y es

2 2(2Dpq + nDyq)

SR T D2,

Y2 (log(Y?)—1) = K €R. (3.8)

Obsérvese que mediante este reescalado hemos normalizado la ecuacién, de modo
que los puntos de silla de (3.8) son ahora (£1,0). En la Figura 3.1 mostramos el
diagrama de fases asociado a la versién tridimensional de (3.8), que reproduce para
todas las dimensiones la misma dindmica que en el caso unidimensional (pueden
consultarse detalles sobre el comportamiento unidimensional en [80]).

Soluciones radiales

Buscamos ahora soluciones radiales (rotacionalmente simétricas) de (3.4). Par-
tiendo de la condicién
2(z) =p(r), r=lzl,

tenemos

y (3.4) adopta la siguiente forma

1+4D2,

d—1
5 <s@” + — @’) — (2Dypq + nDyq)plog(¢®) + wp = 0.

r

Normalizando mediante el mismo reescalado de antes,

o) = exp {Q(QD“’MD)} o),
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Figura 3.1: De arriba abajo y de izquierda a derecha: los tres primeros dibujos
muestran los diagramas de fases asociados a (3.8) para d = 3 y valores tipicos de los
coeficientes del modelo en la fenomenologia de Dekker (véase [40]) para el régimen
de altas temperaturas [98]: To =2, Qo =1y A = 0,5, 0,15 y 0,05 respectivamente,
en el sistema de unidades definido en (3.1). El dltimo gréfico describe el mismo
diagrama asociado a (3.8) pero con signo contrario delante del término logaritmico,
idénticos valores de Ty y 2o y constante de acoplamiento A = 0,5 .
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(0]

20 40 60 80 10 20 30 40

Figura 3.2: Soluciones numéricas de la ecuacién (3.9) para el caso tridimensional
(d=3) en un régimen de temperaturas altas: Ty = 2, g = 1 y acoplamiento débil
y creciente: A = 0,5 (linea de puntos y rayas), A = 0,15 (linea continua) y A = 0,05
(linea de rayas), en el sistema de unidades definido en (3.1). De izquierda a derecha:
dato inicial ¢(0) = 0,75, ¢’(0) = 0 y ¢(0) = 1,85, ¢'(0) = 0 respectivamente.

obtenemos la ecuacién que satisfacen todas las soluciones radiales de (3.4):

1+44D? —

% (gb" + % ¢/> — (2Dpg + nDyy)Plog(¢?) = 0. (3.9)
La presencia del factor (d—1)/r hace que la ecuacién (3.9) sea singular en el origen,
lo que genera una dindmica esencialmente diferente a la unidimensional (donde ese
factor no aparece, ya que es consecuencia de la escritura del laplaciano en fun-
cién de 7). Esto implica, en particular, que los diagramas de fases mostrados en la
Figura 3.1 no describen el comportamiento de las soluciones radiales. Para evitar
dicha singularidad en los célculos debemos imponer ¢'(0) = 0, condicién que nos
permite resolver numéricamente (3.9) encontrando (i) soluciones de crecimiento ex-
ponencial para |¢(0)] > 1 o (ii) perfiles oscilatorios que decaen a cero en infinito,
en el caso de que |¢(0)| < 1. En esta ultima familia estdn contempladas las ini-
cas soluciones estacionarias (con densidad independiente del tiempo) de SLD que
son matemdticamente consistentes (en el sentido de LP(R?)). Mostramos estas dos
clases de soluciones en la Figura 3.2 para diferentes niveles de acoplamiento.

3.1.2. Densidad de corriente nula (J = 0)

Analizamos ahora el régimen J = 0, que implica VS = 0 y en consecuencia
S = 2Dgy40(t). Por simplicidad, y al igual que antes, vamos a suponer V = 0

y estado puro (U = 0), que dan lugar (via (2.50)) a la siguiente ecuacién de
Schrédinger
1 D A
10p) = *iAl/J + % (nn> ¥ + 2Dp4log(n)y . (3.10)
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En este caso la ecuacién de continuidad de Fokker—Planck se reduce a una ecua-
cién del calor con difusién gobernada por el coeficiente Dgyq, Oin = DgqAn, cuyas
soluciones (para el caso d = 3) son conocidas y vienen dadas por

1 |z —y|?
t,x) = K(,t =—— —— ) d A1
nlt) = (0 + K(.0)(0) = st [ moGwyesn (<5525 ) v, (310
donde ng(x) = [1o(x)|? es la densidad local inicial y K es el nticleo de la ecuacién
del calor tridimensional. Esto hace que la ecuacién (3.10) sea, en la prictica, lineal.
De hecho, si buscamos soluciones de la forma

Y(t,z) = /n(t,z) e, (3.12)

deducimos que
1 9m 1|Vn)?
N 4Dgq 1 8 n?

Integrando ahora esta tltima ecuacién en el intervalo [0,¢], encontramos una ex-
presién explicita de o que nos conduce a soluciones de (3.10) con el siguiente perfil:

W = \/iexp { 4Diqqlog (:;) - z'/ot (;W + 2qulog(n(s))> ds} ,

donde n(t, x) viene dada por (3.11) para t > 0 y n(0) = ng. En la Figura 3.3 mos-
tramos ejemplos de la evolucién de dicho perfil con dato inicial rotacionalmente
simétrico (que implica comportamiento radial para todo tiempo), donde la carac-
teristica mas destacada es la lentitud de la difusién (obsérvese que el valor de Dy,
es pequeno para valores admisibles de las constantes).

o'(t)

3.1.3. J=-D,Vn

Estudiamos a continuacion el caso en que la corriente del sistema sigue la ley de
Fick J = —Dy,Vn. Este régimen no constituye un estado estacionario, aunque si
fijamos (al igual que en los casos anteriores) V = U = 0, podemos obtener algunas
soluciones exactas de la ecuacion de Schrodinger resultante

1 i\ A
10y = _§A¢ + Dqq (qu + ;) an + (2Dpgq — nDyq)log(n)i. (3.13)

La evolucién temporal de n queda de nuevo descrita por una ecuacién del calor con
coeficiente de difusién 2D, cuyas soluciones se pueden expresar como convolucién
de la densidad local inicial con el nicleo del calor. Para encontrar una funcién de
onda que resuelva (3.13) comenzamos, al igual que antes, suponiendo que

O(t,x) = /n(t,z) e o)

Es sencillo deducir de esta expresién y del conocimiento que tenemos de la densidad
de corriente que
o(t,z) = —Dyqlog(n(z)) + v(t).
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Figura 3.3: Evolucién temporal de los perfiles radiales tridimensionales gobernados
por la ecuacién (3.10) con Tp = 2, Q9 = 1 y A = 0,15 en el sistema de unidades
definido en (3.1). De izquierda a derecha: condicién inicial con densidad local gaus-
siana [1o(x)|? = exp(—|z[>/2) y to(2) = xrs\pB, respectivamente, donde x denota
la funcién caracterisitica de un conjunto y Bj es la bola unidad centrada en el
origen. Ambas evoluciones estén representadas en los mismos tiempos: ¢t = 0 (linea
continua), t = 6 (linea rayada), t = 40 (linea de puntos y rayas) y ¢ = 120 (linea
de puntos).

0.75

[0]]

05 ‘\\ \

(o)l

0.25 o

Figura 3.4: Evolucién temporal de los perfiles radiales tridimensionales gobernados
por la ecuacién (3.13) en el mismo régimen que la Figura 3.3 y en el sistema
de unidades fijado en (3.1). De izquierda a derecha: dato inicial ¥o(x) = xp, ¥
Yo(x) = /1 — |z|? respectivamente, ambos representados en los tiempos t = 0
(linea continua), t = 2 (linea rayada), t = 12 (linea de puntos y rayas) y t = 60
(linea de puntos).
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Usando (3.10) y haciendo célculos rutinarios se deduce la siguiente ecuacién dife-
rencial para v:

D2 2
V() = (qu T ) n _ (1 + ‘”) N (2D — Dy lox(n).

2 8Dy ) n 8 2

Finalmente, integrando respecto del tiempo obtenemos v y de ahi la siguiente so-
lucién de (3.13) para el dato inicial t)g:

P = \/ﬁexp{— (D;q + 8D1> log (TZ))
qaq
b (1+4D2, |Vn(s)|?
B /0 ( 8 2 nT(LSgl + (2Dpq anq)IOg(”)> ds},

donde

. 2
77,0(1') = |w0($)|27 n(t,x) = W/R no(y) exp <_|x81)yl,> dy.
qq 3 qq

La dindmica asociada a la ecuacion (3.13) es bastante similar a la difusién estandar
(véase la Figura 3.4). Es destacable el hecho de que, a pesar de que el signo del
término logaritmico podria cambiar (cuando A > 1/7), este hecho no alterarfa el
comportamiento observable (al nivel de la densidad local n), ya que en la practica
solo perturbaria la fase de las soluciones.

3.2. Comparativa con Wigner—Fokker—Planck via
potenciales linealizados

En esta seccién investigaremos la dindmica unidimensional asociada a la ecua-
cién SLD y compararemos los resultados obtenidos con aquellos que provienen de
resolver de forma exacta la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck en casos en los que
esto es posible. En una primera aproximacién vamos a considerar la evolucién de la
particula libre (V = 0) y del oscilador arménico (V(z) = 2w3z?, donde wy denota
la frecuencia de dicho oscilador) con niveles de acoplamiento del sistema que lo
hacen sobreamortiguado e infraamortiguado, y aprovecharemos la solucién exacta
de WFP y el sistema hidrodindmico derivado en el capitulo anterior para obtener la
forma funcional concreta de los términos no lineales y, en particular, del potencial
U en SLD. De esta manera podremos establecer una comparativa entre la solucién
exacta de la ecuacién de Wigner y el resultado numérico de una linealizacién de
nuestro modelo de Schrodinger que proporcionan estas soluciones. Efectuaremos
todos los calculos en el sistema de unidades establecido en la seccién anterior.
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3.2.1. Soluciones exactas de la ecuacion de Wigner—Fokker—
Planck: particula libre y oscilador armoénico

Como la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck es lineal, es posible resolverla de
forma tedrica para potenciales externos sencillos, ya que podemos aplicar la trans-
formada de Fourier y obtener la solucién fundamental Wy de esta ecuacién. Es
sencillo entonces obtener una expresién general de la solucién del problema de va-
lores iniciales asociado a WFP para una condicién inicial arbitraria W en términos
de Wy y W;. Valiéndonos de esta férmula, calcularemos las densidades local y de
corriente que describen de manera exacta la hidrodindmica de WFP con dato inicial
maxwelliano, que seran de utilidad para linealizar SLD. Lo primero que haremos
serd construir las soluciones explicitas de la ecuaciéon de WFP para la particula li-
bre y el oscilador arménico sin mostrar calculos detallados, que pueden consultarse
en el apéndice B.

La particula libre

El ejemplo mas sencillo de interaccion disipativa sistema—bano térmico es la que
no se ve sometida a la accién de ningin potencial externo. En este caso el término
pseudo—diferencial en WFP desaparece y obtenemos

OW + £0.W = Dpp02eeW + 200 (EW) + 2Dpg 024 e W + Dyg 9%, W, (3.14)

En nuestro sistema de unidades (y poniendo A en lugar de 7 como pardametro bésico)
los coeficientes vienen dados por

pYoR A

D, = 2)\T D = _— =
pp 0> Pq 67 Th ) qq 6T,

Tras aplicarle transformada de Fourier, calcular las caracteristicas, resolver la ecua-
cion resultante e invertir las operaciones mencionadas, podemos escribir el propa-
gador asociado a esta ecuacion de la siguiente manera:

Wo(z, &, t) = (4n2d(t)) ™2 exp {—flggﬁ + ngg - 2852} , (3.15)
donde
a(t) = 4;2 {D,,p + 4N Dgg +4ADpg + (1 —e7?Y) (Zip(e—w -3) - 2qu) }
b(t) = &(1 — e ) (4NDyg + Dyp(1 — e 2M)) | (3.16)
o) = O,
y

d(t) = 4a(t)c(t) —b(t)> >0 Yt >0.



3.2. COMPARATIVA CON WFP ViA POTENCIALES LINEALIZADOS 57

De aqui se deduce que la tnica solucién de (3.14) con condicién inicial Wi (z,§)
viene dada por

1_6—2)\15
Wi(z,§,t) = / Wo <9U —Z— (2)\) v,§ — 6_2/\tv,t> Wi(z,v)dzdv.
R2

(3.17)
Por tanto, si elegimos el perfil maxwelliano
1 _ 2 2
Wi(z,&) = —e ¢ (3.18)
7r

como condicién inicial, es sencillo calcular los dos primeros momentos (respecto de
&) obteniendo de esta manera la densidad local y la densidad de corriente asociadas
a estas soluciones:

e(t)

n(t,x) = Texp{—e(t);ﬁ}, J(t,x) = f(t) vexp{—e(t)z?}, (3.19)
_ 4)° AN F e — e )
e(t) = 4X2(4a(t) + 1) + (1 — e—22)2’ ft) = N3 e(t)? .

El oscilador armoénico

El hamiltoniano asociado a la evolucién del oscilador arménico cudntico vie-
ne dado por H = —%(82” — w%xQ). Este modelo se puede resolver exactamen-
te en la formulaciéon de Wigner incluso si tenemos en cuenta los términos del
nucleo de Fokker—Planck, proporcionando asi una formulacion del oscilador arméni-
co cudntico amortiguado (véase por ejemplo [55, 56, 65, 99, 116]). Podemos calcular,
por tanto, el propagador de la ecuacién de WFP con término pseudo—diferencial
O = —wi(z - V¢)W, obteniendo idéntica forma funcional para la solucién funda-
mental (férmula (3.15)) donde los coeficientes vienen dados ahora por

1 . 2 2
a(t) = 7(>\+ ) {a(t)()\+e’\+t — )\,e’\*t) + é(t) (e’\+t - e)‘*t)
+ B(t) ()\+e2/\+t + APt — 2)\62/\t) }6_4/\t ,
1
b(t) = —m {w%&(t) (A+€2)\+t + )\_62)\_t — 2)\82)\t)
+ - p—
+e(t) (AT A pe? -t — 2)e?M) (3.20)
+B(t) (ng (e2>\+t + 62/\,15) O+ )\7)262)\:‘,) }efzm’
1
W )5{5‘@) (M=) e (At =AM
+ - —

+w2b(t) ()\+€2>\_t + AP+t — 2/\62’\t) }6_4’\t ,
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' d(t) = 4a(t)c(t) =b(t)* >0 Vt>0.

En estas expresiones hemos denotado Ay = A £ /A2 — w3 y
X AL Ao (A
a(t) = o {qu +— (uJ%Dpp + 2qu>} (62)\_t —-1)

+£ {D +A—+ <>\+D +2D )] (eA+t — 1)
2/\+ qq w% wg pp pq

1
- X(2W8qu + Dyp + 4>‘qu)(62)¢ -1),

- 1
b(t) = X(2¢L;§qu + Dypp + 4ADpg ) (e*M — 1)
( Dgq + +Dpp + Qqu) (62)\+t -1)
“o 2M_t
()\ quJr p+2qu> (e -1),
2
) = DL (Lp,+ 20,420, ) (P01
2 At

2 A
+ (;J\Oqu + —=Dpp + 2qu> (62)\71‘/ —1)

)\(2W(2)qu + Dypp +4ADpq) (e 2 1)} .

Nétese que en el caso infraamortiguado se tiene que A2 —w32 < 0, por lo que debemos
entender la rafz cuadrada en el sentido de los nimeros complejos (como nimero
imaginario puro) de manera que los cdlculos son siempre vélidos teniendo presente
este convenio. Asi, podemos calcular la tinica solucién de

OW + €0 W — Wi 2OW = D02 e W + 200 (EW) + 2Dpg0% e W + Dy 0% W,

que viene dada por
Wz, & t) = / Wo (:c —A,z— A, — B,z — va,t) Wi(z,v)dzdv, (3.21)
R2

donde las traslaciones en posiciéon y velocidad de la solucién fundamental quedan
ahora determinadas por

1

A (t) = SV (Ape -t — A e )
A, (t) = ﬁ (efx,t _ 64#) ’
B.(t) = A:"_gA_(e—w_e—u),
But) = — (et ale .

A — A
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Como consecuencia, es sencillo comprobar que las densidades local y de corriente

asociadas a un dato inicial maxwelliano Wy (z, &) = %e‘”’z_gz vienen dadas respec-
tivamente por
t
n(t,x) = e) exp {—e(t) 2’} , (3.22)
™

e(t)

™ 2a(t)
donde
’ _ 1
et) = da(t) + AL(0)2 1 A ()2
o) = AOB.O)+AOBo(t) — 2D (4072 + A,07).

2a(t)

3.2.2. Linealizacién de SLD y resultados numeéricos

Como ya discutimos en el Capitulo 2, la interacciéon que describe la ecuacion de
WEFP puede causar que una funcién de onda t; evolucione con el tiempo hacia un
estado mixto debido a la accién del entorno sobre el sistema. Esta influencia queda
descrita en la familia de ecuaciones SLD por el potencial efectivo de autointeraccién
U, que a su vez estd determinado de forma tedrica por la varianza de las velocidades
entre los distintos estados que conforman la funciéon de Wigner del sistema, y en
ultima instancia se puede escribir en términos de los tres primeros momentos en
velocidad de W. En los casos V = 0 y V(z) = —3wdz? con condicién inicial
gaussiana

Yr(x) = nl /42, (3.23)

(funcién de onda tal que Wp;| = Wy, donde pr(x,y) = 1(x)r(y) y Wr es el dato
inicial de las soluciones de WFP calculadas en el apartado anterior), podriamos
aprovechar esta relacién para establecer U de forma “exacta” y testar el caso mas
fiable del modelo SLD. El célculo del tensor T es sin embargo bastante arduo y
resulta poco operativo obtener el potencial de autointeraccion de esta manera. No
obstante, bajo las hipétesis del modelo y usando las ecuaciones (2.36)—(2.37), dicho
término debe verificar la relacién

1
NS 4+ =—=—(0:5)* = —2D,, (U + Q + 2Dy, log(n)) — 2AS + 2Dy F + D g0 125,

2Dy,

(3.24)
donde recordamos que @ es el potencial de Bohm definido en (2.14) en el sistema
de unidades establecido al principio de la seccién. Como conocemos n y J dados
respectivamente por (3.19) y (3.22), podemos aprovechar que estamos en el caso
unidimensional para definir

“J(ty)

S(t,xz) = 2Dy, )

)
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que satisface (2.34) y nos permite conocer todos los términos de (3.24) y, en con-
secunecia, calcular U en funcién de las densidades local y de corriente:

U—Q+2qulog(n)+2D1qq <i)2+/ {at (i) J an” , <i>}+ax (i)

Insertando dicha U y sustituyendo en SLD cada uno de los términos no lineales
por sus valores en funcién de n y J:

Oxn

2
0% zam

S:2qu/%dy, log(n), ——,

Pusie v 0.(2),

n

podemos resolver numéricamente la ecuacién “linealizada”

Z@ﬂ/i = *%3%11/1 + p(tﬂ 1')7;[}3 (325)

donde p(t,x) es un polinomio complejo de grado 2 en z.
En el caso V =0, p(t, x) estd determinado por

Dy (lote(t) = og(r)) = Dug (/75100 + (0
{\Ff 2De(t) + 2Dyge(t) (\/71” ) 4 ie(t )}

N (6(15))/ A-3ewa} (3.26)

™

p(t,z)

_|_

Eligiendo el dato inicial ¢; de (3.23) y condiciones de Dirichlet homogéneas en la
frontera

P(—15,t) = (15,¢) =0, (3.27)

podemos resolver numéricamente (3.25) y comparar los resultados obtenidos con los
observables asociados a la ecuacién de Wigner. En las Figuras 3.5 y 3.6 mostramos
la comparativa entre las densidades locales de ambas para los siguientes regimenes
de acoplamiento débil: (Tp = 2,90 = 1,A = 0,15) y (To = 2,Q0 = 1, A = 0,05).
Dichos conjuntos de valores satisfacen la condicién de Lindblad (2.4), que puede re-
escribirse (en nuestro sistema de unidades) en términos de las constantes originales
de interaccion como

%S\/gﬂ'
0

o bien n = 0 (el caso trivial, sin acoplamiento). Esta relacién se satisface para
temperaturas medias y altas.

Para el oscilador arménico podemos actuar de idéntica forma a la descrita arriba
y obtenemos el potencial complejo

g(t,x) = Dyy(log(e(t)) —log(m)) — Dyqe(t) (h(t) +1i) + <6§Tt)>3e{§e(t)r2}

_ w2
Fe(t)? {W 9D, (h(t) — i) + 20} 2, (3.28)
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donde
h(t> = Az(t>Bz(t) + Av(t)Bv(t) + 2b(t) :

Podemos resolver entonces la ecuacién de Schrodinger lineal correspondiente

10p) = f%d)ﬂ« +q(t,x) (3.29)

con el mismo dato inicial que antes y condiciones de Dirichlet homogéneas en la
frontera (cf. (3.23) y (3.27)).

W(=15,1) = (15,) = 0. (3.30)

En este caso hemos considerado w3 = 0,01, que responde al caso sobreamortiguado
con A = 0,15 (Figura 3.7) y el oscilador infraamortiguado para A = 0,05 (Figura
3.8).

0.6 0.6

0.4

n(x,t)

0.2

-4

06 0.6

0.4 04

n(x,t)
n(x,t)

0.2

Figura 3.5: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representaciones de la den-
sidad local para la solucién exacta de WEFP en el caso de la particula libre (linea
continua) y para la solucién numérica de (3.25)—(3.27) (linea de puntos) con da-
tos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectivamente, y constantes de interaccién
A=0,15Qp =1y Ty =2, en los tiempos t = 0,5, t =1,t =15y t =2.
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061 0.6f

0.4

n(x,t)
n(x,t)

02r 02r

-4

0.6 0.6

0.4 0.4

n(x,t)
n(x,t)

0.2

Figura 3.6: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representaciones de la den-
sidad local para la solucién exacta de WEP en el caso de la particula libre (linea
continua) y para la solucién numérica de (3.25)—(3.27) (linea de puntos) con da-
tos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectivamente y constantes de interaccién
A =005 Q9 =1y Ty =2, en los instantes de tiempo t =05, t=1,t =15y
t=2.
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0.6
0.6 F

041
04r
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Figura 3.7: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representacion de las densi-
dades locales para la solucién exacta de la ecuacién de WFP en el caso del osci-
lador arménico sobreamortiguado (linea continua) y para la solucién numérica de
(3.28)—(3.30) (linea de puntos) con datos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respec-
tivamente y constantes de interaccion A = 0,15, Q¢ = 1 and Ty = 2, en los instantes
de tiempot =05, t=1,t =15y t=2.
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Figura 3.8: De arriba abajo y de izquierda a derecha: representacion de las densi-
dades locales de la solucién exacta de la ecuacién de WFP en el caso del oscilador
armoénico infraamortiguado (linea continua) y para la solucién numérica de (3.28)-
(3.30) (linea de puntos) con datos iniciales dados por (3.18) y (3.23) respectiva-
mente, y constantes de interaccién A\ = 0,05, Qp = 1y Ty = 2, en los instantes de
tiempot=05,t=1,t=150yt=2.



Capitulo 4
Existencia de argumento de
una funcién de onda

El objetivo de este capitulo es analizar con detalle las dificultades matematicas
mas importantes que surgen a la hora de encontrar la descomposicién médulo—
argumento de una funcién compleja y establecer rigurosamente una definicién pre-
cisa y univoca (salvo una familia numerable de constantes aditivas) del argumento
de una funcién de onda. En la primera seccién discutiremos sobre el planteamiento
adecuado, las hipdtesis necesarias sobre la geometria del dominio y las herramien-
tas utilizadas para resolver este problema en dominios acotados tridimensionales.
En la segunda seccién probaremos la existencia de una funcién argumento para
un estado cuantico independiente del tiempo, basandonos en la existencia de un
potencial escalar del campo de velocidades asociado a dicho estado. Finalmente,
dedicaremos la ultima seccién a obtener la familia de argumentos asociada a la
solucién de una ecuacién de Schrédinger general, lo cual permitird establecer una
conexion rigurosa entre las formulaciones hidrodinamica y de onda de la mecéni-
ca cuantica y serd de gran utilidad, ademads, para el desarrollo de los proximos
capitulos, donde estudiaremos distintos modelos asociados a fenémenos cuanticos
disipativos.

4.1. Sobre el problema del argumento

La definicién adecuada y la regularidad del argumento de una funcién de onda
compleja 1 constituye un problema de gran interés en mecanica cuantica, que cobra
especial relevancia cuando se pretende relacionar la ecuaciéon de Schrédinger con la
descripcion hidrodinamica que proporcionan las leyes de evolucién para la densidad
local n = [¢|? y la fase S asociadas a la funcién de onda. La llave de esta conexién
es la descomposién médulo—argumento (forma de Madelung [85] o perfil WKB) de

Y
v(t.a) = pitoep { Lt} (a.1)
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donde o > 0 es la unidad de accién del sistema, habitualmente la constante de
Planck & aunque puede tratarse de alguna modificacién relacionada con la fisica
del sistema (como sucede en los Capitulos 2 y 5, o en [86]), o de un reescalado de
la propia h [70]. Dicha descomposién no se puede materializar en general, ya que
(4.1) pierde sentido cuando 9 = 0 e implica formalmente

5= i (o)

expresion que estd mal definida debido a que el logaritmo neperiano es una funcién
multivaluada en el plano complejo. Nuestro objetivo en este capitulo es ofrecer un
tratamiento analitico adecuado que permita escribir de forma rigurosa la forma de
Madelung de una funcién de onda v dependiente del tiempo. El primer paso en esta
direccién consiste en llevar a cabo una lectura matematica adecuada de (4.1) que
nos permita obtener de manera precisa alguna funcién S verificando dicha relacién.
No podemos esperar que esta S sea Unica, ya que la exponencial compleja es 27 i—
periddica, aunque si seria deseable encontrar una familia numerable formada por
todos los argumentos de 1. Por ltimo, dado que nuestro andlisis esta orientado al
tratamiento y resolucién de ecuaciones en derivadas parciales, nos interesa también
estudiar la regularidad de S, problema que estara relacionado con la dependencia
continua de S respecto de 1.

A nuestro entender, no existen en la literatura unanimidad en torno a cial es
la interpretacién 6ptima de (4.1), aunque algunos autores proponen trabajar con
sistemas hidrodindmicos cudnticos disipativos aprovechando la equivalencia formal
de estos con la siguiente ecuacién de Schrodinger

2
ih = —:—mAw T V(@)Y + h(n)y + S, (4.2)

que contiene el término no lineal St introducido por Kostin para representar la
dindmica de Langevin en la formulacién de onda [73]. En esta formulacién h(n)
representa la entalpia del sistema y depende tan solo de la densidad local n a
través de la presién. Nétese, sin embargo, que (4.2) es una ecuacién mal definida (y
por tanto mal planteada) si S no estd determinado de forma precisa. No obstante,
para estudiar el sistema determinado por las densidades local y de corriente no es
necesario calcular S explicitamente. En [7], por ejemplo, se demuestra la existencia
de soluciones débiles con energia finita para el siguiente sistema hidrodindmico
cuantico acoplado con el potencial de Poisson V en todo el espacio R3:

d,J + div (‘“f‘]> 4T+ Vp(n) = —nV(V +mQ)

(p es la presion -escalar-) usando una técnica de paso fraccionario que permite
obtener las magnitudes n y J resolviendo (4.2) sin el término de Kostin y pasan-
do al limite de forma adecuada, eludiendo de esta forma el calculo explicito de
S. En [76] se estudia el buen planteamiento y limite semicldsico de un sistema
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de Schrodinger—Poisson similar a (4.2) en dimensién arbitraria y en todo el espa-
cio tomando gradientes en la ecuacién de Schriodinger, evitando de este modo la
definicién precisa del término de friccién. Estos dos esquemas consiguen obtener
informacidén sobre la fisica del sistema pero sin afrontar de forma directa el proble-
ma del argumento, por lo que ninguno de ellos resulta satisfactorio para nuestros
propdsitos. En [71], sin embargo, los autores analizan el problema de tipo mixto
asociado a un sistema de flujo potencial con friccién y acoplado con la ecuacién de
Poisson en un dominio acotado €2, que resuelven aprovechando la equivalencia de
dicho sistema con la ecuacién de Schrodinger no lineal (4.2), y dan una interpreta-
cién bien definida y univoca del término de friccién: S consiste en la tinica solucién
del problema de contorno de tipo Dirichlet asociado a la siguiente ecuacion eliptica

AS = him <div Vf) _, m(PAY) 21|%;|iwvw)lm<wvw> |

que se obtiene de suponer que el dato inicial estd descompuesto en moédulo y ar-
gumento. La ecuacién (4.3) es singular en las zonas de vacio (donde 3 = 0), lo
que exige trabajar en espacios funcionales separados de cero (como los Hj presen-
tados en el Capitulo 1). Bajo este punto de vista se obtiene una funcién S con
regularidad apropiada, pero dependiente de las condiciones de contorno impuestas
sobre S, lo que provoca que la fisica asociada al sistema hidrodindmico dependa
de una eleccién concreta del argumento de la condicién inicial, circunstancia poco
deseable porque el comportamiento observable de un sistema debe ser invariante
ante cambios en una variable dindmica no observable como es S (en el Capitulo 6
discutimos esta situacion con més detalle en el contexto del buen planteamiento de
una generalizacién de la ecuacién de Schrodinger-Langevin (4.2)). Este problema
puede solventarse respetando (4.3) e imponiendo condiciones de tipo Neumann en
01), que son mas adecuadas ya que 1 determina completamente VS en términos
de sus densidades local y de corriente asociadas. No vamos a seguir este camino,
no obstante, porque conlleva otras dificultades relativas al conocimiento de Vi en
la frontera del dominio. Sin embargo, si podemos exprimir la idea en el interior de
Q). Concretamente, si asumimos que una funciéon compleja ¥ se puede descomponer
en la forma de Madelung (4.1), entonces basta con derivar para comprobar que se
satisface la siguiente relacién

VS =alm (?) =m %, (4.4)

donde las magnitudes n y J representan las densidades local y de corriente asociadas
a la funcién de onda 1, y estan definidas como

(4.3)

n=[?* y J= % Im(@Vzﬂ). (4.5)

Tomaremos la igualdad (4.4), que en particular implica (4.3) (basta con seleccionar
a = h y tomar divergencias) y no depende de informacién adicional sobre S, como
ecuacién basica para obtener el argumento de la funcién de onda y encontrar asf la
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conexién entre las descripciones hidrodindamica y de Schrodinger de la mecanica
cuantica.

Bajo este punto de vista reducimos el problema del argumento al cdlculo de un
potencial escalar asociado al campo vectorial J/n. Dedicaremos la segunda seccién
del capitulo a resolver dicha cuestién en dominios acotados 2 C R?, asumiendo
conexién simple de 2 y aplicando un resultado general de existencia de potenciales
escalares desarrollado en [3]. Este teorema requiere obviamente la irrotacionalidad
del campo, propiedad que se deduce facilmente de la segunda igualdad en (4.4)
y del lema de Schwarz. Obtendremos como resultado una tnica (salvo constante
aditiva) solucién de (4.4) para cualquier 1) € H?(Q2) dada, que permitird construir
una familia {S'};cz € H?(Q) tal que

v(x) = /n(z) exp {;Sl(:c)} , ct.xeQ y (4.6)
St—8™ = 2ma(l—m). (4.7)

La hipotesis de conexién simple que imponemos sobre el dominio es de importan-
cia crucial para nuestros propdsitos, ya que sin ella existen funciones regulares y
separadas de cero que no admiten argumentos continuos. Para ilustrar este hecho
consideramos el cilindro (hueco) con base un anillo de radios 0 < r < 1y 1y altura
la unidad:

Q={(z,y,2) eR®:0<r? <2’ +y><1,0<z2<1}

y la funcién compleja ¢ : Q@ — C definida por ¥ (z,y,z) = x + iy. Es claro que
v e C®(Q)NL*Q) v || = /a2 +y? > r > 0 para cualquier (z,y,z) € Q v,
sin embargo, no existe ningiin argumento continuo de v en . En efecto, si exis-
tiera dicho argumento S : Q@ — R, podrfamos considerar R(0;72,1) C C el anillo
centrado en cero de radios r? y 1 y la inclusién ¢ : R(0;7%,1) — Q definida por
t(w) = (Re(w),Im(w),0) de manera que S o ¢ constituirfa un argumento continuo
de la identidad v o ¢ : R(0;7%,1) — R(0;72,1) en un dominio del plano comple-
jo con un agujero, algo que es imposible en virtud de los resultados clasicos del
andlisis de variable compleja (constltese, por ejemplo, el Teorema 13.18 en [100]).
Este ejemplo pone de manifiesto la importancia de la geometria de €2 en el proble-
ma de la existencia de S. Se pueden obtener, sin embargo, argumentos con cierta
utilidad matematica si admitimos que de .S contenga saltos de longitud apropiada
o trabajamos en espacios funcionales cociente (para eliminar el efecto de dichos
saltos). El andlisis en esta linea conlleva multiples dificultades técnicas, por lo que
mantendremos la hipétesis de conexién simple del dominio, que ademas es poco
restrictiva en los casos aplicables (en dispositivos semiconductores, por ejemplo).
Nétese, por otra parte, que la segunda igualdad en (4.4) implica que S se puede
determinar, salvo constante aditiva, en términos de las magnitudes observables
n y J asociadas a la funcién de onda. Demostraremos como consecuencia que
un estado cudntico esta, bajo hipoétesis razonables, totalmente determinado por
estos dos observables, aunque obviamente la funcién de onda no puede estarlo (el
Corolario 4.2.5 contiene la formulacién precisa de dicha propiedad). Expondremos
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el resto del capitulo en términos de dichos observables para poner de manifiesto
este hecho.

Finalmente, es importante senalar que para obtener dependencia continua de
S respecto de 1 es necesaria una condicién de normalizacién, que surge utilizando
los resultados desarrollados en [4]. En efecto, la tinica S solucién de (4.4) con valor
medio nulo en 2 se puede acotar (en norma) por J/n y, por tanto, para cualquier
1 € R la aplicacién ¢ — S(1)) serd continua de HZ(f2) en el conjunto

{s € H2(Q) : / S dx :u}.

Esta propiedad sera 1til a la hora de encontrar el argumento de una funcién de
onda ¥(t,x) dependiente del tiempo. Sin embargo no serd suficiente, ya que pa-
ra conseguir regularidad temporal de S trabajaremos con funciones complejas que
sean solucién de una ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo. En la ultima
seccién del capitulo encontraremos una funcién argumento S € X7 para cualquier
(NS X(;T con estas caracteristicas (véanse las definiciones de X7 y Xg en el capitu-
lo 1), que ademds verificard, junto con la densidad n, el sistema hidrodindmico
cudntico correspondiente.

4.2. Argumento de una funciéon compleja indepen-
diente del tiempo

En esta seccién encontraremos la familia de argumentos de una funcién compleja
separada de cero. Como hemos comentado en la seccién anterior, dicha familia
quedard practicamente determinada por las densidades local y de corriente, por lo
que es necesario establecer las propiedades de regularidad de dichos observables en
el espacio H?(£2) que recogemos en el siguiente lema.

Lema 4.2.1
Sean © C R?® un dominio acotado con frontera de clase C*, § > 0 y ¢ € HZ(Q).
Entonces, paran = [Y|* y J = %Im(avw) se verifica la siguiente identidad:

— 1
PV = —Vn+ 2. (4.8)
2 a
Como consecuencia

(i) Vne H; (), ne€ Hx(Q), J,Vn/n,J/n € H'(Q), y las aplicaciones

vn J

¢ = \/ﬁ7 n, Ja Ty

n’'n

son localmente lipschitzianas (y en particular continuas) de HZ() en el
correspondiente espacio funcional en cada caso.
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(ii) A € L?(Q) se puede escribir de la siguiente manera:
2m m (m|J* _div(J)
A = _— _ — _——
v { h? a (a nz ' n v
donde Q) es el potencial cuantico de Bohm definido como

A
2m /n

Q(t’ J}) =

DEMOSTRACION:

La identidad (4.8) es una consecuencia directa de la definicién de J y el hecho de
que Vn = 2Re (va). Para comprobar (i) observamos primero que la regularidad y
dependencia continua de y/n respecto de 1) son obvias teniendo en cuenta que \/n =
|Y|. Ademds, la inmersién de Sobolev H?(Q) — L°(f2) nos permite considerar
¥ € L>=(Q). Entonces V1 € L2(Q) y

Ve @VyY) =V Ve +9(Ve V) e L2(Q),

ya que V¢ € HY(Q) C L*(Q). Por tanto Vi ® Vi) € L%(Q) y como consecuencia
YV € HY(Q). Tomando partes reales en (4.8) tenemos que Vn € H'(2), luego
n € H%*(Q). Ademss, la hipétesis de separacién de cero || > & implica que n €
ng (©2). Tomando ahora partes imaginarias, se deduce de forma sencilla que J €
H'(£2). De nuevo, el hecho de que || > & nos permite garantizar que Vn/n, J/n €
H(Q). Para verificar la lipschitzianidad local de las aplicaciones definidas en (i)
es suficiente comprobar que para cualesquiera 1, ¢ € HZ(£2) se tiene que

[ny —ngllee < Cling —ngllre < C{HM@—@)HLW + H$(¢—¢)||Lm}
< C(IWluz + 191l ) I = Sllre (4.9)
[0Ve — Vo, < [[0(Ve—Ve)| .+ |Ve® - ).
< [l Ve = Vollze + V6l szl — 1~
< C(Iluz+ 19l ) I = Blle (4.10)
IV® @V = ¢Ve)ll: < [[VE@ (VY = Vo) + (Vo @ (VI = Vo)
+ [PVev@w o).+ - Ve Ve,
< (Il + 6l ) 16 = Slm= (4.11)

donde C' denota varias constantes positivas que dependen solo de ). Ademas la
aplicacién ¢ € HZ(Q) — V¢ € H'(Q) es continua, luego ¢ — Vn y ¢ — J
también lo son. Esto junto con (4.9) implican la propiedad de Lipschitz local de
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H}(Q) 3 ¢ — n € HL (). En este punto la continuidad de ¢ — Vi /¢ de HZ ()
en L?(Q) es una consecuencia sencilla de la positividad estricta de |¢|. Ademas,
basta con derivar para obtener que

V¢ Vo V¢ Vi Vo Vo
Hm(w ¢>L2—H " ? s €73

se verifica para cualesquiera 1, ¢ € H#(Q). El primer término del segundo miembro
se puede acotar razonando como en (4.11)

”vw Vg Vo Vo

L2

HV®WJV®W’ < 6%H¢V®V1/J*¢V®V¢HL2

(G ¢

L2

1
< 5 (10~ 119 = ol + Nollell — ol )
C
< Slelellv — ol (412

mientras que el segundo estd mayorado por

HV¢ Vy V¢ Vo

1
rek e < 5—4II¢2W®W—w2V¢®V¢\ILz

L2

IN

C
{1913~ (196ls + 1Vl 1) IV = Vo1
+ VOl + Bl v — ol |
C
< il (I8lme + llme) e = olle - (4.13)

Como consecuencia, tenemos que HZ(Q) > ¢ — Vi/¢p € H'(Q) es localmente
lipschitziana. Finalmente, tomando partes reales e imaginarias en (4.8) observamos
que tanto ¥ — Vn/n como v — J/n verifican la condicién de Lipschitz localmente
respecto de las normas H3(Q) (para 1) y H'(Q) (para los cocientes). Esto concluye
la prueba de la primera afirmacién del lema.

Para demostrar (ii) usamos que

Vi = ( +i Z‘i) b e HY(Q), (4.14)

la cual es una consecuencia directa de la férmula (4.8). Tomando divergencias y
simplificando de forma adecuada obtenemos facilmente la escritura de Ay enun-
ciada en (ii). O

Una vez hemos establecido la regularidad de los observables, estamos en condicio-
nes de resolver la ecuacién (4.4) para asi obtener un argumento de la funcién de
onda 1 con la misma regularidad que la propia . Para ello utilizaremos las ideas
desarrolladas en [3] para la existencia y en [4] para la regularidad y dependencia
continua (Teoremas 1.2.9 y 1.2.10 en el Capitulo 1, respectivamente).
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Teorema 4.2.2
Sean ) C R3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera lipschitziana
v k > 0 un entero. Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Para toda funcién compleja ¢ € H*(Q) tal que E] € H*1(Q) (donde n y J
estdn definidas en (4.5)), existe S € H*() solucién de (4.4) y tinica salvo
constante aditiva. Ademds, dado u € R existe una tinica S, € H*(Q) solucién
de (4.4) tal que [, S,(x)dx = p, y un tinico nimero real 8, € [0,2ra) tal
que la familia

Sti=8,+ B, +2nla, 1€Z, (4.15)

verifica (4.6)—(4.7).
(ii) Bajo las hipétesis de (i), existe C = C(Q, k) > 0 tal que

Jv_ s

1S = S| < € ne g

’Hkl

para cualesquiera Sy, Sg soluciones de (4.4) (asociadas a v y ¢, respectiva-
mente) y tales que [, Sy(x)dx = [, Sg(z) du.

DEMOSTRACION:
Sea ¢ € HF(Q) una funcién compleja verificando la hipétesis del apartado (i).
Usando la relacion

V®{Im(vz;b>}: Im(mﬂb—vf@?),

se deduce que rot(Im(V /1)) = 0, luego J/n es un campo irrotacional (en virtud
de (4.8)). Aplicando entonces el Teorema 1.2.9 ((iv) = (iii)) deducimos la existencia
de S € D'(Q), tnica salvo constante aditiva, tal que V.S = m(J/n), luego S es una
solucién distribucional de (4.4). Usando ahora la hipdtesis tenemos que J/n €
H*=1(Q), luego aplicando el Teorema 1.2.10 (i), encontramos que S € H¥(Q).
Ademds, para p € R dado y S € H*(Q) una solucién de (4.4) se tiene que S,,,
definida por

1
Su(x) :=8(x) + = (,u — [ S(x) dx) ct.z €,
1] )
es la unica solucién de (4.4) que satisface [, S, (x) dz = p. Finalmente, si definimos
S (x) == ()] exp {;Su(x)} ct.zeQ,

es claro que ¥° € H*(Q), ya que

o () (5
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Ademés esta relacién implica ¥V© = SV y como consecuencia V(¢/¢S) — 0,
luego existe un factor unitario z € C tal que w/z/;S = z. Por tanto, existe 0 € R tal
que ¢ = €%/, En particular,

W(@) = ()] exp {; (S, () + 5)} ctzeQ. (4.16)

Por supuesto dicho 3 no es unico, pero es claro que (1, Sz € R verifican (4.16) si
y solo si B — 2 = 2mad para cierto [ € Z. Entonces es suficiente tomar 3, como
el tnico valor en el intervalo [0, 2m«) que cumple (4.16), lo que concluye la prueba
del apartado (i).

Para demostrar la segunda afirmacién usamos el Teorema 1.2.10 (ii), que nos
proporciona una constante positiva C = C (€, k) > 0 tal que

1Sllze < CIVS] e

para toda S € H*(Q) con valor medio nulo en . Ademés, si Sy, S, son dos
soluciones de (4.4) asociadas a las funciones ¥ y ¢ respectivamente, entonces es
claro que Sy — Sy € HF(Q) y que

/Q (Sy(@) — Sy(x)) dz = 0.
Finalmente, podemos aplicar el Teorema 1.2.10 (ii) a dicha diferencia y obtener
1Sy = Sl < CIV(Sy — Sl -1
Esto culmina la demostracién. a

OBSERVACION 4.2.3 Hemos enunciado el Teorema 4.2.2 en términos de los
observables n y J, si bien usando la sequnda igualdad en (4.4) se puede reemplazar
la hipdtesis del apartado (i) por % € H*Y(Q) y la desigualdad del apartado (ii)

por
\Y% \%
I = ol = (3) = ().

obteniendo asi una reescritura dependiente tan solo de la funcion de onda. En este
contexto el Lema 4.2.1 implica que la aplicacion i — Sy, es localmente lipschitziana
siempre que se mantenga fijo el valor de la integral de Sy en §). Por otra parte,
es claro que en el conjunto Hg () se verifican las hipdtesis de este teorema, por lo
que en particular cualquier funcidn de onda en dicho espacio posee un argumento
con reqularidad H2.

OBSERVACION 4.2.4 El Teorema 4.2.2 se puede generalizar a dimension d
arbitraria, sin mds que concretar el sentido que se le debe dar a la igualdad rot(f) =
0 para un campo vectorial f en el caso d # 3. En dimension d = 1 esta hipotesis es
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innecesaria gracias al Teorema Fundamental del Cdlculo y en cualquier otro caso
(incluido el tridimensional) la condicion

Ou,fi = Onfjs  Vi#h

implica la existencia de un potencial escalar para f = (f1,..., f4) en dominios
simplemente conexos. Obsérvese, ademds, que el campo vectorial Vi /v verifica
esta condicion independientemente de la dimension.

En mecédnica cuéntica se considera que 1 € L?(Q) y e representan el mismo
estado para cualquier v € R, por lo que el Teorema 4.2.2 implica que los observables
n y J asociados a una funcién de onda determinan de forma univoca el estado
cudntico, hecho que ponemos de manifiesto en el ultimo resultado de esta seccién.

Corolario 4.2.5

Sea Q0 C R? un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera lipschitziana
y supongamos que existen ¥, ¢ € HE(Q) tales que ny = ng y Jy = Jy en Q.
Entonces existe v € R tal que ¢ = e"¢. Como consecuencia, las densidades local
y de corriente determinan un estado cuantico de forma univoca.

DEMOSTRACION:
Aplicando el apartado (i) del Teorema 4.2.2 con p = 0 a ambas funciones, obtene-
mos So(v)), So(¢) € H?(2) tales que

£ —exp {2 (5006) — 50(6) + 8.(0) - ,(0)) | i

donde hemos aprovechado que las densidades locales son idénticas. Si derivamos el
argumento de la exponencial obtenemos

J. J,
VSo(¥) — VSo(¢) = == — =2 = 0.
Ny Mg
Por tanto, definiendo v := So(v)) — So(¢) + B.(¥) — Bu(¢) € R y usando (4.17)
obtenemos 1 = e¢? ¢, lo que concluye la prueba. a

4.3. Argumento de la solucién de una ecuacién de
Schrodinger

El problema de calcular el argumento de una funcién de onda 1,dependiente
del tiempo, que en principio parece previo a la equivalencia rigurosa entre las
formulaciones de Schrodinger e hidrodinamica de la mecénica cudntica, resulta a
posteriori equivalente, lo que obliga a imponer una ley de evolucién temporal sobre
1 para resolver ambos. Dedicaremos esta seccién a ello suponiendo que la funcién
de onda resuelve una ecuacién de Schrodinger de cardcter general. El primer paso
en esta direccién es establecer, basandonos en dicha ecuacion, la evoluciéon temporal
de los observables tinicamente en términos de 1. Trabajaremos en los espacios X *
y XI'" definidos en el Capitulo 1.
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Lema 4.3.1
Sean Q C R3 un dominio acotado, § > 0, T > 0, y sea ¢ € X! una solucién de la
siguiente ecuacion de Schrédinger

i) = f%mp +O[n,Jy, (4.18)

donde © : HZ(Q)x H' () — L?() es un operador (no lineal) complejo y continuo.
Entonces

neXh, vn ,J, T e ([0, 7], H' () nC'([0,T],H(Q)),
n n
y las siguientes identidades

(i) Oen + div(J) = 2Im(O[n, J]) n,

9 0= (79 () - e (v (),

e 2 2
(iii) 9 (2) = -V (8@ + 45 + 2Re0n. 1)),
son satisfechas en el sentido de los espacios funcionales correspondientes.

DEMOSTRACION:
La regularidad de las funciones n,J,Vn/n y J/n se deducen del Lema 4.2.1 y
del hecho de que t +— (t) es una aplicacién continua en H2(f). (i) se obtiene
tras multiplicar la ecuacién de Schrodinger por —2it) y tomar partes reales. Como
t — O[n, J](t)n(t) y t — div(J(t)) son continuas de [0,T] en L*(£), se tiene que
n € CH([0,T], L3()).

Probamos a continuacién el apartado (ii). Es una tarea simple comprobar que
OrJ = %Im(a@vw + @@Vz/)) en el sentido de las distribuciones. Usando (4.18)
podemos reescribir esta identidad de la siguiente manera:

2 — J— — J—
8, = ;WRe (wmz; - wmz;) + %Re(VdJ 8[n, JJ — ¥ V(Oln, J]w)) ,

que se puede simplificar facilmente para adoptar la forma establecida en (ii). Nétese
que la regularidad de 1 y ©[n, J] permite dar a dicha igualdad (y por tanto a 0;.J)
sentido en H (). De acuerdo con las leyes de evolucién conocidas para n y J,
tenemos

n(2) - a{mm (e (8w (4o (BE))}

+J { W) oorn, J])} :

n n
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Calculando %V (%) mediante el Lema 4.2.1 (ii) y desarrollando %V (%)

se deduce que

() - G- TR () e ()

21 — An |Vn|2 m?|J? mi
_ 2 il
n? m(1/)V1/1){ 2 dn a? n a

Vo8Il _ - (VY V¢
wv( ; ) V(@[,J])+@[,J]<w ¢>'

Tomando partes reales y simplificando de forma adecuada obtenemos que J/n
satisface (iii). Ademds, las propiedades de regularidad de ¢ y ©[n, J] implican de
forma sencilla que

= o, 7, (@),

con lo que queda demostrado el teorema. a

Ya estamos en condiciones de establecer rigurosamente la descomposicién de
Madelung para una funcién de onda que satisface una ecuaciéon de Schrodinger
general. Con este objeto utilizaremos la tercera igualdad del Lema 4.3.1 para definir
una funcién S regular respecto del tiempo que sea solucién de (4.4) en todos los
instantes. Esta S nos permite definir la familia de argumentos de dicha funcién de
onda y establecer asi el sistema hidrodindmico cuantico de forma rigurosa.

Teorema 4.3.2

Sea Q C R3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C*.
Sean ademds § > 0, T > 0, y 1 € X] bajo las hipétesis del Lema 4.3.1. Entonces
existe una familia numerable S(¢)) = {S'} ez C X7 tal que, para cualquier S €
S(w), se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) VS(t) = mZ(t) para cualquier t € [0,T] y

¥(0,2) = /n(0,z) exp {;S(O,x)} c.t.x € (4.19)
(ii) S satisface la siguiente ley de evolucién
a? m |J|?
=S o-2kl_ 4.2
S = 5 2 aRe(O[n, J]) (4.20)

en el sentido de XT.

Como consecuencia, para todo S € S(v)) se verifica la descomposicién de Madelung
U(t,x) = y/n(t,x) exp {;S(t,x)} vt e [0,T], ct.xe. (4.21)

Ademds S(v)) es tnica, en el sentido de que si S € XT cumple (4.21), entonces

S e S(v).
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DEMOSTRACION:
Consideramos K : HZ () x H'(Q) — L?() definido por

m|J|?
Kin,J] := Q+f7+o¢Re(@[n,J]).

Como |¢)] estd separado de cero podemos usar el Lema 4.2.1 para deducir que la
aplicacién t — K[ny, Jy](t) es continua de [0,7] en L?(£2). Por otra parte 1(0) €
HZ(Q), luego tomando p = 0 en el apartado (i) del Teorema 4.2.2, tenemos Sy(0) €
H2(Q) y B € [0,27a) tales que

¥(0,2) = v/n(0,z) exp {;Sl(x)} ct.z e, (4.22)

donde hemos denotado S; = Sy )+ Bo. A continuacién podemos definir, para cada
leZ,

! = xX)— t n S, T S i ' n S S T
S'(t,2) == Si(x) /OK[ (s, 2)d +\QI/Q/0 Kn, J](s,y) ds dy+2mal (4.23)

para todo t € [0, 7]y S(v) := {S'};cz. Veamos que esta familia satisface la tesis del
teorema. Para ello tomamos S € S(¢) arbitrario. Las igualdades (4.23) (evaluada
ent=0)y (4.22) implican (4.19). Ademas, la continuidad de t — K[ny, Jy|(t) en
L?(Q) nos permite establecer que S € C1((0,T), L?(f2)), por lo que combinando

(4.23) con (4.22) se deduce que VS(0) = m‘]Eog Para ver que se cumple (4.4) en

todos los tiempos, fijamos primero ¢t € [0,7]. Si t > 0, podemos derivar S para

obtener
VS(t) =VSy(t (/Kanx )

Intercambiando el orden de las derivadas y aplicando el Lema 4.3.1 (iii) llegamos a

VS(t) = VS (t m/@t(> s,

luego VS(t) = m(J/n)(t) luego VS € C([0,T], H*(2)) en virtud del Lema 4.3.1.
De aqui se desprende que S € C((0,T], H*()). Como [, S(z)dx = [, Si(x)dx
para todo ¢t € [0,T], el Teorema 4.2.2 (ii) garantiza que S G c([o, 1], HQ(Q))
y satisface (4.4) para cualquier ¢ € [0,7]. Un ejercicio sencillo haciendo uso de
¢S € C((0,T],L*(Q)) y la continuidad de S en t = 0 permite deducir que S € X 7.
Ademaés es facil ver, usando la definicién y regularidad de K, que S satisface (4.20)
en el sentido de dicho espacio. Como consecuencia, S(¢) C X7 y cualquier S de
dicha familia verifica las propiedades (i) y (ii).
Para probar que S también satisface la ecuacién (4.21) definimos

VI (t,x) = n(t,x)exp{iS(t,m)} Vte[0,T], ct.x € Q.
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Claramente 1) € X! usando la regularidad de S, luego el cdlculo de V(1/1°) nos
lleva a la relacién ¢ (t,x) = z(t)y°(t,z) para cierta z € C*([0,T], L*(9)), que a su
vez verifca
! 1 S S
? = — (VIO — po®) . (4.24)
(%)

Para comprobar que dicha cantidad se anula idénticamente usamos la ecuacién de
Schrodinger (4.18), que implica 0yt = 3% Ay —iO[n, J]p. En virtud del Lema 4.2.1

(ii) podemos escribir esta igualdad de la siguiente forma:
o) = (_hz - —— — ———— —i0]n, J]) (I

Por otra parte, d,¢° = (%Otn + gatsw)ws, y aplicando los Lemas 4.2.1 (i) y
4.3.1 (iii) se tiene que

di ] § ?
oS — {—;,({]) + Tm(O[n, J)) + — (—2‘2 - %'%'2 — aRe(O]n, J])) } S
| J12 0 div(J
~{-e- - e}

que implica 2’ = 0, como querfamos comprobar. Por tanto z = zg € C, lo que nos
permite escribir

Y(t,x) = zov/n(t, ) eXp{iS(t,x)} Vte[0,T], ct.x € Q.

En particular, tomando ¢t = 0 y usando (4.22) tenemos que zp = 1, lo que implica
que S € S(¢) arbitrario satisface la descomposicién de Madelung (4.21).

Para concluir la demostracién, supongamos que S € X7 verifica (4.21). En
particular es solucién de (4.4), luego V.S = V! para cualquier [ € Z. Si fijamos [ €
7 podemos escribir S(t,z) = S'(t, ) + v;(t) para cierta v, € C*([0, T]). Derivando
ahora respecto del tiempo y observando que tanto S como S' son soluciones de
(ii) se deduce que S(t,x) = S'(t,z) + v con v? € R. De hecho, usando (4.19)
tenemos que v € 2ra Z, de manera que S — S! € 2ra Z. La arbitrariedad de | € Z
y la definicién de S(t) nos permite concluir que S pertenece a dicha familia. Esto
completa la prueba. a

OBSERVACION 4.3.3 Nitese que la condicion de normalizacion global

/S(:z:)dx:u, neR
Q

es la que nos permite concretar la definicion de la familia de argumentos S(v), lo
que a posteriori implica que el valor de la integral de S se conserva a lo largo de la
evolucion temporal gobernada por la ecuacion de Schrédinger general (4.18).
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El Teorema 4.3.2 nos permite establecer soluciones del sistema hidrodinamico
cuédntico asociado a (4.18) de forma directa, lo que culmina la conexién entre las
formulaciones de onda e hidrodindmica bajo nuestras hipotesis.

Corolario 4.3.4

Sea Q C R3 un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera de clase C.
Sean ademds § > 0, T > 0, y ¢» € X]' bajo las hipétesis del Lema 4.3.1. Entonces
el sistema hidrodindmico asociado a (4.18)

O + %div (nVS) = 2Im(O[n, J]),

OéQ

1 2
6tS+ %‘VS‘ = —ﬁ - aRe(@[n, J]),

admite solucién (n,S) en [0,T], donde n € Xg; ySeXT.

DEMOSTRACION:

Consideramos n = [¢|? y S € S(v) C X7T arbitraria, donde S(1) es la familia de
argumentos obtenida en el teorema anterior. Teniendo en cuenta (4.4) en el apar-
tado (i) del Lema (4.3.1) obtenemos la ecuacién de continuidad (y la regularidad
de n), mientras que la ley de evolucién para S se obtiene usando nuevamente (4.4)
esta vez en (4.20). Por tanto el par (n, S) es una solucién del sistema hidrodindmico
cudntico. O

OBSERVACION 4.3.5 La dependencia de © respecto de n y J en las hipdtesis
de los resultados de esta seccion (ecuacion (4.18)) debe entenderse en sentido am-
plio, ya que dichos resultados siguen siendo vdlidos admitiendo dependencia de las
derivadas de los observables o interacciones de tipo Hartree, por ejemplo. La pro-
piedad que permite definir S explicitamente es que © sea invariante ante cambios
de fase constantes y globales. Podriamos, por tanto, sustituir la condicion

0:HZ(Q) x H'(Q) — L*(Q)
por esta otra, que de entrada es mds general:
O: H(Q) — L*(Q), O(v)=0(c"y) YveR,

pero que resulta equivalente (véase el Corolario 4.2.5). Obsérvese que esta propiedad
no es satisfecha, por ejemplo, en la ecuacion de Kostin (4.2), lo que supone una
carencia seria de dicho modelo. En el Capitulo 6 damos una reinterpretacion de
(4.2) que describe la misma fisica y evita esta propiedad indeseable.






Capitulo 5

Buen planteamiento de una
ecuacion de Schrodinger
disipativa con difusion en
dominios acotados

En este capitulo demostramos el buen planteamiento matematico del proble-
ma de tipo mixto asociado a un modelo cudntico disipativo en la formulacién de
onda que representa, al igual que SLD, la hidrodindmica asociada a la ecuacién
de Wigner—Fokker—Planck. Dicho modelo, al que denominaremos en adelante SLC,
consiste en una ecuacién de Schrédinger no lineal de tipo logaritmico con térmi-
nos difusivos similares a los SLD pero técnicamente més tratable, toda vez que su
estudio se puede reducir al de la ecuaciéon de Schrodinger puramente logaritmica
mediante una transformacién Gauge no lineal. Esta reduccién se puede materiali-
zar de forma rigurosa a nivel hidrodindmico aplicando los resultados del Capitulo
4 y bajo las hipdtesis que alli quedaron establecidas. Asi, dedicaremos la primera
seccién a plantear el problema con precision y establecer las hipdtesis que nece-
sitaremos para su tratamiento. El propédsito de la segunda secciéon es derivar el
modelo a partir de WFP. Méas adelante definimos la transformacién que reduce el
problema al anélisis de la ecuacién logaritmica y precisamos la equivalencia entre
esta y SLC. Dedicaremos la cuarta seccion a estudiar la ecuacién logaritmica en el
contexto establecido previamente, lo que nos permitird, por ultimo, probar la exis-
tencia y unicidad local de solucién para nuestro problema en dominios acotados y
en el caso de dimensiones menores o iguales que 3, lo cual constituye el resultado
principal de este capitulo.

5.1. Planteamiento e hipdétesis del problema

Consideramos la siguiente ecuacion de Schrédinger no lineal, de tipo logaritmico
y con efectos de difusién (que denominaremos SLC) que gobierna la evolucién
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temporal de un sistema cudntico sometido a la accién de un potencial externo V' e
interactuando con un bano térmico de osciladores en equilibrio térmico:

2 2 .
iadb — —;—mAw + %Qw + Alog(n)y + % (w‘An” + mdiv (i)) b, (5.1)

Aqui ¢ = 9¥(t, x) es la funcién de onda que describe el estado del sistema, m es la
masa efectiva del mismo y

a=2mDy,, AN=2Dp;+ 1Dy,

son nuimeros reales positivos que dependen de las constantes de interaccién con el
bano. Este modelo surge bajo una interpretacién estocéastica del sistema de mo-
mentos asociado a la ecuacién de WEP [62, 80], a raiz de las ideas que se emplean
para derivar la mecénica cudntica a partir de la newtoniana [92] y de manera que,
bajo ciertas hipotesis, las densidades local n y de corriente J asociadas a la fun-
cién de Wigner del sistema (definidas en la férmula (5.12) mas adelante) coinciden
respectivamente con los observables asociados a v con la misma interpretacién

n=y? J= % Im (PV)) . (5.2)

Las constantes que determinan el modelo SLC dependen, por tanto, de aquellas
que aparecen originalmente en la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck. Puede con-
sultarse en el Capitulo 2 la definicién de ambas (véase 2.2) y su interpretacién
fisica.
Es destacable la presencia del potencial cudntico de Bohm
2
=L ()
m\ Vn
en la ecuacién SLC, que da lugar a un término no lineal de tipo modular k Q¥ en
la formulacién de Schrodinger [12, 49]. La apariciéon de esta no linealidad se puede
interpretar para 0 < k < 1 como un efecto de relajacion de los efectos cuanticos,
dando lugar al caso “totalmente cudntico” si kK = 0 y a dindmica clasicasi Kk = 1. En
nuestro caso k = a?/h2, lo que implica que la difusién en posicién en la ecuacién de
Wigner—Fokker—Planck (cf. (2.6)—(2.7)) confiere comportamiento clésico al sistema
que describe. Sin embargo, las hipétesis de acoplamiento débil y temperaturas
moderadas o altas que hacen aplicable la ecuacién de WFP conducen a que a < h
(véase el Capitulo 2), lo que conduce a pensar que los efectos de comportamiento
clasico sean poco relevantes. Por otra parte, la presencia del término logaritmico
en SLC esta relacionada con la difusiéon cruzada en la formulacion de Wigner y
se puede interpretar como un efecto dispersivo relacionado con la interaccién del
sistema con el bano [14, 62, 80, 92]. Es destacable, ademds, el hecho de que SLC
contiene un potencial no lineal complejo de tipo Ginzburg—Landau que describe
difusién en posicién.
Estamos interesados en el problema de tipo mixto asociado a SLC en un dominio
acotado 2 C R? (1 < d < 3) con frontera suave (precisaremos més adelante la

(5.3)
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regularidad necesaria) y condiciones iniciales y de contorno dadas por

Y(0) =1, Y(t)|oa = V5. (5.4)

Para demostrar las propiedades de existencia y unicidad local de solucién de este
problema vamos a sacar partido de que SLC puede interpretarse (salvo por el
término logaritmico) como un elemento de la familia de Doebner—Goldin [43], que
es la clase méas general de ecuaciones de Schrodinger no lineales que admiten una
ecuaciéon de continuidad de Fokker—Planck para la densidad local:

2 : .
ihOy) = —;—mAw + ? (An> Y+ Vip+mD <le”(‘])> )

n

2 JN\? J-v A Vnl|?
“rme/MB (|n|) w+mD//L4( n2n)w+hD/ (,u,g n+u5| nl )w’

h n n?

Para ello es suficiente considerar « en lugar de i como unidad de accién y tomar

D
D = qu7 Hn3 = 0, Dlul = qu = —l)//,t47 D/,U,Q = —% == —2DI,U,5 . (55)

Se puede demostrar (véanse [44, 54]) que bajo la condicién

4mD’ 4m2D?

1——— 5.6
A po < 72 ’ ( )
el conjunto de ecuaciones de la familia de Doebner—Goldin caracterizada por las
relaciones

Duyy=D=-D'py, po+2us=0, pu3=0 (5.7)

es linealizable utilizando un cambio de fase no lineal apropiado. En nuestro caso,
esta ultima condicién es exactamente (5.5) y, usando la definicién de Dy, en (2.2),
es f4cil verificar (5.6), por lo que (5.1) puede reducirse a la ecuacién de Schrédinger
puramente logaritmica. En particular, si consideramos la forma de Madelung de la
funcién de onda

0(t.0) = yfnslte) exp { 5,00} (5.5)
entonces el cambio de fase 1o lineal ¢ — ¢ = G(¢) definido por
GW)(ta) = \fny(ta) exp {—z’log ( nw(t,x)> + ;S’w(t,x)}
= (t,7) exp {—;log (st x))} (5.9)

es una correspondencia biyectiva (de entrada formal) entre soluciones de SLC y
soluciones de la siguiente ecuacién de Schrodinger logaritmica

10 = —%Aqﬁ + Alog(n)g. (5.10)
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La transformacién G definida en (5.9) pertenece a una clase general de aplicaciones
denominadas transformaciones Gauge, que preservan algunos aspectos fundamen-
tales de la mecédnica cuantica como la densidad local n. Nuestro objetivo es reducir
(via G) el buen planteamiento del problema (5.1), (5.4) al estudio de (5.10) con las
siguientes condiciones iniciales y de contorno

que también estaran relacionadas con ¥; y ¥ mediante G. Estrategias similares
han sido desarrolladas recientemente [30, 94] en relacién al estudio de ecuaciones
de Schrodinger con derivadas.

Como hemos comentado anteriormente, la aplicacién G no es mas que un cambio
de fase. Por tanto, si para cierta funcién de onda 1 existe Sy vericando (5.8),
entonces Sy, —alog(,/ny;) es un argumento de ¢ = G(¢). Esto implica que la relacién
entre ¥ y ¢ a nivel hidrodindmico es sencilla. En consecuencia, si trabajamos bajo
las hipotesis establecidas en el Capitulo 4 podremos operar de manera facil con la
transformacion utilizando los sistemas hidrodinamicos de forma rigurosa. Esto nos
conduce a considerar las siguientes hipdtesis, que mantendremos a lo largo de todo
nuestro andlisis:

(H1) Q C R? es simplemente conexo, acotado y con frontera de clase C2.
(H2) ¢ € H*(Q), ¥p € HY?(09) y ¥1lon = V5.
(H3)  Existe d > 0 tal que
mf-es{|v;(z)| : 2 € Q} >4, Mfes{|yp(z):ze€d} >0é.
Bajo estas condiciones, nuestra estrategia consiste en desarrollar un argumento
de punto fijo en el conjunto HZ(Q2) (definido en el Capitulo 1) para obtener la

solucién de (5.10)—(5.11) y de ahf obtener mediante G (definido en (5.9)) la tnica
solucién de (5.1), (5.4).

5.2. Sobre la derivacion del modelo

En esta seccion llevamos a cabo la derivacion multidimensional de SLC, que
puede consultarse con detalle en [62]. El punto de partida es la ecuacién de Wigner—
Fokker—Planck (cf. (2.6)—(2.7)). Si razonamos como en el Capitulo 2 obtenemos que
el sistema hidrodindmico asociado a los observables n y u = J/n, con

wta) = [ Weend, o= [ eveend (612

viene dado por
O +div(nu) = Dg,An, (5.13)
2Dy, I

Ou+ (u-Viu = ,lvv 1 divP, — 2\u —
m n m n

v [T ) ], -
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donde
Pult,z) = / €@ EW (2,6,8) d€ — n(t, 2)u(t, ) © ult,z)
]Rd

es el tensor de esfuerzos asociado a W. La idea principal de esta derivacién consiste
en admitir una interpretacion clésica de la ecuacién de continuidad (5.13), haciendo
una lectura de las difusiones cuanticas como producto de movimiento browniano
a nivel microseépico [92]. Este planteamiento fue iniciado en 1.952 por 1. Fényes
[45] con el objetivo de describir la mecénica cudntica en términos de densidades
de probabilidad clasicas. En este contexto, la evolucién de una particula sujeta a
movimiento browniano se demuestra equivalente (en el sentido de las densidades
local y de corriente) a la ecuacién de Schrodinger [92]. En nuestro caso, los efectos
de interaccion con el entorno causan a nivel macroscépico una corriente de difusién
observable con coeficiente D,,. La idea de la derivacién se basa en considerar que esa
difusién es un efecto del movimiento browniano a nivel microscépico. Por tanto, el
sistema queda sujeto a la accién de un campo de velocidad de avance u y retroceso
U_ = Uy — 2u,. De esta manera (5.13) da lugar a dos ecuaciones de continuidad

Ogn + div (nug) = £DgAn ., (5.15)

donde u, denota la velocidad osmética (cf. (2.15)), que en cierta medida controla
el grado de aleatoriedad del proceso. Si sumamos entonces las dos igualdades de
(5.15) e introducimos la velocidad media de la corriente

vi= §(u+—|—u_) = Uy — U,
es facil comprobar que se recupera la ecuacion de continuidad estdndar de la mecéni-
ca cudntica, dyn + div(nv) = 0. Definiendo la derivada retrasada media de la

velocidad de avance como
D_U+ = 5‘tu+ —+ ('LL_ . V)U+ — quAU+ s

podemos reescribir (5.14) de la siguiente manera

2Dpq Vn

m n

1 1
D_ =——VV — —div(P,., ) — 2 \uy — 5.16
wy = LYV~ L div(PL,) - 2 (5.16)
En [59] se prueba que haciendo una inversién temporal se siguen las siguientes
reglas:
t——t, O¢— —0, ux+r> —ux, Dy —Dx.

Utilizando dichas propiedades, la inversién respecto del tiempo de (5.16) propor-
ciona

(5.17)

1 1 2D
Diu = —2vv—Laivp, )+ om - 2Pm¥n
m n m

n
donde Dyu_ := dyu_+ (uy-V)u_ +DyqAu_ es la derivada adelantada media de la
velocidad retrasada. Sumando (5.16) y (5.17) llegamos a la siguiente generalizacién
de la ley de Newton:

O+ (v- Vv = —%V(V + Alog(n)) — D, [(v” . v) Vo g (An"ﬂ (5.18)

n n
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que es andloga a la obtenida por Nelson en [92] y ademds le incorpora efectos
disipativos. Combinando las ecuaciones (5.15) y (5.18) con la identidad v = u4 —ug
podemos recuperar la ecuacién de evolucién satisfecha por u:

1 A 202
Oruy + (ug - Viuy = — %VV - EVIOg(n) — WVQ
+ qu |:<VnnV> U+—(V®u+)%—Vd1V(u+) .

Entonces, si suponemos la existencia de un campo escalar del momento, tene-
mos que Uy = %VS . Integrando formalmente obtenemos la siguiente ecuacion de
Hamilton—Jacobi para S

1 2 20
S+ 5~ |VS[ = =V = Z5-Q — Alog(n) — DgyAS + By, (5.19)

donde ®,, ¢ = ¥, 5(t) es una funcién independiente de la posicién. Esta igualdad
y la ecuacién de continuidad

o + % div (nVS) = Dy An (5.20)

que se deduce directamente de (5.13), constituyen un sistema hidrodindmico cuanti-
co de flujo potencial cerrado, que nos permite construir una funcién de onda que
contiene la misma informacion fisica que la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck. De
hecho, si definimos

ot 2) = /n(t,2) exp{iS(t,x)}

y utilizamos dicho sistema hidrodindmico, podemos concluir que ¢ verifica la si-
guiente ecuacién de Schrodinger:

. a? a? i An . (J h
iadyp = —%Aw—l-Vgo—i-ﬁQtp—&—Alog(n)(p—i—qu <2n+m div (n) )ap —a@p,

que coincide con SLC salvo por el término ,%q)@_ Razonando como en la demos-
tracién del Teorema 2.3.2 encontramos una funcién v = v(t) tal que ¢ = ey
es solucién de (5.1). Obsérvese que en este modelo los efectos de friccién quedan
descritos mediante el término logaritmico, mientras que

. 2
qu@lm + mdiv (J) )w y %sz

n n

representan difusion. Por ultimo, es destacable que el modelo SLC, al igual que
la ecuacién SLD, se basa en el sistema (5.13)—(5.14) y por tanto los efectos de
difusion en velocidad, que son de indole termodinamica, no pueden ser apreciados
en el comportamiento de .
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5.3. Equivalencia entre las ecuaciones de Schro-
dinger difusiva y puramente logaritmica

Los resultados que hemos probado en el Capitulo 4 nos resultardn tutiles para
demostrar que la transformacién G introducida en (5.9) junto con su inversa,

G (@) (t, ) = ¢(t, x) exp {z log (. Inglt, x)) } , (5.21)

establecen una relacion de equivalencia entre los problemas de tipo mixto asociados
a las ecuaciones SLC y de Schrédinger puramente logaritmica. De aqui en adelante
aprovecharemos que ambas aplicaciones conservan la amplitud de la funcién de
onda y denotaremos n = [4|? = |G()|? indistintamente (y andlogamente para
G~1) cuando no haya riesgo de confusién. En el primer resultado de esta seccién
comprobamos que G es un homeomorfismo en el conjunto C ([0, T], HZ(2)).

Proposicién 5.3.1

Sean Q C R® un dominio acotado y § > 0. Si definimos G(1)) como en (5.9) para
cualquier ¢ € C([0,T], H}()), entonces G : C([0,T], HZ(Q)) — C([0,T], H}())
es un homeomorfismo (respecto de la norma || - || (jo,r],i2)) con inverso G~*,
definido para cada v € C([0,T], H#(2)) como en (5.21).

DEMOSTRACION:

Si X es un espacio topoldgico arbitrario, G : X — X un homeomorfismo de X y
definimos G(x)(t) := G(z(t)) para cualquier z € C([0,T],X) y t € [0,T)], es claro
que G : C([0,T],X) — C([0,T],X) es también un homeomorfismo. Por tanto es
suficiente probar que G : HZ(Q) — HZ(Q) (definido de forma evidente en vista de
(5.9)) da lugar a una aplicacién continua con inversa continua. Dividimos la prueba
en dos etapas.

ETAPA 1: G(H2(2)) C HZ().
Para cualquier ¢ € HZ () se tiene que ng(y) = ny, luego G(¢) € L*(Q) y |G(¥)] >
0 c.t. x € Q. Derivando G(v) encontramos que

VG(y) = (Vz/) - zZSzb) exp {—ilog (v/n)} . (5.22)

Entonces, en virtud del Lema 4.2.1 podemos deducir facilmente que VG(v) €
L?(Q). Ademés

V®VG(¢):{V®Vw_;(V@;Vn>w+2i4—1 (v;@vnn)w

— %Sym (Vn® V’(/J)} exp{—ilog (vn)} , (5.23)

donde hemos denotado Sym(x ® y):=1(x ® y + y ® x) a la parte simétrica del
tensor de rango dos x ® y. Como 1 € HZ(Q) tenemos que V ® Vi) € L2(), y del
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mismo modo n € H% (2) implica que (V ® Vn)y/n € L?(Q). Ademds

v, e HY(Q) € 1),

de donde se obtiene que (Vn ® Vn)i/n?, Vi @ Vi, (Vn/n) @ Vi € L?(Q), luego
G(v) € H}(Q).

ETAPA 2: G es biyectiva y bicontinua.

Las férmulas (5.9) y (5.21) dejan claro que G(G~1(¢)) = ¢ y G (G(¢))) = 1 para
cualesquiera ¢, € H 52 (Q), luego G es biyectiva. Para probar la bicontinuidad es
suficiente probar que G es continua, ya que para G~! el argumento es anilogo. Sea
Y€ H}(Q) y {tr tren C HZ(Q) tal que ¢, — 1 respecto de la norma || || 2. Como
) es un dominio acotado, podemos estimar

IG@Ww) = W)l < VI ([ — ¥) exp {~ilog(v)}| .
+ vk (exp {—ilog(v/nk)} — exp {—ilog(vn)}) | , } :

El primer término del segundo miembro estd acotado por ||t — 1| . Para estimar
el segundo término utilizamos el teorema de compacidad de Rellich-Kondrachov
junto con la convergencia ny — n en || - ||g2 (que se obtiene gracias al Lema 4.2.1)
y el hecho de que n > §2, que implican que log(y/ng) — log(y/n) en || - || . Como
consecuencia

[ (7108 — OB | < O 208 (i) — og (/) |

Por tanto, el segundo término tiende a cero cuando k — co. Usando las identidades
(5.22) y (5.23) y la continuidad de las derivadas de n y ¢ de HZ(Q2) en L?(12), es
sencillo probar que G(¢x) — G(¢) en || - || g2. Esto culmina la segunda etapa y con
ello la prueba completa. a

OBSERVACION 5.3.2 A4 lo largo del desarrollo de este resultado necesitamos
dar sentido a la accion de la transformacion Gauge sobre la condicidn de frontera
Y € H32(0Q). Para ello basta darse cuenta de que las formulas (5.9) y (5.21)
son vdlidas puntualmente en todo Q. Entonces, definiendo G(vg) = G(¢r1)laa v
aplicando la Proposicion 5.3.1 tenemos que G(1hg) € H3/2(0Q) y se verifican las
identidades

GG~ (¢B) = dB, G (G(Yp)) =v¥p Yz e€dQ,
lo cual permite tratar la transformacion en 0S) de forma satisfactoria.

El siguiente resultado muestra cémo las soluciones de los problemas de tipo mixto
asociados a las ecuaciones SLC y de Schrodinger logaritmica estdn conectadas a
través de G.
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Teorema 5.3.3
Sean T >0y Q C R? (1 < d < 3) un dominio y supongamos que se satisface la
hipétesis (H1). Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i)

(ii)

(iii)

Sean vy, ¥ p cumpliendo (H2)—(H3) y tales que

G(yr) =: ¢r € HA(Q), G(vp) = ¢p € HY*(99).

Sea ademés ¢ € X} una solucién de (5.10)—(5.11) en [0,T]. Entonces ¢ =
G~ 1(¢) es solucién de (5.1), (5.4) en [0,T).

Reciprocamente, sean ¢;, ¢ cumpliendo (H2)—(H3) y tales que

G (¢r) = 1 € HAQ), G '(¢p) = g c HY*(0Q).

Sea ademéds ¢ € X una solucién de (5.1), (5.4) en [0, T]. Entonces ¢ = G (1))
es solucién de (5.10)—(5.11) en [0, T].

La unicidad se hereda via G, esto es, si ¥y, p satisfacen (H2)—(H3) y el pro-
blema (5.10)—(5.11) admite una tnica solucién, entonces (5.1), (5.4) admite
también una tnica solucién. Del mismo modo, si ¢, ¢pp satisfacen (H2)—(H3)
y el problema (5.1), (5.4) admite una tinica solucién, entonces (5.10)—(5.11)
admite también una tinica solucidn.

DEMOSTRACION:
Si ¢ € XI es una solucién fuerte de (5.10)-(5.11), entonces satisface las hipétesis
del Teorema 4.3.2 con ©[n] = Llog(n), luego existe S, € X7 tal que

é(t,z) = \/n(t,z) exp{is¢(t,x)} .

Ademas, podemos aplicar el Corolario 4.3.4 y concluir que n € Xg;, S4 € XT yel
par (n,Sy) es solucién del siguiente sistema hidrodindmico en [0, T]:

1
ogn + ooy div (nVS¢) =0, (5.24)
;S +i|vs |2——Q—2Q—A1 (n) (5.25)
tO ¢ om ol = 72 og(n). .
Si ahora definimos
Sy(t,z) := Sy(t,x) + alog(v/n(t, z)), (5.26)

entonces Sy, € X7 y el par (n, Sy) es solucién en [0, T] del sistema

1
on + - div (nVSy) = Dy,An, (5.27)

1 202
Sy + 5 |VSy[ = —22.Q — Alog(n) — DyyAS, . (5.28)
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Definimos 1 := G~1(¢). La Proposicién 5.3.1 implica que 1 € C([0,7], HZ(Q)) y
ademads se tiene que

Oty 2) = /nt 2) exp{isw(t,x)} ,

luego 1 € X y usando el sistema (5.27)-(5.28) podemos calcular la evolucién
temporal de ¥ en términos de la siguiente ecuacion de Schrodinger:

2

2 .
i) = —;—mA¢ + %Qw + Alog(n)y + 2P (A”> W +mDyq div (i) W,

2 \n
luego 1 es solucién de SLC en [0, T]. Ademds, se verifican las siguientes identidades
casi en todo punto de 2 y 0f) respectivamente:

W(0,2) = /ni(@) exp {; (85(0,) + orlog( nI(;v)))}
= ¢r(z) exp {ilog(\/m)} =Yr(z),
W(t2) = \/nltz) exp {; (S5(t,) + alog(y/nlr x)))}
= ¢5(@) exp {ilog(Vnu@)) } = va(e),
donde hemos denotado n; = |¢7|> = |¢7|2. Por tanto, 9 es solucién de (5.1), (5.4).
Esto demuestra el apartado (i).

La prueba de (ii) es totalmente andloga a la anterior, teniendo en cuenta que
en este caso

@ A iD An 1 . J

es un operador continuo de H3 () x H'(2) en L*(Q) y el hecho de que
Se(t,z) = Sy(t,x) — alog(y/n(t,z)). (5.29)

Para comprobar (iii), suponemos primero que 91, 12 € XZ son dos soluciones
del problema (5.1), (5.4) y que (5.10)—(5.11) admite a lo mds una tnica solucién.
Es claro que

61(2) = vr() exp{ —ilog(Vnr(@)) } v ¢n(@) = vu(@)exp{ — ilog(Vnu(a)) }
satisfacen (H2)—(H3). Ademds, ¥12(0,2) = G~ (¢r)(x) y 1 2(t,x) = G 1 (dp) (¢, z)

para todo ¢t € [0,7] y casi todo z € 9. Como consecuencia, 11 o verifican las
hipétesis del apartado (ii), luego

d12(t,x) = G(Y12)(t, ) = Y1 2(¢, x) exp {—z’ log < nm(t,x)) }
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pertenecen a X! y son soluciones de (5.10)—(5.11). Como este problema tiene so-
lucién tnica, ha de ser ¢1 = ¢o, luego

Y1 exp{—ilog (y/n1)} = Yo exp{—ilog (vn2)} , niz=|d12/?,

de donde deducimos de forma sencilla que n; = ny y por tanto 3 = 3. La
afirmacién reciproca se obtiene andlogamente. a

OBSERVACION 5.3.4 El Teorema 5.3.3 es aplicable a cualquier ecuacion de
la familia de Doebner—Goldin cuyos coeficientes cumplan las relaciones (5.5) bajo
la hipdtesis (5.6). En el caso mas general, el cambio de fase no lineal G sigue el
esquema [43]

G(6)(t,z) = \/ny(t, ) exp {z [A log(n(t, x)) + B Sy(t, z)] } :

donde los coeficientes A y B pueden ser dependientes del tiempo, y es necesario
(salvo control de A y B) trabajar en espacios funcionales cociente para evitar eva-
luaciones multiples de la transformacion. En este contexto se podria eliminar la
hipdtesis de conexion simple sobre €.

Es destacable senalar que en la prueba del Teorema 5.3.3 hemos establecido
la equivalencia entre los problemas asociados a SLC y la ecuacién de Schrodinger
logaritmica a través de los sistemas hidrodindmicos (5.27)-(5.28) y (5.24)—(5.25)
respectivamente, aprovechando que la correspondencia Sy, < Sy es lineal. Hace-
mos explicito este hecho en el dltimo resultado de la seccién, cuya demostracién
estd incluida en la que acabamos de completar.

Corolario 5.3.5
Sean T > 0y Q C R? (1 < d < 3) un dominio y supongamos que se satisface (H1).
Entonces:

(i) Si(n,Sy) € X}z x XT es solucién del sistema (5.24)—(5.25) en [0,T] y consi-
deramos Sy, definida como en (5.26), entonces (n, Sy) € X5 x XT es solucion
del sistema (5.27)—(5.28) en [0, T].

(ii) Reciprocamente, si (n,Sy) € X% x X7 es solucién del sistema (5.27)—(5.28)
en [0, T] y consideramos S definida como en (5.29), entonces (n, Sy) € X x
XT es solucién del sistema (5.24)(5.25) en [0, T).

5.4. Buen planteamiento de la ecuacién logaritmi-
ca
Una vez reducido el andlisis del problema de tipo mixto asociado a SLC a

aquel relativo a la ecuaciéon de Schrodinger puramente logaritmica tan solo nos
falta probar el buen planteamiento de (5.10)-(5.11) en el conjunto HZ(Q) (v en
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el contexto en que estamos trabajando). De esta forma estableceremos el ultimo
resultado necesario para resolver nuestro problema original.

La ecuacién de Schrodinger logaritmica fue introducida en 1.976 por Bialynicki-
Birula y Micyelski [16] y aparece de forma natural en diversos problemas fisicos
conectados con la mecénica cuantica. Recientemente, por ejemplo, ha sido pro-
puesta para modelar diferentes procesos relativos a fenémenos de capilaridad o
transporte de magma [35, 36, 75]. Dicha ecuacién ha sido estudiada en la literatu-
ra matematica desde distintos enfoques y existen diversos resultados acerca de su
buen planteamiento y la estabilidad de sus soluciones [23, 24, 25, 64]. Es intere-
sante, ademas, la cuestiéon del signo del término logaritmico a la hora de estudiar
el comportamiento asintético u otras propiedades cualitativas del modelo. En la
derivacién original [16] se obtiene A < 0 como coeficiente del término logaritmico,
lo cual conduce a funcionales de energia minorados. Sin embargo, en [32, 33] se
justifica el signo positivo para este término a pesar de que el funcional de energia
asociado no esté acotado inferiormente.

El resultado requerido preciso de existencia de soluciones que necesitamos es el
siguiente.

Teorema 5.4.1
Sean 2 C R? (1 < d < 3) un dominio acotado con frontera de clase C? y ¢; €

H*(Q), ¢ € H3/2(9Q) verificando (H2)~(H3). Entonces existen T >0y ¢ € X[
una tnica solucién del problema (5.10)-(5.11) en [0, T].

Para llevar a cabo la demostracion de este resultado necesitamos tratar el término
logaritmico de forma adecuada segiin nuestro contexto.

Lema 5.4.2 (estimaciones a priori)
Sean 2 C R? (1 < d < 3) un dominio acotado y M, § > 0. Entonces se verifican las
siguientes afirmaciones:

(i) Existe K1(8, M,Q) > 0 tal que ||¢log(n)| gz < K1 para todo ¢ € H?(Q) con
¢, < M.

(ii) Existe K5(d, M,) > 0 tal que
l[¢1log(n1) — dalog(na)| L2 < Kal¢1 — 2|12
para cualesquiera ¢y, p2 € HZ(2) con ||¢1 2||m, < M.
(iii) Existe K3(6, M,Q) > 0 tal que
[#110g(n1) — d2log(na)llme < Kslld1 — ¢ m

para cualesquiera ¢1, ¢o € HZ(Q) con ||¢1,2|/m, < M.
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DEMOSTRACION:
Sean C1,C2 > 0 dos constantes positivas verificando @]z < Cy||p||gz < C1M y
léllLs < Cal|@||gr < CoM para cualquier ¢ € C2°(Q). Definimos ademas

M; = méx {[log(d)|, 2‘1og(ClM)‘} .

(i) Una estimacién L? sencilla conduce a

|¢log(n)|| Lz < MM . (5.30)

Derivando y acotando de forma adecuada, es facil observar que
C
[V (6log(n)) |2 < MM + —3 M| 72 (5.31)

Finalmente, si derivamos de nuevo obtenemos que V ® V(¢log(n)) es igual a

(V@ V) log(n) + 2 Sym (w@ V”) +¢(V®V"_V”®V”).
n n n n

Por tanto

207 Cy C3
|V ®V(glog(n))|z: < MM+ 5TM||71HH2 + (TQMHnHH? 1+ §||”||H2 :
Combinando (5.30), (5.31) y (5.32) y observando que

Il < (5Cy +2C3)M? (5.32)
completamos la prueba de (i).

(i) Para comprobar esta afirmacién, usamos que
[p1log(n1) — dolog(na)l2 < [|¢1(log(na) —log(n2))lL2 + [[log(n2)(d1 — d2)| L2

< (?M+M1> |61 — o2z (5.33)

donde hemos empleado la desigualdad [log(r?) — log(r3)| < Z|r; — 2|, que es una
consecuencia directa del Teorema del Valor Medio. Esto culmina la prueba del
segundo apartado.

(iii) Calculamos

V|1 (log(n1) —log(n2))] = Ve (log(ni) —log(ny))
+ ¢ V(mnl— n2) + ZZ (ng —n1)

y estimamos

2 202
IV¢1(log(ny) —log(nz))|r2 < SIVer(|é1] — @222 < TQMHQM — ¢2llmr
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__— . 4C
H(Tnnﬂ ;WHV% Vo) — (B2 = 61)V0u| 2 < —5- Mllé1 — 62l r=,
v 2 15 61— 6 b2
ez =m)|| < 58290l (0161 = Ba) e + 5261 00 )
c3
< 4541M3||¢1 b2l a2 -

Si utilizamos (5.32), solo necesitamos las siguientes acotaciones

2 200/ M
IV ® Véu (log(n1) — log(na)) |12 < 5V @ Vor(ér = ¢2)]12 < —5—é1 — b2l 2
V ® Vni Vni ® Vny V ® Vng Vng ® Vng
b1 - 2 - + 2
s ni na ny L2
20 2C,C3
oM (14 =52 M) (61— dnle
2 02
Hqu1 ® <VTL1 _ VTLQ) < 02 V’I’Ll Vng
ni n2 L2 n2 || g1
2C,C3 2C
< (51 2 M2 { 521 (C3 +C1M) + 3} [¢1 — dollm=
para obtener
IV @ Vig1(log(ni) — log(n2))]|[ L2 < C(6, M, Q)|[é1 — daflu> -
Estimamos ahora ||log(nz2)(¢1 — @2)||g2. La norma || - || 2 se puede acotar como

n (5.33). Ademds se tiene que

A

C3
< linallazlér = éollae
L2

[[log( ”2) (p1 — P2)[lLz < M1||¢1_¢2||H27

luego [|V[log(n2)(¢1 — ¢2)]ll2 < C(6, M, Q)[|¢p1 — ¢2[/g2. De acuerdo con (5.32)
solo es necesario estimar

‘(V ® Vng B V’I”LQ Vnng) (¢1 ¢2)

no no

L2
2

C Cs
< Snalls (1+ Slalls ) 61— dalls

C3
< (TQHWHH?H% — ¢2llm2,

A

\Y%
an ® V(¢p1 — ¢2)
L2

[log(n2)V @ V(g1 — da)||,. < Millgr — dallu2

A
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que implica ||V ® Vlog(n2)(d1 — ¢2)||rz < C(5, M, Q)||¢1 — ¢2|| g2, donde hemos
usado nuevamente (5.32). Esto culmina la prueba. O

La demostracién del Teorema 5.4.1 se basa en un argumento de punto fijo sobre
un subconjunto adecuado de HZ(), tratando de forma adecuada la condicién en
la frontera y empleando las estimaciones establecidas en el lema anterior.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.4.1:
La hip6tesis (H3) sobre la frontera nos permite considerar 10g(|¢B| Yo € C(09),

y por tanto podemos aplicar el Lema 1.2.1 para obtener é5,Lp € C*(Q)NCQ)

arménicas en € y tales que ¢p = ¢p y Lp = log(|¢s|?)¢p en 9. Definimos
entonces

N N At .
Ut) = gp + e (1 — ¢p), V(t):= —ﬂ/ A"gpdr, VteR,

& Jo

donde {e4t};cr es el grupo de isometrias de L?(f2) con generador infinitesimal
A =i(a/2)A, cuyo dominio es en nuestro caso D = HJ (Q)NH?(Q2). De la definicién
del grupo es claro que U es la tnica solucién del siguiente problema

UeXx?,

10U = —DggAU en [0,T] x Q,
U0,z) = ¢r(z) en Q,

Ut,z) = ¢p(z) en N, t€][0,T)

para T € R arbitrario. Ademds, como la aplicacion ¢ — IT]; es constante, podemos
aplicar el Lema 1.2.7 para garantizar que V es la tnica solucién de

Ve C([0,T],D) N C([0,T], L*(2)) ,
A~

10,V = —DggAV + —Lp en [0,T] x @,

V(0,2) =0 en ),

V(t,z) =0 en 9Q, t€][0,T],

para todo T' > 0. Vamos a demostrar la existencia de soluciones de (5.10)—(5.11) a
través del teorema del punto fijo de Banach al operador

T(6)(t) = U(t) + v(t) — 2 / AC) [log(n(r)p(r) — Lg] dr Vi€ R, (5.34)

(0%

en un subconjunto apropiado de X(ST para cierto T' > 0. Para encontrar 7' necesi-
tamos el siguiente resultado, cuya demostraciéon no incluimos aqui por tratarse de
un caso particular del Lema 6.2.5 que utilizamos en el Capitulo 6.
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Lema 5.4.3
Bajo las hipétesis del Teorema 5.4.1, existen constantes positivas r*, T, Ky depen-
dientes de 9, 2, ¢; y ¢ tales que
||u||L°°([0,T]7H2)7 ||V||L°°([0,T],H2) < Koy,
y Byr C C([0,T], H2()) para cualesquiera r € (0,7*) y T € (0,T*), donde
By = {6 € C([0.T), H*() : ¢ ~ U = Vl|z=(o.ry.m2) < 7} -

Usando este resultado podemos definir el conjunto donde el operador I' definido en
(5.34) admite un punto fijo. En efecto, sea

Y’I‘,T = {¢ € B’I",T : log(n)qﬁ - f/\é € C([OvTLD)} ’

parar < r*y T < min{T*,Ty,T>}, donde r*,T* son las constantes del Lema 5.4.3

y
ar «

— ) T2 Y
A(Ky + || Lglla2) 2AKs

donde K, K3 provienen del Lema 5.4.2 (i) y (iii), respectivamente. Para ver que I'
admite un punto fijo en Y, 7 C XL;T completaremos las siguientes tres etapas

ETAPA 1: El conjunto Y, r, equipado con la distancia asociada a || - || (0,17, m2)
es un espacio métrico completo.

Nétese que es suficiente con probar que Y. 1 es cerrado en B, 7. Con este objetivo
consideramos L, definido en B, r por

L)1) = log(n(t)(t) — Ly ¥t € [0,T],
para cualquier ¢ € B, r. Como r» < r* y T' < T*, el Lema 5.4.3 garantiza que

B,.r C C([0,T], H3(Q)). En particular, ||¢(t)|| gz < r* + 2K, para todo t € [0,T]
y aplicando el Lema 5.4.2 se tiene que L(t) € H3(Q) y

1£[01](t) = Llgo] ()| a2 < Ksl|61(2) = d2(t)[[mz V¢ €[0,T], dr12 € Brr,

luego £ : B, — C([0,T], H*(Q)) es lipschitziana y por tanto continua. Por tiltimo,
como C([0,7],D) es cerrado en C([0,T], H*(R)), basta con observar que Y, r =
L71(C([0,T],D)). Esto concluye la primera etapa de la demostracién.

ETAarA 2: F(YT7T) - YT,T'
Sea ¢ € Y, 1. Es claro que I'(¢)(t) = U(t)+V(t) + Wy(t) € C([0,T], H*(R)), donde
W, € C([0,T], D) estd dado por

i

Wa(t) = == /0 A=) (1og(n(7))¢(7)—i;) dr, Vte[0,T].

Ademss
()0 = U(t) = Vel < 5 [ og(u(r)) r) ~ Lolls 7

A —
E(Kl +[|Lplla2)Th =71

A J -
< 7/ (Kl + ||LB||H2) dr <
@ Jo
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para cualquier t € [0,T], luego I'(¢) € B, r. Finalmente, para concluir que I'(¢) €
Y, r falta conocer su comportamiento en la frontera. Para ello usamos la definicién

de U para escribir I'(¢) = g/ﬁ; —+ f‘(gi)), donde
T(6)(t) = eM(go — o) + V(1) + Wy(t) € C((0,T], D).

Como consecuencia I'(¢)(t)|ga = ¢p en I Vt € [0,T], lo que implica junto con el

Lema 5.4.2 que log(nr(g)) I'(¢) — Lp € C([0,7],D). Con esto concluye la segunda
etapa de la demostracion.

EtarPA 3: T : Y, 7 — Y, 1 es una aplicacion contractiva.
Sean ¢1,¢2 € Y, p y t € [0,7]. Como et : D — D es una isometria, se dispone de
la siguiente estimacion:

(@) =@ < 5 [ Q08027 (r) = log(ms (7)r(7) s d

Usando los Lemas 5.4.2 (iii) y 5.4.3 obtenemos

ID(é0)(t) — D) (0)] 2 < >

Ks [

22 [ 161 = a7 < 1én = dall o,
0

lo que significa que en efecto I' es contractiva en Y. 7. De este modo concluimos la

tercera etapa de la demostracién.

Aplicando entonces el teorema del punto fijo de Banach tenemos garantizada
la existencia de un tnico ¢ € Y, r punto fijo de I' en [0,T] que se puede escribir
como ¢(t) =U(t) + V(t) + Wy(t), donde U,V € XT como sabemos. En particular,
U,V :[0,T] — L*(Q) son lipschitzianas. Ademds, para 0 < t; < to < T se tiene
que

[Wo(ta) = Wo(ta)ll2 < f(t1,t2) + g(ta, t2),

donde f y g vienen dadas por

o 2/0“ HeA(tl—T) (I _ eA(t2—t1)) [log(n(7))p(r) — LNB]‘ L dr,
st = 2 [ | fogtntro) - T3], o

Usando que e4? es una isometria de L?(f2) para cada t real y aplicando el Lema

1.2.6 podemos estimar f de la siguiente forma:

A [h
f(ti,t2) < E/o

Aprovechando nuevametne que el grupo conserva la norma || - |12 se tiene que

A [P
t1,t0) < —
9(1,2),a/

ty

/0 AT Allog(n(r))é(r)]dr| dr < %KlT*(tQ — ).

LZ

log(n(r))(r) ~ Ly dr < % (Ky + 1) (12— 1),
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luego

A —
[We(t2) = We(t)l[z2 < E(K1(T* +1) + ILslla2) |ta — ta],

lo que nos permite concluir, dada la arbitrariedad de t; y t2, que Wy : [0,7] —
L?(Q) es lipschitziana, luego ¢ también lo es. Usando la estimacién del Lema 5.4.2
(ii) tenemos que la aplicacién ¢ — ¢(t)log(n(t)) — Ly € L*(R) es lipschitziana, y en
particular estd en Wh([0,T], L?(2)). Aplicando ahora el Lema 1.2.7 deducimos
que Wy es la tinica solucién de

Wy € C([0,7],D) N C*((0,T], L*(9)),

10Wy = —Dgq AWy + é(log(n)qb - I//\;) en [0,T] x £,
o

Wy (0,2) =0 en Q.

Como consecuencia, ¢ € X7 y basta observar que ¢ = U + V + Wy para darse
cuenta de que ¢ satisface las condiciones inicial y de contorno. Es importante que
¢ € Y, 7, lo cual implica, en virtud del Lema 5.4.3, que ¢ € X7 . Por tanto, ¢ es la
Unica solucién del problema (5.10)—(5.11). O

5.5. Existencia y unicidad de solucion en dominios
acotados

Una vez establecido el Teorema 5.4.1 ya estamos en condiciones de demostrar
la existencia y unicidad de solucién local para el problema de tipo mixto asociado
al modelo SLC, cuya prueba consiste simplemente en transformar las condiciones
iniciales y de contorno establecidas en (5.4) segin la transformacién G definida
en (5.9), aplicar el Teorema 5.4.1 para obtener ¢ € Xg, solucién de la ecuacién
logaritmica, y construir finalmente la tinica solucién de nuestro problemad a través
de G~ ! y del Teorema 5.3.3. Materializamos este proceso en el resultado principal
de este capitulo.

Teorema 5.5.1
Sea 2 C R? (1 < d < 3) un dominio acotado y supongamos que se satisfacen
(H1)-(H3). Entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) Existe T > 0 tal que el problema de tipo mixto (5.1), (5.4) asociado a la
ecuacién de Schrédinger no lineal SLC admite una tinica solucién ¢ € XI en
[0,T7.

(ii) La dindmica asociada a dicho problema es equivalente a aquella asociada al
problema relativo a la ecuacién (5.10) sujeta a las condiciones (5.11), en el
sentido de que existe un homeomorfismo de C([0,T], H}(Q)) que conserva
la densidad local n = |1|? y lleva soluciones de (5.1), (5.4) en soluciones de
(5.10)~(5.11).
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DEMOSTRACION:
Consideramos ¥; y 1p las condiciones inicial y de contorno de nuestro problema
y definimos ¢; := G(¢1) v ¢ := G(¢p), donde G es la transformacién definida
n (5.9). Usando la Proposicién 5.3.1 tenemos que ¢; € HZ(2), y gracias a la
Observacién 5.3.2 sabemos también que ¢p € Hg’/ 2(8(2). Entonces las hipétesis del
Teorema 5.4.1 son satisfechas, luego existe T' > 0y ¢ € X} que es la tnica solucién
de (5.10)—(5.11) en [0,T]. Aplicando a continuacién el Teorema 5.3.3 se tiene que
Y = G71(¢) € X7 es la tnica solucién del problema (5.1), (5.4) en [0,7T7], lo que
demuestra el apartado (i). La segunda afirmacién es una consecuencia directa de la
Proposicién 5.3.1 y del Teorema 5.3.3, donde el homeomorfismo que se menciona
es la propia G. Esto concluye la demostracién. a

Aunque el teorema 5.5.1 estd disenado para dimensién 3, también se puede
establecer de forma obvia para d = 1,2. Generalizar este resultado para cualquier
dimensién, sin embargo, depende de saber hacerlo con los Teoremas 5.4.1 y 5.3.3,
que se fundamentan de forma inevitable en la regularidad y en la separacién de
cero de las funciones de onda con las que trabajamos. Estas dos condiciones, que
en los casos 1 < d < 3 proceden de la inmersién de Sobolev H?(Q2) — L (),
deben analizarse con mayor profundidad si pretendemos extrapolar el resultado a
dimensioén arbitraria.

Del mismo modo, el anélisis de la prolongabilidad en tiempo o la existencia
global de las soluciones de (5.1), (5.4) es, en este contexto, poco viable. Esto se debe
a que la dindmica asociada al modelo SLC es demasiado compleja y en principio no
se puede garantizar la ausencia de regiones de vacio, que nosotros evitamos usando
(H3) y la acotacién del dominio, y que en caso de generarse con la evolucién
temporal pueden ocasionar la formacién de singularidades.

Surgen dificultades similares si tratamos de estudiar el problema de Cauchy
asociado al modelo SLC en todo el espacio R%. En [107] se estudia el buen plan-
teamiento de dicho problema para ecuaciones de tipo Doebner—Goldin ([43]) en
un subconjunto denso de L?(R?) y bajo condiciones sobre los coeficientes que do-
tan a la dindmica de un comportamiento parabdlico. Dichas condiciones no son
compatibles con las relaciones de linealizacién (5.5), aunque la idea fundamental,
que consiste en evitar las singularidades suponiendo perfiles exponenciales, podria
adaptarse a nuestro caso.






Capitulo 6

Interpretacion rigurosa y
buen planteamiento local de
la ecuacion de
Schrodinger—Langevin

La ecuacién de Schrodinger—Langevin constituye uno de los modelos cianticos
disipativos méas importantes y es uno de los pocos aceptados como representativo de
efectos de friccion en la formulacion de onda de la mecanica cuantica. La descripcion
matematica precisa del término no lineal que genera dichos efectos, sin embargo,
resulta genuinamente controvertida, ya que involucra el conocimiento explicito del
argumento S de la funcién de onda . Es tan claro que la aplicacién 9 — S es
multivaluada como que la elecciéon concreta del valor de dicha funcién no debe
alterar la dinamica observable asociada a 1, lo que causa irremediablemente el
mal planteamiento de cualquier problema asociado a la ecuacién de Schrodinger—
Langevin. Sin embargo, los observables asociados a este modelo describen de forma
fiel las propiedades fisicas deseables en un fenémeno con friccién, lo que nos lleva a
buscar una reescritura del término de friccién en la ecuacion de Schrodinger en lugar
de descartar una descripcién de estas caracteristicas. Con dicho propdsito vamos
a proponer este capitulo una formulacién de la ecuaciéon de Schrédinger—Langevin
basada en la derivacién original del mismo (véase [73]), que desarrolla idéntica
dindmica observable y evita cualquier ambigiiedad en su escritura. A partir de
ahi, probaremos el buen planteamiento del problema de tipo mixto sobre dominios
acotados asociado a nuestra reformulaciéon del modelo, admitiendo el efecto de un
potencial (no lineal) genérico © y en el marco funcional establecido en capitulos
anteriores. En la tltima seccién aplicaremos este resultado, sacando partido de
la libertad de ©, para resolver el problema tipo mixto asociado a un modelo de
Schrodinger—Poisson con entalpia equivalente a algunos sistemas hidrodinamicos
cudnticos que aparecen en el estudio de dispositivos semiconductores [71].
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6.1. Sobre la interpretacién univoca de la ecuacién
de Schrodinger—Langevin

El modelado de problemas con disipacion en mecdnica cuadntica plantea nu-
merosas dificultades, ya que algunas ecuaciones disipativas cldsicas no se pueden
cuantizar segin los procedimientos usuales. Un ejemplo relevante en esta direccién
estd constituido por la ecuaciéon de Langevin, que describe el movimiento brow-
niano de una particula cldsica suspendida en un fluido y no se puede reescribir en
términos de una funcién hamiltoniana o lagrangiana adecuada. No esta claro, por
tanto, qué proceso puede conducir a una representacién cuantica de dicho compor-
tamiento observable. En la interpretacién de onda, una de las leyes de evolucion
mayormente aceptadas como ecuaciéon de Schrodinger—Langevin fue la propuesta
por Kostin [73] a principios de los anos setenta, que en el sistema de unidades
establecido en el Capitulo 3 viene dada por

O = —%A¢+V¢+VR(7§)¢+>\VL ¥, (6.1)

donde ¢ = 9(t,x) es la funcién de onda, A > 0 es el coeficiente de friccién, V es
el potencial externo y Vi es un potencial aleatorio que representa la interaccion
del sistema cuantico con el entorno y depende solo del tiempo. Este modelo surge
al anadir a la ecuacién de Schréodinger un potencial efectivo AV para incorporar
los efectos relevantes de la dindmica de Langevin, en el sentido de que los valores
de expectacion de los operadores posicién y momento asociados al estado v evo-
lucionen segun dicha ley. De este modo se llega al siguiente término no lineal de
friccion

Vi(y) =5 - (5), (6.2)

donde S representa una funcién argumento de 1,

U(t,x) >
o(tx))
log(z) y Z denotan respectivamente el logaritmo neperiano y el conjugado del niime-

ro complejo z, y donde (S) = (5)(t) es el valor esperado de S en el estado 1, definido
como

1
S(t,z) = 2ilog(

(S)(t) ||¢|| / [o(t, z)|2S(t, z) da (6.3)

que realmente no aporta informacién fisica al sistema, por lo que es usual eliminarlo
de la ecuacién (6.1) usando la transformacién Gauge

b - weiu(t)7 v(t) = ,)/ e*/\(t—r)<5>(7) dr.

0

De esta manera, el propio Kostin desecha la forma original de la ecuacién en favor
de

i) = —%Aw + VY + VR()Y + AS 1, (6.4)
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y prueba en [74] que dicha ecuacién sufre disipacién de energia. Posteriormente, el
modelo (6.4) y diversas generalizaciones suyas han sido explorados en la literatura.
En el Capitulo 2, por ejemplo, hemos obtenido el término de Kostin describiendo los
efectos de friccién en un modelo que emula la dindmica de WEFP. Ademas, el estudio
de la ecuacién (6.4) adquiere una relevancia fundamental debido a su equivalencia
formal con los sistemas hidrodindmicos y de flujo potencial cuanticos con friccién
([7, 71, 76, 90], por ejemplo), que son modelos ampliamente aceptados cuando se
considera la presencia de efectos cudnticos en dispositivos semiconductores [70].
Esta equivalencia se basa en la descomposicién médulo—argumento de la funcién

de onda (descomposicién de Madelung [85] o perfil WKB),
P(t, ) = [P(t, )| exp {iS(t, 2)} , (6.5)

que en general no es posible de materializar ya que en zonas de vacio (donde |¢)| = 0)
pierde sentido (no se puede definir el argumento de cero). En [7] se calculan solucio-
nes débiles del sistema hidrodindmico a nivel de las densidades local y de corriente,
lo cual les permite admitir regiones con densidad nula y evitar el calculo explicito
de S. En el Capitulo 4, sin embargo, demostramos que para una funcién compleja
la igualdad (6.5) implica que V.S = Im (V4 /), campo vectorial irrotacional que
admite potenciales escalares, por lo que es suficiente que la distribucién Im (Vi /9))
tenga regularidad H*~! para obtener una familia de argumentos en H*, donde k
es cualquier entero arbitrario.

En todo caso, la ecuacién (6.4) estd mal definida incluso en los casos donde
se pueda obtener de alguna manera S(i) verificando (6.5). Desde el punto de
vista matemadtico es claro que la correspondencia ¢ — S(¢) es multivaluada, lo
que hace necesario disponer de un criterio objetivo y a priori de seleccién del
potencial S. En [71] se resuelve esta ambigiiedad para el problema de Dirichlet en
un dominio acotado © € R? (1 < d < 3), imponiendo como hipétesis la existencia
de una funcién argumento Sy para la condicién inicial ¥y y resolviendo el siguiente
problema de valores en la frontera para cada tiempo:

div{ Im (Vqﬁg)) } en Q, (6.6)

S(t) = Sp endQ. (6.7)

AS(t)

Este sistema se obtiene como consecuencia de (6.5) si admitimos que el valor de
la funcién S en la frontera del dominio estd determinado en todo tiempo por
Sp = Srlaq, condicién que no resulta muy restrictiva pues es consistente con
las condiciones de Dirichlet habituales para 1. Bajo esta interpretaciéon de S la
ecuacién (6.4) tiene solucién unica en espacios de funciones separadas de cero, y
dichas soluciones permiten resolver los sistemas hidrodindmicos cudnticos con fric-
cién asociados a (6.4). Este criterio no resulta plenamente satisfactorio, no obstante,
ya que la ecuacién (6.4) con S obtenida de esta manera depende de S;. En efecto,
si consideramos como argumento de la condicién inicial S7 = Sy + 2nhl, conl € Z
arbitrario, en lugar de Sy y nos restringimos a la frontera obtenemos S% := S7|sq,
cambiando de esta manera los valores de S en la frontera del dominio, lo que impli-
ca que una eleccién del argumento inicial altera la definicién del término no lineal
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en la ecuacion de Schrodinger y por tanto la propia ecuacion, caracteristica esta
que resulta poco deseable porque afecta a la dindmica observable del modelo.

Por otra parte, ademas de la ambigiiedad que conlleva el tratamiento matemati-
co riguroso de (6.4), existe otra razén que convierte dicho modelo en inadmisible
desde un enfoque puramente fisico. Se trata de que no es invariante ante cambios
de fase constantes y globales, propiedad esencial en cualquier modelo que describa
un comportamiento cudntico, ya que ¥ y ¢ = e’ representan el mismo estado
para cualquier ¥ € R, y ninguna ecuaciéon de Schrédinger “admisible” debe dis-
tinguir entre ambas funciones de onda. Sin embargo, si 1 es solucién de (6.4),
entonces ¢ = e“1) no puede ser solucién de la misma ecuacién para ningin v # 0,
ya que S(¢) = S(¢) + v # S(¢). Como consecuencia debemos descartar (6.4)
como ecuacién de Schrodinger—Langevin, ya que presenta serias ambigiiedades en
su formulacién y describe distintas dindmicas para estados idénticos. No obstante,
seria deseable encontrar un modelo que mantuviese el mismo comportamiento ob-
servable. Es por ello que proponemos buscar una reinterpretacién de la descripcion
que ofrece Kostin evitando las dificultades que supone trabajar con el potencial no
lineal S. Con este propédsito podemos aprovechar una propiedad muy sencilla: si v
es una funcién compleja (regular) y S, S’ satisfacen la relaciéon de Madelung (6.5),
entonces S — (S) = 5" — (9") y la aplicacién ¢ — Vi (¢)), donde V, viene dado por
(6.2), estd univocamente determinada en consecuencia (a pesar de que S no lo esta).
Por tanto, la formulacién original (6.1) con potencial no lineal AVy, en lugar de AS
evita la ambigiiedad en la definicién de 1 término de friccién y ademaés es invariante
ante cambios de fase constantes y globales, ya que para cualquier funcién compleja
1 y v € R arbitrario se tiene que Vi (v)) = V(™). Como consecuencia, (6.1)
resulta més apropiada que su versién simplificada (6.4), tanto para su interpreta-
bilidad fisica como para su tratamiento matematico. Estudiaremos, por tanto, el
buen planteamiento de problemas asociados a aquel modelo en dominios acotados
y bajo condiciones de separacién de cero, admitiendo efectos de autointeraccién e
influencias de un potencial prefijado. Concretamente consideramos la ecuacién de
Schrodinger-Langevin generalizada (que denotaremos por SLG)

0 = 5 A+ O+ AVLY, (6.8)

donde AV}, es el término de friccién descrito en (6.2) y © es un potencial efectivo,
en principio por determinar, que describe los efectos de una fuerza externa sobre el
sistema o de la autointeraccién (posiblemente no lineal) que surge eventualmente
como consecuencia de la influencia del entorno o de un potencial poissoniano (por
ejemplo, el potencial electrostitico de Hartree). En particular, puede contener los
efectos del potencial Vi en el modelo de Kostin. En la seccién siguiente estudia-
remos la existencia y unicidad de solucién local para el problema de Cauchy con
condiciones de tipo Dirichlet en la frontera

Y(0) =vr, P(t)|oa =vVB. (6.9)

El marco funcional en que nos moveremos se basa en las siguientes hipétesis: donde
Q C R? es un dominio (abierto conexo) con 1 < d < 3 y vamos a imponer las
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siguientes hipétesis

(H1) QcR?(1<d<3) es acotado, simplemente conexo con frontera de cla-
se C?.

(H2) ¢ € H*(Q), ¥p € HY?(09), vy v1lon = 5.

(H3)  Existe § > 0 tal que
inf-es{|v;(z)] 12 € Q} >4, infes{|vp(z):ze€d}>4.

(H4) ©: H2(Q) — H%(Q) es localmente lipschitziana y existe © € H3/2(5Q)
tal que ©(¥)|sn = O p siempre que ¥|sn = V5.

Recordamos que HZ(£2) denota el espacio de funciones de H?($2) de médulo mayor
que § con el que venimos trabajando. La hipétesis de conexién simple aparece
de forma natural por la interpretacién del término de friccién Vi, dada en (6.2),
que conduce en principio al estudio de existencia de argumento para la funcién de
onda. En este sentido heredamos la interpretacion contemplada en el Capitulo 4 y
la independencia espacial de (S) para estudiar la ecuacién

VYV, = Im (Y;’) , (6.10)

que es una consecuencia de (6.2) y (6.5) y que tendré soluciones (véase[3]) siempre
que supongamos que {2 es simplemente conexo (en la primera seccién del Capitulo
4 proporcionamos un ejemplo de funcién compleja regular que no puede tener
argumentos en un anillo 2-dimensional). Ademds, si fijamos previamente el valor
medio de dichas soluciones en 2, podemos conseguir una propiedad de dependencia
continua de las mismas respecto de la funcién de onda [4], lo que nos permite
aprovechar (6.2) para establecer la condicién de normalizacién

(VL)=0 (6.11)

y asi definir de forma univoca el operador Vp, con la regularidad apropiada para
que el sistema (6.8)—(6.11) disfrute de existencia y unicidad de solucién, evitando
la dependencia de una eleccién concreta de argumento para la condicién inicial. El
resultado principal de este capitulo es el teorema de existencia de solucién fuerte
para el problema (6.8)—(6.11), que enunciaremos y demostraremos en la siguiente
seccién, estableciendo la existencia del potencial no lineal Vi, con las propiedades
que hemos descrito. Utilizaremos una técnica de punto fijo, teniendo en cuenta
que el comportamiento de Vi, no es conocido (ni se puede establecer a priori) en
la frontera del dominio €2, lo que impide utilizar el cardcter isométrico del gru-
po de Schrodinger. Una vez establecido este resultado, podemos sacar partido de
la generalidad del término © para resolver el problema de tipo mixto con condi-
ciones de Dirichlet asociado al modelo de Schrédinger—Poisson con entalpia para
semiconductores [70, 71, 76], que precisamos en la tercera y ultima seccidn.
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6.2. Existencia y unicidad de solucion local para
la ecuaciéon de Schrodinger—Langevin genera-
lizada

La interpretacién del término de friccién que hemos proporcionado nos permite
trabajar con una versién univoca de la ecuacion de Schrodinger—Langevin, de forma
que (6.1) admite un problema de tipo mixto asociado que disfruta de existencia y
unicidad de solucién bajo las hip6tesis (H1)—(H4). Este hecho constituye el resul-
tado principal del capitulo, el cual demostramos admitiendo efectos de interaccion
muy generales.

Teorema 6.2.1

Sean Q C R? (1 < d < 3), A > 0 y supongamos que las hipctesis (H1)—(H4) son
satisfechas. Entonces existe T > 0 y una tnica solucién (1, ©,Vy) del problema
(6.8)—(6.11) en [0,T), donde © = O(¢)) y se verifica

pe Xt vpex® e©ec(o,T1],H*Q).

Para probar este teorema utilizando un método de punto fijo debemos establecer
la existencia de un operador Vi, univoco y continuo que nos proporcione el término
de friccién en la ecuacién. Como senalamos anteriormente, lo haremos buscando
una solucién de (6.10) sujeta a la condicién de normalizacién (6.11), planteamiento
adecuado para aplicar los resultados desarrollados en el Capitulo 4.

Lema 6.2.2

Sean Q C R? (1 < d < 3) un dominio acotado, simplemente conexo y con frontera
lipschitziana y T,5 > 0. Entnces existe una aplicacién Vi, : H(Q) — H*(Q) tal
que:

(i) Para cualquier ¢ € HZ(), VL(¢) es solucién de (6.10) con (Vi (1)) = 0.
(ii) Para cualquier M > 0 existe C(6,9Q, M) > 0 tal que

VL) = Vi(o)lla> < ClliYp — @2,
VL) = Vi(o)lle < CllY — ol L2,

donde 1, ¢ € HZ(Q) son tales que |[¢)|| g, ||| 2 < M.

Ademds, si S € H?() es un argumento de v, entonces V() verifica (6.2). En
particular

Vi (¢) = Vi (e™1p) para cualquier v € R. (6.12)

DEMOSTRACION:
El Lema 4.2.1 garantiza que Vi /¢ € H'(Q) para cualquier ¢ € HZ(Q), por lo
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que podemos aplicar el Teorema 4.2.2 con 4 = 0 y k = 2 y obtener una tnica
Sy € H*(Q) tal que

_ vy _
VSy = Im( w) y /QSw(x)dx 0.

Dicha Sy nos permite definir
Vi () (z) == Sy(x) — (Sy) ct.x €Q,

de manera que V() € H?(Q) y se verifica (i). Para probar (ii), sea M > 0y
denotemos Mg = sup{||Sy|lmz : ¢ € H2(Q), [[¢¥|lgz < M} < oo y K(Q, M)
el maximo de entre las constantes proporcionadas por la inmersién de Sobolev
H?(Q) — L>*(Q), el Lema 4.2.1 para V1/1) = J/n y el Teorema 4.2.2 con k = 0, 2.
Entonces, para ¢, € HZ(Q) tales que |[¢] g2, ||¢l|gz < M podemos mayorar la
diferencia [(Sy) — (S,)| por

1
/{W”z Sy o) = (o)) + | o W ]w( ) |S¢<:c>}d:c.

Como [1(x)], |¢(z)| > 0, el primer sumando estd acotado por

L 2)|? ) — T 22 — )2 - "
e (/{w 21Sy(2) — Sp(@)] + [[(@) ~ le(@)]]IS4( >|}d>
= 52|Q| (11 1Sy = Spllzz + (lllz + lellz=)ll = @llzzSp =) .

y aplicando el Teorema 4.2.2 y el Lema 4.2.1 obtenemos C1 (4,2, M) > 0 tal que

||¢||2 / 14 () — (@) Sy ()] dx < Cillv — || 2.

De forma andloga, el segundo sumando estd controlado por
1 ) )
WHI@IIH = I I1Z=] QM7 1Syl < Callt = @l 22,
2

donde Cy = C5(0,Q, M) > 0. De esta manera tenemos que
[(Sy) = (Sp)| < (C1+ Co)l9b — ¢l L2, (6.13)

donde C' := K +1/|Q|(C1 + C3) es la constante que verifica (i7). Para comprobarlo
basta observar que (Sy) y (S,) no dependen de z, por lo que la estimacién

IVE(®) = Vi(@)] < 1S5 = Soll + V/IQI(Sy) = (S,)],

es véalida para ||| = || |lz2 v |- || = || || z2- Ademss, si S € H?(£2) es un argumento
de v, basta con tomar derivadas y partes imaginarias en la formula de Madelung
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¥ = |[¢|e’ y tomar parte imaginaria para obtener que V.S = Im(Vt/v). Por
tanto, si consideramos o := S — (S) — V(¢), es claro que Vo =0y (o) = 0, por
lo que o es idénticamente nula y obtenemos (6.2). En particular, para cualquier
v € R se tiene que S + v es un argumento de e’ y

Vi(ie™) =8 +v—(S) — (v) =5 —(S) =V (¥),

lo que concluye la prueba. a

OBSERVACION 6.2.3 Con el objeto de dar una interpretacion de la dindmica
de Langevin cudntica tan solo en términos de la funcion de onda, en este capitulo
vamos a escribir todos los cdlculos en funcion de 1 y evitar la nomenclatura depen-
diente de n y J que venimos utilizando hasta ahora. Sin embargo, la férmula (6.12)
deja de manifiesto que Vi, = Vi[n, J] (véase la Observacion 4.3.5). En particular,
es factible aplicar el Teorema 4.3.2 a (6.1) (algo que no podemos hacer con (6.4))
para obtener regularidad temporal de la propia Vi, .

La condicién de frontera de tipo Dirichlet prescrita para ¥ implica que su argumento
ha de estar determinado en 92 en todo tiempo, al menos salvo un miltiplo entero
de 27. Esto causa que el valor de V7, en la frontera no sea constante a lo largo de la
evolucién temporal de la funcién de onda y no se pueda determinar. Como el grupo
de Schrodinger {e24t},cg establece una isometria del dominio D = HE(Q) N H2(Q)
para cada t € R que no es una isometria de H?({2), necesitamos una estimacién en
norma || - ||gz de dicho grupo para trabajar con la formulacién integral asociada
a (6.1). La obtendremos gracias a la regularidad de las soluciones del problema
eliptico general (véase el Lema 1.2.2).

Lema 6.2.4
Sea ) C R¢ un dominio acotado con frontera de clase C*. Entonces existe C(2) > 0
tal que

para cualquier g € H? ().

e%AtgHm <C|glu= VteR,

DEMOSTRACION:
Seleccionando un representante continuo de g en € podemos obtener una tnica
g € C%(Q) N C(Q) arménica tal que gg — g € D, en virtud del Lema 1.2.1.
Aplicando el Lema 1.2.2 a f = Ag obtenemos K7 (2) > 0 tal que ||g — gg|lgz <
K1||Ag|| Lz, luego

1550 < (K1 + 1)l (6.14)
Definimos C' :=2K; +3y
Y(t) =g+ (t), con p(t)= e%At(g —9B) Vi € R. (6.15)
At

Para cualquier ¢ € R se tiene que e38t es una isometria del dominio D, luego
W)l < lgBllaz + lg = 9Bl 12, lo que implica

W@l < Cllgllg=  VEeR (6.16)
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en virtud de (6.14). Para concluir la prueba del lema es suficiente observar que
Y = u, donde u(t) := ¢3! g para cualquier ¢ € R real. Con este objeto aplicamos
el Lema 1.2.7 con f = 0, que garantiza que u es la tinica solucién de

u e C([0,T], L*()) N C*([0,T], D),
i0yu + %Zu =0, (6.17)
u(0) = g,

donde A es el operador con dominio L?(f2) que extiende A. Por otra parte, apli-
cando nuevamente el Lema 1.2.7 con f = 0 y condicién inicial g — g junto con
(6.15) obtenemos que ¢ es la tnica solucién de

v € C([0,7],D) n C([0,T], L*(%)),
i + %Anp =0, (6.18)
p(0) =9 — gz
Por ‘Eantq ¥ € C([0,T],D) nC*([0,T], L*()) c C([0,T], L*(Q)) n C'([0,T],D’)
satisface

. 1— o 1— 1
104y + §A¢ =1i0i(gB + ) + §A(SJB +¢) = §AQB =0,

para lo cual hemos empleado el Lema 1.2.5. Como %(0) = g, la unicidad en (6.17)
nos dice que ¥ = u, lo que concluye la prueba gracias a (6.16). a

Estos dos lemas nos ayudan a construir una sucesién en un subconjunto apro-
piado de C([0,T], HZ(£2)) con constante de Lipschitz uniforme, cuyo limite nos
permitird definir la solucién de nuestro problema.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2.1:

Utilizamos el Teorema de compacidad de Rellich-Kondrakov para seleccionar un re-
presentante continuo de ¥p = 11|50, por lo que existe una tnica 5 € C?(Q2)NC(Q)
armonica en € e igual que ¥ en 99. Utilizando (H4) podemos obtener, de manera
ansloga, la tinica extensién arménica O € C?(Q)NC(Q) de O a todo Q y definir
de ese modo

) . t ; P
Z(t> = "/}B + e%t(wl - '(/JB) - Z/ €§A(t_r)®3w3 dr VteR.
0

Como la aplicacién t — (’9;121; es constante y por tanto pertenece a W1 1(IR, L2(Q)),
podemos aplicar el Lema 1.2.7 para obtener que Z es la tnica solucién del problema

Z € C(R,H?*(Q)) N CY(R, L*(Q)),
0,7 + %AZ — Opthp =0, (6.19)
Z(O)Ziﬁb Z(t)|aQ:’L/JB, t e R.
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Z nos permite definir para r,T" > 0 el conjunto
Yoo = {w € C([07T]7H2(Q)) : ||w_Z||L°°([0,T],H2) <, Y(t)loa =yp Ve [O’T]}v

que goza de las siguientes propiedades:

Lema 6.2.5
Bajo las hipdtesis del Teorema 6.2.1 y para cualesquiera r,T > 0 se tiene que Y,. 1
es un espacio métrico completo (respecto de la norma || - || o (jo,1);12)). Ademds,

existen r*, T* C > 0 (dependientes de §,Q, vy, p) tales que
() 121z (o,13:m2) < C,
(i) Y, < C([0,T], H3(Q)),

para0 <r <r* y0<T <T* arbitrarios.

DEMOSTRACION:
Para ver que Y, 1 es un espacio métrico completo observamos que estd contenido
en B.(Z), la bola de centro Z y radio r respecto de la norma || - ||z ([0,7;m2),

que es completa. Por consiguiente basta comprobar que Y, 7 es cerrado en dicha
bola. Para ello consideramos la aplicacién B : C([0,T], H*(Q2)) — C([0,T], H(£2))
definida por

BW)(t) == () —vp, VEE[0,T] y v €C(0,T], H (),
que es continua y permite escribir Y, r de la siguiente forma:
Y’I‘,T = BT(Z) N B_I(C([()?T]?D))

Como D es cerrado en H?(QQ), se tiene que Y, 7 es cerrado y en consecuencia
completo respecto de la norma || - || o ([0,77; r2)-
Para la segunda parte sea

my = infes{|¢r(z)] :x € Q}, mp =infes{|p(z)|: x € 0N},
m = min{m;,mp}.

Como m > ¢, existe £(d,Q,¢r,vp) > 0 tal que ¢ < m — §. Definimos r* :=

77, » donde K7 es la constante de la inmersién de Sobolev H2(Q2) — L*(£). Nos

valemos, ademas, de la continuidad temporal de Z para garantizar la existencia de
T*(8,9,¢r,¢p) > 0 tal que
NZ(t) —r|lgz <r* VOL<t<T*, (6.20)

que permite definir C' := r* + ||¢r|| 2, constante que verifica (7). Falta verificar la
inclusién Y, C C([0,7], HZ(R)) con 0 < 7 < r* y 0 < T < T* arbitrarios, y para
ello es suficiente notar que cada ¢ € B,.(Z) pertenece a HZ(£2). Lo comprobamos:

o) = el < 00) = ZOlla + 120) = orlle < 20 = -
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para cualquier ¢ € [0, 7, luego [|¢) =11 || Lo (jo,7),r2) < 7 ¥ la inmersién de Sobolev
H?(Q) — L>=(Q) nos permite establecer que |7 (z)|— |0 (¢, x)| < |11 (x)—(t, )| <
ect.x € Qyparacadat € [0,T], porlo que [ (¢, z)| > |¢r(x)|—e > mog—m+d >4
y entonces 1 € C([0,T); HZ(2)), lo que concluye la prueba. O

Tomamos r*,T*, M; > 0 las constantes que nos proporciona el Lema 6.2.5 y fijamos
0 <7 <r* Para M :=r+2M; > 0se tiene que ||Y)|| Lo (jo,7);z2) < M para cualquier
¥ € Y, 1. El Lema 6.2.2 y la hipotesis (H4) nos proporcionan Ky, (M), Ke(M) > 0
las constantes de lipschitzianidad para Vi y ©, respectivamente, y

My, = sup{IVe@)llaz : [l < M}y Mo = sup{ll0()|lm= : 0]z < M},

cotas en norma para los términos no lineales. Ademds, denotamos por K = K ()
a cualquier constante asociada a las estimaciones que provienen de las inmersiones
de Sobolev o del Lema 1.2.3. Sean entonces

min{r,1/2}
KM [AK My, + Meo(1+ K3)]’

Ty =

1

T, = ,
> T 2K [AK(My, + Ky, M) + Mg + KoM]

y elegimos T'= min{T™*, T}, T2 }. Vamos a construir una solucién de (6.8)—(6.11) en
[0,T] como limite de una sucesién de elementos de Y;. 7. Con este objeto definimos

A wk+1 =7+ FVL (1/)]@) + P(—)(wk), (621)

para cada k > 0 entero, donde

Ty, (0)(t) = —iA / AAEIV, () dr,

0

To()(t) = —i [ oW dr, vee 1]

para cualquier ¢ € Y,. 1, y vamos a probar que la familia {1y }ren definida en (6.21)
es convergente en Y, 7. Lo haremos en dos etapas:

ETAPA 1: La sucesion {1y }ren estd contenida en'Y, r y existe L > 0 independiente
de k tal que

VL (W (0)¢r(t) = VL (i (s))hr(s)llL2 < LIt —s| Vs € [0,T] (6.22)

y todo k > 0 entero.
Para demostrar esta primera afirmacién definimos

1
L:= K(My, + Ky, M)Ly, Ly=M (2 + K(K*Meg + A\My, + M@)>
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y razonamos por induccién. ¢ = Z € Y, 1 de forma sencilla usando (6.19), que
ademés implica que ¢g € X! es solucién de

1 o
10y = —§A1/10 + OpiYp.

Por tanto, si estimamos las extensiones arménicas como en (6.14), se tiene

1 N —
10etpoll 2 < Sl AYoll2 + K|O5 | n2l[Ypllre < Ly

uniformemente en tiempo, lo que implica que ¢t — y(t) es lipschitziana con cons-
tante Ly, que junto con el Lema 6.2.2 nos permite establecer la estimacién

VL (%o())%0(t) = VL($o(s))tho(s) L2 < K(My, + Ky, M)Ly|t —s|  (6.23)

para cualesquier t,s € [0,T]. Esto concluye la etapa 1 para 1)y. Sea ahora k >
0 y supongamos que v, € Y,.r y satisface (6.22). Entonces la aplicacién ¢ —
Vi (¥r(t))¢r(t) es lipschitziana y en particular, usando el Lema 1.2.8, estd en

WL1([0, ), L*(€)). Ademss, la hipétesis (H4) informa de que ©(¥y,)1, — O pthp €
C([0,T],D), por lo que aplicando el Lema 1.2.7 obtenemos que

Iy =Tv, (Yr) + Te(¥r)
es la tnica solucién de
I'x € C([0,T],D) N C([0, T], L*(2)),
10 L'y, + %AF/C = (O(tr)tr — Opn) + AVL(¥r)r, (6.24)
I'x(0) = 0.

Por tanto ¥11(t)|aa = ¥o(t)|sq = ¥p o, equivalentemente, ¢r11(t) — g € D
para cualquier ¢ € [0,7T]. A continuacién nos valemos del Lema 6.2.4 en t € [0,7]
arbitrario, obteniendo

t
vl <3 [ 320 Voo, dr < A2 b . (625)

Por otra parte, aprovechamos que 22! es una isometria sobre D para establecer

e (vr ()2 < /0 |et(run(r) - @;Z;HHQ dr < KM Mo(1 + K3) (6.26)

para todo ¢ € [0,7]. Como consecuencia
k1 — Z||Loo([0,T]7H2) < KM [)\KMVL + Mo(1+ K3)} T<r,

yaque T < Ty, luego ¥p4+1 € Y, 1. Para probar que se verifica (6.22) basta observar
n (6.19) y (6.24) que ¢p4+1 € X7 es solucién de

10pr 41 + %Awkﬂ = O(Yr)Vr + AVL (Yr) Uk,
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de donde se desprende que
1
|‘at@/1k+1(t)“L2 < §M + KM()\MVL + M@) < Lw, Vt € [07T}

Esto significa que L, es una constante de Lipschitz en tiempo vélida para 1.
Razonando como en (6.23) llegamos a

VL (W (0) 91 (8) = VL (i (5))or(s)l| L2 < K(Mv,, + Kv, M)Lylt — s, (6.27)

para t,s € [0,7] arbitrarios, luego aplicando el principio de induccién tenemos
probada la etapa 1.

ETAPA 2: La sucesion {1y }ren es de Cauchy (respecto de la norma ||| L (j0,17,12))
Para ello es suficiente demostrar que

1
I¥k+1 = Ykl Lo o, 17,12) < ShTT vk >0, (6.28)

va que la propiedad de Cauchy se deduce de esta desigualdad. De nuevo razonamos
por induccién. Para k = 0 podemos estimar del mismo modo que en (6.25) y (6.26)
y, usando que 7' < Ty, obtener |91 — x| Lo (0,17, m52) < % Ademsds, si ¢, € Y. 1
el Lema 6.2.4 nos permite escribir

ITv,, ((t)) = T, (0(6)) 2 < AK*(My, + KVLM)/O [9(7) — @(7)l| 2 d (6.29)

para t € [0,T] arbitrario. Asimismo, (H4) implica

ITe(¥(t) = Telp(t))llnz < AK(Me + K@M)/O [(7) = ¢(7)[ g2 dr (6.30)

para todo ¢ € [0,T]. Por tanto, si k > 1 se tiene

1
1Vk41 — VrllLoeo,71,m2) < 51Uk — k1o (0,77, H2)>
2

donde hemos usado el hecho de que T' < Ts. Aplicando finalmente la hipétesis de
induccién obtenemos (6.28) y culminamos asf la segunda etapa.

La completitud de Y, 7 implica entonces la existencia de limite para la sucesién
{1}, que denotaremos ¢ € Y, 1 y nos proporcionard la tnica solucién del problema
(6.8)—(6.11). En primer lugar basta observar las estimaciones (6.29) y (6.30), que
nos permiten pasar al limite de forma continua en (6.21) de manera que ¥ =
Z 4Ty, () +Te(y). Ademas, si ¢’ € Y,. 1 tiene esta propiedad, entonces

() = &' ()l = < 2T2/0 [¥(7) —@(T)g2dr Ve [0,T],

donde hemos recurrido a (6.29) y (6.30). El Lema de Gronwall implica que 9 = 1)’
y, por tanto, existe un tinico punto fijo del operador ¢y — Z 4 T'y, () + T'e ().
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Para concluir la prueba del Teorema 6.2.1 definimos © := O(¢) y V;, := V. (¢) ¥
observamos que (H4) implica © € C([0,T], H*(2)) y que el Lema 6.2.2 garantiza
que Vi, € C([0,T], H*(2)) es solucién de (6.10)—(6.11). Ademds, si observamos
que ¢ € Y,.r C C([0,T], HZ(£2)) verifica las condiciones iniciales y de contorno y
tomamos limite en (6.22), obtenemos que Vi (1) € WHL([0,T], L?(2)). Por otra
parte, de la condicién de frontera 9(t)|ogn = ¥p y la hipdtesis (H4) se deduce
que O(y)y — é\;% € C([0,T),D). Entonces el Lema 1.2.7 implica que ¢ € XI
es solucién (6.8). Para completar la demostracién tan solo es necesario probar que
Vi, € XT. El Teorema 4.3.2 es aplicable en este caso, por lo que existe un argumento
S € XT de ). Teniendo en cuenta que (S) € C1([0,T],R) y aplicando el lema 6.2.2,
deducimos que Vi, = S — (S) € X7T lo que culmina la demostracién. O

OBSERVACION 6.2.6 El potencial © en la ecuacion (6.8) es genérico, y hemos
impuesto la hipdtesis (H4) en el Teorema 6.2.1 para poder seleccionar una autoin-
teraccidn de tipo Poisson de forma sencilla. Esto nos ha obligado a tratar © (bien
conocido en 05)) de manera distinta a Vi, que no estd determinado en la frontera
del dominio pero es lipschitziana respecto de || - ||pz. St sustituimos (H4) por

(H{’) ©:H;Q)— H*(Q) es localmente lipschitziana respecto de || - || 12, g2, $

el teorema sigue siendo vdlido y la demostracion se simplifica, pues podriamos tratar
a © independientemente de los valores que pueda tomar en 052, como sucede con
el potencial V7.

OBSERVACION 6.2.7 La generalizacion del Teorema 6.2.1 a dimension arbi-
traria presenta dos dificultades. La primera es de reqularidad, ya que este resultado
depende fuertemente de la inmersién de Sobolev H*(Q)) — L (), que se verifica
solamente para 1 < d < 3. En dimensiones superiores, sin embargo, debemos tra-
bajar en H*(Q2) con s > d/2 y la extrapolacion del resultado a dimensidon arbitraria
depende de aquella del Lema 6.2.4 (ademds de la adaptacién de las hipdtesis sobre
©). La sequnda viene del Teorema 4.2.2 que se obtiene gracias a la existencia de
potenciales escalares de un campo irrotacional f. En este caso la condicion

resuelve el problema (consultese la Observacion 4.2.4).

OBSERVACION 6.2.8 El problema de establecer el Teorema 6.2.1 en todo el
espacio R resulta de gran interés, ya que la técnica que utilizamos para el caso
de dominios acotados resulta inoperante. La primera dificultad que encontramos
reside en generalizar los Teoremas 1.2.9 y 1.2.10 a todo R?, problema que puede
resolverse usando propiedades de geometria diferencial. La sequnda, en apariencia
mds complicada, es que no estd claro cémo mantener la condicion Vi /¢ € HF(RY)
a lo largo de la evolucion temporal, al menos localmente. Un andlisis detallado de
la accion del grupo de Schrédinger sobre funciones con esa propiedad podria dar
luz sobre esta cuestion.
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6.3. Aplicacion: el sistema de Schrodinger—Lange-
vin—Poisson con entalpia

Consideramos el siguiente sistema de Schrédinger—Poisson no lineal describiendo
efectos de friccidon y autointeraccién que surge de forma natural en el modelado
de dispositivos semiconductores gracias a su equivalencia con los sistemas hidro-
dindmicos cudnticos disipativos [7, 70, 71, 76, 90]:

1
) = —SAG+VE+UP+ASY, (6.31)
MpAV = C—n, (6.32)
Vlga = Va. (6.33)

En este sistema Ap > 0 es la longitud de Debye, A > 0 el coeficiente de friccién,
C = C(x) la concentracién de dopaje del dispositivo, n = [|? la densidad local
asociada a la funcién de onda v y Vg es el valor del potencial de Poisson en
la frontera del dispositivo. Ademés U es un potencial efectivo que representa la
entalpia del sistema,

U(¢) = h(n), donde rh'(r) =p'(r), con h(1)=0 (6.34)

y p es la presién, en este caso una funcién escalar que supondremos depende tan solo
de la densidad n de forma suficientemente suave. El término Ut en (6.31) se puede
entender como el efecto observable de la mezcla de estados que se produce como
consecuencia del efecto del entorno sobre el sistema. Este término estd asociado a
procesos térmicos que se desarrollan de forma natural a nivel hidrodinamico y en
los casos usuales adopta una forma funcional bien definida. Destacan en particular
los perfiles del tipo
p(?’l) = Tonﬂ, ﬂ > 1,

donde Ty > 0 es la temperatura del sistema, que engloban los modelos hidrodinami-
cos isotermo [37, 58, 72] (con B = 1) e isentrépico [70] (para cualquier 8 > 1). Este
sistema, que como vemos es de gran relevancia por su aplicabilidad, no ha sido es-
tudiado en profundidad en la literatura a causa de las dificultades que presenta el
tratamiento del término de friccién S, expuestas ampliamente en la primera sec-
cién. Sin embargo, sustituyendo la no linealidad S en (6.31) por la reinterpretacién
discutida anteriormente
Vi

VvV, = Im (w) . (V) =0, (6.35)

obtenemos una ecuaciéon bien planteada
1
0 = fiAw+V1/J+U¢+)\VLw, (6.36)

e invariante frente a cambios de fase constantes y globales (véase el Lema 6.2.2), que
da lugar a un sistema que respeta la dindmica del original y es matematicamente
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tratable. En este caso vamos a estudiar el problema de tipo mixto asociado a (6.36)
en un dominio acotado Q C R4 (1 <d < 3), con condiciones iniciales y de contorno

Y(0) =91, P(t)|on = Vb, (6.37)

y en el marco funcional de las hip6tesis (H1)-(H3). Lo haremos aplicando el Teo-
rema 6.2.1 con © adecuado y bajo hipdtesis poco restrictivas sobre p y C.

Teorema 6.3.1

Sean Q C R? (1 <d <3), \,\A\p >0, C € L*Q), p e C>'([s,]), Vg € H>/?(99Q)
v supongamos que las hipétesis (H1)—(H3) son satisfechas. Entonces existe T' > 0
y una unica solucién (¢, V,Vy) del problema (6.32)—(6.37) en [0,T), que verifica

veX, VioeX", VecC(o,T],H*(Q)).

Para llevar a cabo la demostracién es suficiente hacer una eleccién adecuada del
potencial efectivo © de modo que se verifique la hipStesis (H4) del Teorema 6.2.1.
En este caso

O) =V({@)+U(), (6.38)

donde V' (3)) es la tinica solucién del sistema (6.32)—(6.33) y U(v)) viene determinado
explicitamente por (6.34). Debemos, por tanto, establecer dos aplicaciones V' 'y U
en el espacio HZ(f2) con las propiedades adecuadas para que © verifique (H4). En
primer lugar determinaremos V' adecuado a nuestro contexto.

Lema 6.3.2

Sean 0 C R? un dominio acotado con frontera de clase C%, C € L*(Q)) y Vg €
H3/2(99). Entonces existe V : H?(Q) — H?(Q) localmente lipschitziana tal que,
para cualquier 1 € H?(Q)), V(¢) es la tinica solucién de (6.32)—(6.33).

DEMOSTRACION:
Al igual que en la seccién anterior, elegimos un representante continuo de Vp defi-
nido en 9Q y tomamos Vi € C%(2) N C(Q) la extensién arménica de Vg a todo Q.
Para ¢ € H?(Q) consideramos fy, = —3(C —n) € L*(Q2) y le aplicamos el Lema
D
1.2.2, obteniendo de esta forma wu, € D tnica tal que Auy, = /\%(C —n). Por tanto,
D

definiendo V' (¢) := 17]; +uy, basta con hacer los célculos para comprobar que V(9))
resuelve (6.32)-(6.33). Aemds, se trata obviamente de la unica solucién. Si M > 0
y 1,0 € H?() son tales que ||v] g2, [|¢||gz < M, se tiene que

K K,
D

K,
V@) =V(elllaz < 35-lny —nellae < % — ol a2
D

tras una nueva aplicacién del Lema 1.2.2 con f = f, — f, que proporciona K. Por
su parte K5 procede del Teorema 4.2.2. Esto culmina la prueba. a

A continuacién veremos que para p suficientemente regular en intervalos separados
de 0, el potencial U tiene las caracteristicas necesarias.
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Lema 6.3.3

Sean ) C R% un dominio acotado con frontera de clase C?,§ > 0y p € C%1([5,00), R).
Entonces, si definimos U(v) para i € HZ(Q) como en (6.34), se tiene que U :
HZ(Q) — H?(Q) es una aplicacién localmente lipschitziana.

DEMOSTRACION:
Si definimos

h(s) := / lp’(r)dr Vs > 4,
1

r

es claro, usando el Teorema Fundamental del Calculo y la regularidad de p, que
h € C*1([6, oc[) y se verifica la segunda igualdad de (6.34). Ademés, U(v)) € L?(£2)
y podemos aplicar el Lema 1.2.4 dos veces, obteniendo que U(¢)) € H%(Q) y se
verifican las reglas de derivacién habituales

VU(Y) = NW(n)Vn,
(Ve U) = h'n)VineVn+h'(n)+ (Ve V)n.

Denotamos por K = K () una constante tal que ||v||p~ < Kl||v|lg2 v ||v|lpe <
K||v|| g1 para cualquier v € C$°(Q2). Para probar que U es localmente lipschitziana
fijamos M > 0y usamos la regularidad de h para obtener K} (2, M), M,(Q2, M) > 0
constante de Lipschitz y cota superior, respectivamente, validas para h, h’' y h”
en el intervalo [, KM]. El Teorema 4.2.2 nos proporciona asimismo K, (2, M),
M, (Q, M) > 0 constantes andlogas para n en ). Entonces, para cualesquiera i, p €
HZ() tales que [|[¢|| g2, |l¢llgz < M se tiene que

1U®) = U(p)llL2 < Knllny —nellze < Collt — ¢l m2- (6.39)

Usando ahora (6.39) y acotando de manera sencilla se deduce que

IVU@) = VU@l < [ (np)ll Vg — V|l

+ 17 (ng) = B (ng)ll e [ Vgl 2 (6.40)
< (Mp+ MpKp)|nyg —nplla < CrllYy — @l a2

Por tltimo, recurrimos nuevamente a (6.39) para establecer

AU () = AU(O)llz < IR ()l (1Vngllos + Vel 2a) [ Vg — Vg s
+ IR (ng) = B (ng)l| = Vg | 1s
+ I ()| o< | Any — Ang |2 (6.41)
+ 0 (ng) = B (ny)llL=|Angllze < Cally) = @l 52,
donde Cy,C71,Cy > 0 son funciones polinémicas de las constantes mencionadas

al principio. Utilizando finalmente el Lema 1.2.2 y las estimaciones (6.39)—(6.39)
obtenemos la lipschitzianidad local de U. a

Una vez establecidos los términos no lineales de forma adecuada, podemos probar
la existencia y unicidad de solucién local del problema (6.32)—(6.37).
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.3.1:
Las hipétesis del teorema implican las condiciones que se imponen en los Lemas
6.3.2 y 6.3.3. Por tanto, si definimos ©(¢)) como en (6.38) para ¢ € H?(Q) y

©p = Vg + h(ng), ng = [VY5[%

es sencillo comprobar que la hipétesis (H4) es satisfecha. En efecto, © es localmente
lipschitziana por ser suma de aplicaciones que lo son y, para cualquier ¢ € H?(Q)
tal que Y|gn = g, se tiene que

O(W) o = V(¥)|aa + U(¥)|sa = Vi + h(n|oa) = Op,

donde las igualdades se han establecido aprovechando la regularidad de h y de n.
Aplicando entonces el Teorema 6.2.1 tenemos 7' > 0 y una tnica terna (¢, 0, Vy,)
tal que Vi, € X7 satisface (6.35) y ¢ € X! cumple las condiciones (6.37) y (6.8)
con © = U(y) + V(¥) € C([0,T], H*(R)), que es exactamente (6.36). Por tltimo,
los Lemas 6.3.2 y 6.3.3 implican que V := V(y) € C([0,T], H*()) y resuelve
(6.32)—(6.33), por lo que (1, V, V1) es la tnica solucién de nuestro problema como
queriamos demostrar. O









Apéndice A
Distintas formulaciones de
un sistema cuantico

El objetivo de este apéndice es introducir y comparar las descripciones béasicas
de las distintas formulaciones de la mecéanica cuantica que nos han servido de
marco tedrico para modelar introducir los efectos disipativos, asi como las relaciones
formales entre las mismas. Al final se incluye un esquema grafico resumen que
permite visualizar la exposicion previa.

A.1. El operador de densidad y la ecuacién de
Liouville Von Neumann

El formalismo de operadores de densidad fue introducido por J. Von Neumann
en 1.925 como herramienta compatible con las interpretaciones de Heisenberg—
Dirac y de Schrodinger para la mecanica cudntica. Como se trata de la descripcién
bésica sobre la que se formulan los sistemas cuanticos abiertos, vamos a dar una idea
general sobre la nocién de operador de densidad de un sistema cuantico sin mostrar
una definicién rigurosa y en todo caso orientada a problemas de ecuaciones en
derivadas parciales, por lo que utilizaremos como espacio inicial de estados LZ(Rd)
(aunque utilizaremos derivadas si fuera oportuno). Puede consultarse en [110] una
discusion detallada sobre la motivacion y los aspectos tedricos que conducen a
definir el operador de densidad de un sistema cuéntico.

El concepto de operador de densidad se fundamenta en la idea de que conocer un
sistema fisico S es equivalente a conocer los resultados de medir cualquier magnitud
que se pueda observar en S. En mecédnica cudntica esta afirmacién cobra especial
sentido ya que se postula que los estados de un sistema son elementos de un espacio
de Hilbert, que en nuestro caso es L?(R%) con el producto escalar usual

wle) = [ v@a@ide Voo RS,

Cada magnitud A observable sobre S esté representada por un operador lineal y
hermitico A sobre L?(R%), de manera que
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(a) Cualquier medicién de A que realicemos sobre S proporciona siempre como
resultado un valor propio a de A.

(b) Si S estd en el estado v, la probabilidad de que al medir A se obtenga a es
|(1|dq)|?, donde ¢, es un vector propio asociado al valor propio a.

Por tanto, el valor esperado de A en el estado ¢ viene dado por (A), = (Ay|¢).
Este hecho se puede describir en términos de un operador de proyeccién asociado
a 1. En efecto, si consideramos

Py : L*(R%) — L*(R%), definido por Py¢ = (¢|¢) V¢ € L*(RY),

se tiene que Py es (i) hermitico, (ii) definido positivo y (iii) de clase traza (es decir,
tiene traza finita) y basta hacer cdlculos sencillos para comprobar que el valor
esperado del observable A cuando S se encuentra en el estado i viene dado por
(A)y = traza(PyA). Por tanto cada estado del sistema 1 define, a través de su
operador de proyeccién, una forma de calcular el valor esperado (-), de cualquier
magnitud A que se pueda medir en S. Von Neumann abstrae propiedades intuitivas
sobre qué es un valor de expectacion y demuestra que cualquier aplicacién () con
dichas propiedades queda representada por cierto operador R hermitico, definido
positivo y de clase traza, de manera que

(A) = traza(RA),

para cualquier observable A4 con operador asociado A. Esto conduce a identificar
cada estado de S con un operador R : L*(R?) — L2(R%) verificando (i), (ii) y
(iii) que proporciona toda la informacién probabilistica relativa a mediciones que
podemos hacer sobre S y al que denominaremos operador (matriz) de densidad
del sistema. En el caso particular de que R = P, para cierta 1 € L?*(R%), di-
remos que el sistema estd en el estado (puro) 9. Sin embargo, el formalismo de
operadores de densidad admite mucha mayor generalidad permitiendo considerar
mezclas estadisticas de estados, propiedad esencial a la hora de incluir los efectos
de interaccién de S con otro sistema cuédntico.

Von Neumann prueba que la evolucion temporal de R estd gobernada por la
versién cuantica de la ecuacion de Liouville:

d i

—R =—-[H,R Al

SR =~ |1, ) (A1)
donde H = f% + V es el hamiltoniano del sistema (p es el operador momento)

asociado al potencial externo V. Para poder trabajar con ella desde nuestro punto
de vista consideramos el nicleo integral de R, esto es, p = p(z,y) tal que

(Ro)@) = [ pla)ot)dy o < R

Podemos considerar p € L2(R2?), ya que si R describe un estado puro 1 es facil
probar que p(z,y) = ¥(x)Y(y) vy en el caso general se puede escribir como suma
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ponderada de productos de este tipo. Una de las ventajas de p es que permite
trabajar “en coordenadas” con el operador R, haciendo posible un tratamiento de
la ecuacién de Liouville-Von Neumann en el lenguaje diferencial, que resulta mas
operativo que la formulacién basada en operadores. La ecuacién (A.1) se escribe
en términos de p de la siguiente manera:

i

(’9,5;7:7}_1

(Ho — Hy)p, (A.2)
donde los subindices en el hamiltoniano indican la variable respecto de la que
actuan. Esta igualdad es equivalente a la ecuacién maestra y constituye la reescri-
tura apropiada para introducir la ecuaciéon de Wigner del sistema.

A.2. Interpretaciéon cinética. La ecuacion de Wig-
ner

La representacién de un sistema cuantico en el espacio de fases establece una
analogia con la mecanica clasica de muchas particulas, que explica la dindmica me-
diante una funcién de densidad de probabilidad. Para establecer dicha descripcion
a partir del operador de densidad R basta considerar su transformada de Wigner
[114], que se expresa de la siguiente forma:

h h ,
WIR(w.©) = oy [ o+ g = gn)e 0,

2m

De esta manera se define la funcién de Wigner del sistema como W(z,§) =
W(R)(x,€) para cualquier (z,€) € R?? donde z representa la posicién y ¢ la
velocidad. El cardcter hermitico de R implica que W es una funcién con valores
reales, aunque se puede comprobar con ejemplos sencillos que no es necesariamente
positiva, lo que provoca que la interpretaciéon probabilistica de la funcién de Wig-
ner no sea del todo adecuada. Sin embargo el tratamiento de W es més operativo
y aporta un enfoque cinético a la teoria cuantica conservando toda la informacion
del sistema. En efecto, la transformacién W es biyectiva y su inversa (denominada
cuantizacion de Weyl [113]) viene dada por

v wiee) = [ W (TR ot ds, o e PR,

La transformacion de Wigner proporciona, por tanto, una reescritura de R ma&s
sencilla y con una interpretacién cldsica mas precisa. Ademds, permite interpretar
la ecuacién de Von Neumann como una ecuacién de transporte, ya que tomando
W en (A.1) se deduce la denominada ecuacién de Wigner

OW + (- V)W 4 Ox[VIW =0, (A.3)
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donde ©4[V] es un término pseudo—diferencial asociado al potencial externo V:

j 1 h h
@h[V]W($,§,t) = (2;)(1 424 ﬁ |:V (.17 + myvt) -V (.Z‘ - meﬂf)}
xW (z, & t)e €€ vge’ dy

La ecuacién (A.3) es equivalente a (A.1) y cualquier término adicional en la ecuacién
de Liouville-Von Neumann puede reescribirse (via W) en términos de W, por
lo que la equivalencia entre la ecuacién maestra y la de Wigner se conserva si
tenemos en cuenta efectos disipativos. Por 1ltimo, es importante senalar que la
evolucién temporal gobernada por las ecuaciones (A.3) o (A.1) conserva estados
puros (asociados a un operador de proyeccién Py con ¢ € L2?(R%)), pero esta
propiedad se pierde en el caso disipativo, como ocurre en los modelos de Caldeira—
Leggett o Wigner—Fokker—Planck.

A.3. Enfoque hidrodinamico

Tanto el operador de densidad como la funcién de Wigner proporcionan una
descripciéon completa de un sistema cuantico, pero en ciertos casos su estudio resulta
complejo o computacionalmente costoso. Para simplificarlo se pueden considerar los
momentos en velocidad asociados a W

n(t, ) 1 densidad local
J(t,z) | = / £ W(z, &, t)dE = densidad de corriente ,
T(t, ) RE\ ¢@¢ tensor de energia cinética 2

y calcular la evolucién temporal de n 'y J a través de (A.3), obteniendo el siguiente
sistema hidrodindmico no local:

o +divd =0, (A.4)
1
OrJ + divT + EnVV =0, (A.5)
que se puede reescribir en términos de la velocidad media u := % siempre que la
densidad local no se anule:
On + div(nu) =0, (A.6)
1 1
0 -Vu=—-——VV — —div(P A7
ut (u V)u =~V - ~div(P), (A7)

donde P =T — nu ® u es el tensor cuantico de esfuerzos. Como la evolucién segin
(A.3) conserva la pureza de los estados se puede probar, usando la definicién de
T, que div(P) = i nVQ, donde Q = Q(t, ) es el potencial cudntico de Bohm y
viene dado por

h? Ayn

Q::_Qm N
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Por tanto, el sistema (A.6)—(A.7) (y equivalentemente (A.4)—(A.5)) es cerrado y
proporciona la formulacién hidrodindmica de De Broglie-Bohm para la mecanica
cudntica [34, 18]. En consecuencia, si partimos de un estado puro las evoluciones
temporales segin (A.1), (A.3) y estos sistemas son equivalentes. Esto no ocurre
en el caso disipativo ya que las ecuaciones maestra y de Wigner no conservan
en general la pureza de los estados, causando que el tensor T recoja informacién
sobre la mezcla que conforma W en cada instante de tiempo. Esto implica que la
representacién del sistema basada en n y J no describe totalmente la fenomenologia
fisica de W'y en particular los sistemas (A.4)—(A.5) y (A.6)—(A.7) no son cerrados,
por lo que se hace necesaria alguna relacién de clausura que permita trabajar con
ellos. Es usual, en este sentido, dar una interpretacién clasica a la informacién
adicional que contiene T y no se puede expresar en términos de n y J, de manera
que div(P) = div(P°) + L nVQ, donde P° es el tensor de esfuerzos clasico del
sistema. Bajo esta interpretacién podemos obtener modelos hidrodindmicos que
denominaremos locales. Los modelos més habituales desprecian efectos de tensiones
laterales y describen el tensor en términos de la presién escalar: P¢ = pll. Cada perfil
de n que supongamos genera un sistema hidrodindmico cudntico: p = 0 conduce
al modelo de temperatura cero (que coincide con el sistema de De Broglie-Bohm),
p=Ton con Ty > 0 genera el modelo isotermo [37, 58, 72] v, en general, p = Ty n®
con > 1 da lugar a modelos denominados isentrépicos [70].

Existe una interpretacion hidrodindmica mas restrictiva que permite conectar
con la formulacién de onda. Se trata de considerar sélo fluidos irrotacionales (sin
vorticidad), lo que permite encontrar un campo escalar S de mu y expresar toda
la informacion en funcién de la densidad local n y de dicha S. En este caso los
dos miembros de la ecuacién (A.7) se pueden ver como gradientes, lo que permite
deducir la evolucién temporal de S en funcién de n y S, que da lugar al denominado
sistema hidrodindmico cuéntico de flujo potencial:

o + %div(nVS) =0, (A.8)

oS + i|v5|2 =V -mU - Q, (A.9)
2m

donde nVU = div(P¢). Si partimos de un estado puro se puede demostrar que
rot(u) = 0 en todos los instantes de tiempo, luego U = 0 y la evolucién segin
el sistema (A.8)—(A.9) (eliminando los efectos de U) es equivalente a la que pro-
porcionan (A.1) y (A.3). Admitiendo efectos disipativos no tenemos garantizada
la irrotacionalidad del fluido que describimos, luego la hipétesis de existencia de S
supone una pérdida de informacién real acerca del sistema. Ademaés el potencial
U no se anula en general, y bajo las interpretaciones comentadas anteriormente
describe la entalpfa del sistema U = h(n), con nh'(n) = p/'(n).
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A.4. Formulacién de onda y ecuacion de Schrodin-
ger

La interpretacion de Schrodinger es una de las formulaciones béasicas de la
mecanica cuantica y su conexion con la formulaciéon hidrodinamica se basa en la
descomposicién de Madelung de la funciéon de onda, de manera que si partimos de
la descripcion de un sistema basada en n y S es suficiente definir

Y= \/ﬁeXP{;S}

para obtener la funcién de onda que describe la misma fisica que n y S. La evolucién
temporal de 1 queda descrita a partir de esta construccion y del sistema de flujo
potencial (A.8)—(A.9). En el caso no disipativo (donde U = 0) es sencillo comprobar
que ) satisface la ecuaciéon de Schrodinger

2
ihop) = —;—mAw + V. (A.10)

Existe controversia sobre la equivalencia matemadtica entre (A.8)—(A.9) y la ecua-
cién de Schrodinger, basada en la posible multivaluacién de ¥ que pueden originar
distintas soluciones del sistema de flujo potencial (en [111] se defiende que es ne-
cesaria una condicién de cuantizacién adicional sobre S, mientras que en [67] se
justifica que esa condicién se verifica sin necesidad de ser impuesta). No obstan-
te, si entendemos el estado cudntico como un “rayo” de funciones de onda (sin
distinguir entre ¢ y e™1)) dicha multivaluacién no afecta a la fisica del sistema y
podemos tratar la ecuacién de Schrodinger y el sistema de flujo potencial como
equivalentes de forma efectiva. Por tanto, en el caso hamiltoniano (sin efectos de
disipacién) la evolucién de un estado puro segin la ecuacién de Wigner (y de Von
Neumann) es equivalente a la ecuaciéon de Schrodinger. En un proceso disipativo
se pueden establecer ecuaciones de Schrodinger que incorporan efectos observables
de esta indole conservando las densidades local y de corriente, aunque en general
es imposible representar un sistema disipativo de manera fiel utilizando una tnica
funciéon de onda. En primer lugar debemos observar que mediante esta construc-
ciéon hemos ido descartando informacién para poder construir la funcién de onda a
partir de un operador de densidad general. Ademads esta carencia no depende del
procedimiento y las hipdtesis utilizadas, ya que cada funcién de onda 1) representa
un estado puro Py y las evoluciones segin las ecuaciones maestras y de Wigner con
efectos adicionales no respetan esta propiedad. Se pueden establecer representacio-
nes para mezclas de estados utilizando un sistema de ecuaciones de Schrédinger,
si bien mediante esta aproximacién no se puede recuperar toda la informacién que
encierran R o W, por lo que este enfoque no es suficientemente operativo. En la
péagina siguiente mostramos una visualizacién de las relaciones entre las distintas
formulaciones y la evolucién temporal natural que llevan asociada cada una de
ellas.
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Apéndice B
Soluciones exactas de la
ecuaclion de

Wigner—Fokker—Planck

Consideramos la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck (WFP)
OW + (- V)W + O4[VIW = Ly pp[W],
donde

D D
Lwpp[W] = —5 AW + 22dive (§W) + 2= div(Ve W) + Dgg AW,

las constantes fisicas estan descritas en el Capitulo 2, ©,[V]W es el término pseudo—
diferencial asociado al potencial externo V:

' 1 h h
GE[V]W(x’é-vt) = ﬁ /l\g%l ﬁ |:V (LU + 27ny7t) - V (LU - meat)}
xW(z, & t)e €€ vge’ dy

Vamos a calcular la soluciéon exacta y los momentos de orden méas bajo, asi como
el potencial U de la familia SLD para la particula libre y el oscilador arménico,
de entrada en el caso general (dimensién y condicién inicial arbitrarios) e iremos
particularizando para los ejemplos que utilizamos en el capitulo 3. Supondremos la
regularidad que sea necesaria para poder llevar a cabo los calculos.

B.1. Solucién del problema de valores iniciales aso-
ciado a la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck

Como se trata de una ecuacién lineal podemos emplear la transformada de
Fourier

FIW(y, ¢, t) = W (z, &, thexplizy + i (hd(x, ),

R2d
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cuya inversa viene dada por

FG e 68) = g [ Gl thexp{—izy = i€ (.0,

para transformarla en una maés simple .

Teorema B.1
La aplicacion F lleva la ecuacion de Wigner—Fokker—Planck en la siguiente:

D D
HhG + (2A¢ —y) -V G+ F[Ox[VIW] + (ng|c|2 + 2#;, ¢+ qu|y|2) G=0.

DEMOSTRACION:
Si denotamos G = F[W], es claro que F[O,W|(y,(,t) = 0;G(y,(,t). Ademds

d
FllEIWIme = | (Z é}'%W(x,&t)) explizy+ i€ ()
j=1
14
= = > o, ( /R ) expf{i & - 30y, W (&, t) expfiz - y}d(z, g))
j=1
Fl(&-V)W](y,¢,t) = —y - VeG(y, ¢, t), en consecuencia. Por otra parte

d
FAW.0) = # 3G [ Wieexplia-y+is- (&) = CFG.0)
j=1

Anélogamente, F[AW](y, (,t) = —|y|*G(y, (,t). Para los términos cruzados se tie-
ne

d
f[dng (€ W)](y7 ¢ t) Z /]R?d 85]‘ (€J W(:L‘, 1)) exp{i T-y+ig- C}d(ﬂ?, £)
1

d
=360, [ W teplia-y i€ ),
j=1

luego F[dive (§W)|(y,¢,t) = —C- V(G (y,(, t). Finalmente
d
j=1

d
Zyjcg (¥,¢,1) = =y - CGly, ¢, b).
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Por tanto, si tomamos transformada de Fourier en la ecuacién de Wigner—Fokker—
Planck y reagrupamos términos, tenemos demostrado el teorema. a

En consecuencia, resolviendo la ecuacién para G podemos recuperar W. Estos
calculos los haremos de forma independiente para los dos potenciales en los que
estamos interesados.

B.1.1. La particula libre

En este caso tomamos V' = 0 y tenemos que resolver
Dpp | 12 Dy 2
G+ (2N —y) -V G+ IC1°+2—y -+ Dygly|” )| G=0 (B.1)
m2 m

Para ello planteamos el sistema caracteristico asociado:

Y'(t) =0, Y(0) =y,
Z'(t) = 2MZ(t) — Y (t), Z(0) = (.

Resolviendo la ecuaciéon homogénea, aplicando el método de variacién de constantes
e imponiendo la condicién inicial, obtenemos que las curvas caracteristicas de (B.1)

vienen dadas por
Y(t) = v,
B.2

{Z(t) = M + K (1 —e2M). (B2)

En este caso es sencillo deducir la inversién de las mismas:

y=Y(t),
{ =50 (1— e M) 4 Z(t)e 2, (B3)

A continuacién denotamos G(t) = G(Y(t), Z(t),t) y asi podemos interpretar la
ecuacién (B.1) como una ecuacién diferencial ordinaria, lo que nos proporciona,

tomando como condicién inicial W(0) = o (que implica G(0) = 1), la siguiente
expresion:

Gy =exn{- [ t (1260 + 2297 () 205) + DY (9 ) s}

Usando (B.2) obtenemos que la integral anterior vale

|C‘2€ ANt +@ t+e4)\t_262/\t+1 N yC 262)\15_64)\15_1
4\2 4\ A 4\

eQAt |y‘2 62)\1& -1
WIT (e =2V — Dy, lylt.
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Conforme a (B.3) y reagrupando de nuevo en términos de Z(t) e Y (¢) tenemos que
G viene dada por

G(t) = exp{—a®)[Y ()" = b)Y (t) - Z(t) — c(t)| Z()*},

donde los coeficientes a, b y ¢ vendran dados por (3.16) en el sistema de unidades
fijado en el Capitulo 3. De este modo podemos recuperar la transformada de Fourier
de la solucion:

FIW(y, ¢, t) = exp{—a(t)|y]* = b(t)y - ¢ — c(t)[¢*}.

Finalmente, para obtener W debemos conocer la transformada inversa. El siguiente
lema nos serd de utilidad siempre que debamos efectuar dicho calculo.

Lema B.2
Sic> 0 y4ac—b*> >0, entonces

7(2717)‘1 /de exp{—aly|* —by - ¢ — c|¢|*}exp{—iy -z —iC- £} d(y, ()

es igual a

1 alé> +bxz-&+clzf?
y TEXp § — — :
(2m)4(dac — b?)2 4ac—b

DEMOSTRACION:
Denotando por I(z,€) a la integral que pretendemos calcular, tenemos que

1.6 = o [, expl{—alu® —iy-a} [ exp{=c =by-C~iC- yacy

Sea I (y, &) la integral respecto de ¢, que se puede escribir de la siguiente manera:

b b €2 % by+igl2
]1(?475):/]R exp{ ‘\[CJF y\';ff }exp{'yzclﬂ}dC(:) e%v

donde se ha usado el cambio de variable

n=e(+ Wit

2y/c

y / e~ Inl® dn= 7% . Insertando el valor de I, en I se obtiene que el valor de esta
Rd

integral es

2
d . 2
m% exp {—3:|¢17} IR Gl 19 A B L 14
- exp a Y+ = dy.
(27)2dc2 R 4c 92 Ja— Zj da — =
C
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Haciendo el cambio de variable

b2 i(r—2¢ 1
n= a—y+(26)eXp{40|€|2}

4c / b2
2v/a — Zc

y usando de nuevo la integral de Gauss tenemos finalmente que I(z,¢) es igual a

1 g b EJ? br-§ ¢
(@m)d (dac — 02)5 " |
v ac — 2

dac— b2 16ac® —4b%c ' dac—b>  4c
Agrupando y simplificando obtenemos el resultado anunciado. ad

Como las funciones c(t) y 4a(t)c(t) — b(t)? son positivas podemos aplicar el
Lema B.2 para obtener que

Wo(a, €,1) = (472 d(8)) % exp {—;gw T 285“ . jggw}

resuelve la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck, donde a,b y ¢ son las calculadas
anteriormente y

d(t) = 4a(t)c(t) — b(t)> VYt >0

es una funcién positiva. Para obtener la solucién de la ecuacién de WFP con una
condicion inicial arbitraria W7, ensayamos perfiles de la forma

W(x, & t) = - Wo(x — A(z,v,t),£ — B(z,v,t),t)Wi(z,v)d(z,v)

y usamos que Wy es solucién de la ecuaciéon de WEP, es decir
(0:Wo + & - VWo — Lwrp[Wol)(2,6,t) =0 V(z,&,t) € R* x R{.

En particular esta identidad es satisfecha para los puntos de la forma (z—A, é— B, t),
de modo que denotando Wy(xz — A, & — B, t) por Wy(-) y desarrollando el término
dive (W) de Ly pp tenemos que

OWo(-) +&- VW (-) —2A§ - VeWo () — %Agwo(-) — 2AdWy ()
72% div (VeWo)(+) — DggAWo(-) = BVWy(+) — 2ABV Wy (+). (B.4)

Si W ha de ser solucién de la ecuacién de WFP, entonces (W + & - VW —
Lwrp[W])(x,&t) =0, lo que implica

0= /]R2d {atAVW0(~) — BV W () + OWo () + & - VIV() — %Agwo(')

—ONE - VeWo() — 20dWo () — 2% div (VeWo) () — quAWO(-)} Wi (2, 0)d(z, ).
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Usando (B.4), tenemos que
{(=04A+ B)VWy(:) + (0B — 2AB)V Wy (-)} Wi(z,v) d(z,v) = 0.
R2d
Esta igualdad se cumple si A y B satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

A'(t) = B(t),
B'(t) = —2\B(1),

donde podemos considerar la dependencia de z y v como paramétrica. Ademds si
imponemos que W(z,£,0) = Wi(x, &) tenemos que

[ Wol = A(0).€ = B(0).0) Wi (z.v) d(z.v) = Wi(a,€).

de donde se desprende que A(0) = z y B(0) = v, habida cuenta de que W(-,-,0) =
dg. Por consiguiente tenemos planteado un problema de valores inciales para A y
B que podemos resolver, obteniendo asi la soluciéon de la ecuacién de WFP con
condicién inicial W; en el caso V = 0:

Wiz, &, t) = » Wo(x — A.(t) z — Ay (t) v,& — B,(t) 2 — By(t) v, t)Wi(z,v) d(z,v),

donde A, A,, B, y B, vienen dadas por:

A =1, B.(1) =
A(t) = R (1), By(1) = ve 2,

férmulas que nos proporcionan la ecuacién (3.17), las cuales utilizamos en las si-
mulaciones numéricas del Capitulo 3.

B.1.2. El oscilador armodnico

En este caso consideramos V' = §|x\2, donde k es la constante de recuperacién.

Calculamos en primer lugar el término pseudo—diferencial en la ecuacién de WFP:
—i(¢=¢')
VW = 2de2 [ [ W e O ay

Haciendo el cambio de variable n = £ — £ obtenemos

onvIw = —fzxj/ W (e, + 0, 0)5(n) di,

donde hemos usado que (2m)¢ [p,€'¥dy = &(n). Por tanto, para el oscilador
armonico se tiene que

OLIVIW (z,&,t) = —%(3: Ve )W(x,&,t),
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y la ecuacién de WFP es ahora
OW + (- V)W —wi(z - Ve)W = Lywpp[W],

donde wy = /(k/m) > 0 es la frecuencia natural del oscilador. Usando el Teorema
B.1 y el hecho de que

que se deduce de forma andloga a F[(§ - V)W] (hecho en la prueba del teorema),
tenemos que la ecuacién para la transformada de Fourier se lee

D D
0;G+w? -V, G+(2AC—y)- Ve G+ (#’ICP + 2%;; O+ qu|y|2> G =0. (B.5)

Para resolverla planteamos, al igual que antes, el sistema caracteristico asociado:

Y/(t) = wi Z(t), Y(0) =y,
Z'(t) =22Z(t) =Y (t), Z(0) =,

de manera que las curvas caracteristicas para (B.5) vienen dadas por

Y(t) = Cl e>‘+t + CQ eA*t,
Z(t) = i}% 4 Mt 4 i\}% Cy e’\*ﬂ
0 0

donde

—wWp G+ Ay

C’1: ) 02: )\+_)\7

La inversion de las caracteristicas viene dada por las siguientes expresiones

y= 25 (oMt =AM DY+ (—wfe! — wae“w), )
B.6
(= f:;t, (M —erhY + (—A_eMi + /\+eAt)Z)7
tras célculos largos pero sencillos. Nétese que A +A_ = 2\, Ay —A_ = 24/\? — w?
v A A_ = wi, propiedades que utilizaremos asiduamente de aquf en adelante. Del

mismo modo respetaremos la notacion de la raiz con radicando negativo, dandole
el sentido de niimero complejo imaginario puro.

Una vez conocidas las curvas caracteristicas podemos resolver la ecuacién para
G. Si denotamos G(t) = G(Y(t),Z(t),t), podemos entender la evolucién de G
como una ecuacién diferencial ordinaria, que para G(0) = 1 (que corresponde a
W(0) = &g, como ya comentamos en el caso anterior) implica

Gt) = exp {_ /Ot (ff;z@n? + 2%1%) Z(s)+ qu|Y(s)|2> ds} .
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Sustituyendo la expresién de las caracteristicas y agrupando adecuadamente se
deduce que
G(t) = =|C1[* D4 (t) = |C2|* D_(t) - C1 - C2 D(t),

donde
1 (D, \2 2D, Ayt
D+(t) = — —pp & D Z27pe 2 et
(*) 2)\i(m2 wé‘+ aq T wam (e )’
1 2D 4\D
D(t) = — PP 492D - 22t 1) .
®) 2\ (meng ag ¥ w%m) (e )

Para introducir (B.6), comenzamos desarrollando C; y Cs en funcién de y y (:

1
|Cy? = YW (wg 17+ A2 y> — 2wg A_Cy),
1
|Co|? = TN (wo ¢ + 2% 1y — 203 A Cy)
1
10y = PSS (w5 1¢1? = wi [y? + 2w ACy) -
Asi
—a(t) Jy|2 — &) |2 = b(t) y -
—|Cl|2D+(t)—|02‘2D_(L‘)—01'02D(t)= CL( )|y| C( )‘<| 5 ( )y <7
(Ar = A2)
donde los nuevos coeficientes vienen dados por
a(t) = N Dy(t)+ AL D_(t) —wi D(t),
b(t) = 2wi(=A_Dy(t) = Ay D_(t) + AD(t),
ct) = wy(Dy(t) +D_(t) + D(t)).

Insertando (B.6) encontramos que G(t) estd determinada por
G(t) = exp{—a®)[Y () = b)Y (1) - Z(t) — c(t)| Z(1)*},

donde a,b y ¢ estan descritos en (3.20) en el sistema de unidades normalizado.
Atendiendo a la definicién de G(t) podemos recuperar la transformada de Fourier
de la solucién:

FIW(y, ¢ t) = exp{—a(t)|y|> = b(t)y - ¢ — c(t)|¢[*}.

Para conocer W debemos calcular la transformada inversa. Usando que las funcio-
nes ¢(t) y d(t) := 4a(t)c(t)—b(t)? son positivas (se puede observar representdndolas)
y aplicando el Lema B.2 obtenemos que

Wola.£,1) = (42 d(1)) * exp{—flig|x|2 n flfgm - 38'5'2}
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es solucién de la ecuacién de Wigner—Fokker-Planck. Para resolver el problema
de Cauchy asociado a dicha ecuacién con una condicién genérica W; ensayamos
perfiles de la forma

Wiz, &, t) = » Wo(z — A(z,v,t),§ — B(z,v,t),t)Wi(z,v) d(z,v).

Razonando de forma andloga al caso de la particula libre se debe cumplir
» {(—=0eA+ B)VWy(-) + (=0:B — 2AB — wj A)VWo () } Wi(z,v) d(z,v) = 0.
Esta igualdad es satisfecha si A y B resuelven el siguiente sistema de ecuaciones

{A’(t) = B(t),
B/(t) = —2)\B(t) — w2 A(t),

donde podemos considerar la dependencia de z y v como paramétrica. Ademads, si
imponemos que W (z,£,0) = Wi(z, &) se tiene que

- Wo(x — A(0),& — B(0),0) Wi(z,v) d(z,v) = Wi(x,§),

de donde se deduce que A(0) = z y B(0) = v. Por tanto, disponemos de un
problema de valores inciales para A y B cuya solucion es

v+ Az v+ ALz
A t) = — ef)\+t + + e*)\ft’
®) Ap — Ao Ay — Ao
B(t) = >\+)\(’U i’ ifz) oMt _ A,}\(v j i+2) oAt
+ - + -

En consecuencia la solucién de la ecuacién de WFP con condicién inicial W; para
el oscilador arménico viene dada por (3.21), como pretendfamos comprobar.

B.2. Densidad local asociada a la ecuacion de Wig-
ner—Fokker—Planck

Como hemos demostrado anteriormente, la solucién de la ecuacion de WFP
para los dos potenciales estudiados viene dada en ambos casos por

Wz, &, t) = » Wo(z — A(t) z — Ay (t) v,& — B,(t) 2 — By(t) v, t)Wi(z,v) d(z,v),

donde W7 es la condicién inicial, Wy es funciéon maxwelliana:

Wola.&,1) = (42 d(1)) * exp{—flgw n flgxs - j‘igggﬁ},
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y donde a,b,c,d y A,, A,, B, B, son funciones que dependen exclusivamente del
tiempo (diferentes para cada potencial). Calcularemos a continuacién los momentos
asociados a W de orden mas bajo aprovechando esta estructura de las soluciones.
El primero de ellos es la densidad local, que constituye el momento de orden cero:

n(x,t) = /Rd Wz, &, t) dE,

y se puede calcular insertando el perfil de las soluciones que conocemos y denotando
(por simplicidad) A=A, z+ A,vy B=B,z+ B,v:

1
(2m)4 (4ac — b2)

—clz — AJ?

t) =
n(z,1) 4ac — b?

WI(z7v)exp{ }IQ(CE,Z,U,t) d(z,v),

4
2 JR2d

donde hemos denotado

o) = [ o {NETAEE) _de=bEY

dac — b? dac — b2
Haciendo el cambio de variable £’ = £ — B tenemos el valor de Is:
d
(4ac — b?)m\ 2 b2 |z — A?
1 t)y=|——2 i ol N
2(393271}7 ) < a exp 40/(4G/C_b2) )

y la densidad local asociada a la ecuacién de WFP con condicion inicial W; viene
dada por

1 1 2
n(t,z) = m /R?d exp{—zmx—Az(t)z—Av(t)v } Wi(z,v)d(z,v). (B.7)

Tomaremos d = 1, el régimen de constantes en el que h = m = kg = 1 y elegi-
mos como dato inicial la distribucién maxwelliana centrada en la posicion xg y la
velocidad &g,

Wile,€) = ~exp {~(¢ — 20)? — (€~ &)°} (53)

Usando la expresién general para n establecida en (B.7) y agrupando conveniente-
mente los términos de la exponencial, tenemos que la densidad local asociada a W
viene dada por

1 1 A2 Az
2\/ﬁexp {—4@1’2 - x(z) — 53} /]Rexp {— (4a + 1) 22 + ( 2 + 2350) z} I3dz,

donde
A2 . [(AAz A
I3(x,z7t)—/Rexp{— (4a+1>v - ( 5 " 9a —&)) v} dv.

Para calcular esta integral usaremos el siguiente resultado:
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Lema B.3
Si a > 0, entonces para cualquier € R se tiene que

/Rexp{ av? — 200} du_§exp{ﬁ }

DEMOSTRACION:
Como

—av? —2pv=— <\/av+\/ﬁa> +%2,

tenemos que

e {-av? 200} dvzexp{ij} /Rexp{— (\/&v+\/ﬁa>2} v,

por lo que haciendo el cambio de variable w = /av + % y usando la integral de
Gauss concluimos que

[ o {-av —2m0) dv—exp{ }f/exp{ w2}dw—\\;exp{ﬁ2}

a

Por tanto, tomando

_AZ+4a

1
s y ﬂ:Q(AZAUz—AUx—Zla&)),

el Lema B.3 asegura que

13(557 Zat)

2 /Ta (A Az — Az — 4a &p)?
NZTED T { da(4a + A2) }

En consecuencia, la densidad n(t,z) es igual a

2
Agxtdaxg (AZAVZ—(AVx+4a§O))

Aa?al-g2 1a+A2 o
4a(4a+A2) dz

e 3a® ~To~ -2y
my/4da + A2
Desarrollando los argumentos de las exponenciales y denotando

1
da(t) + AL (t)2 + A, ()%’

e(t) =

se obtiene
1 1 o 4a&d +2A,&0z 9 .9
n _ _ —xh — Iu(t
( 71’) T /74G+A12)exp{ 4&+A%m 4a—|—A% ) 50 4( ,.’E),
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donde

. 1 9 2(AZA’U£0 — AZI' — x0(4a —+ A%))
I4(t,ac)—/Rexp{—e(4a+A%)z - Tt A2 z ¢ dz.

Usando de nuevo el Lema B.3 con

o -1 5= A Ao — A — mo(da + A?)
 e(da + A2)’ N da + A2

podemos deducir el valor de I4, lo que implica que desarrollando el cuadrado del
exponente, agrupando en torno a las potencias de z y simplificando valiéndonos de
la definicién de e tenemos que la densidad local asociada a WFP con dato inicial
maxwelliano es

e 2
n(t,x) = = p—exp {—e(t) (@ = (A (a0 + A, (D)%) }
T
que haciendo zy = £y = 0 y ajustando adecuadamente los coeficientes en la defini-

cién de e, nos conduce a los valores de n en (3.19) (teniendo en cuenta los valores
de A,, A,, B, y B,) para la particula libre y (3.22) para el oscilador arménico.

B.3. Densidad de corriente asociada a la solucion
de la ecuacién de Wigner—Fokker—Planck

La densidad de corriente es el momento de primer orden respecto de la velocidad:
J(t,x)= [ EW(x,§t)de.
Rd

Vamos a calcularla de manera andloga a la densidad n(t,z). Como en el caso
anterior, denotamos A = A, z+ A,vy B = B, z + B, v. Entonces

1 —clz — AJ? }
J(t,x) = Wi(z,v)expy ———=— ¢ Is(z, z,v,t) d(z,v),
,2) (27)d (dac — b2)& Jpaa 1(zv) exp { 4ac — b? ( ) d(z,v)
fonete ba— A)E—B) _al¢ -~ BP
T — - alé —
I - - .
5(2,2,0,1) /Rdfexp{ dac — b? dac — b2 } de

Haciendo el cambio de variable

_ [dac — b2 [ » b(x — A)
§=B+ a <£+2 a(4ac—62)>

se deduce que I5 vale

2N % 2paap? 2 (. _
<4acb>e<">/ Jrae=b (e be-A) ) g
a Rd a 2¢/a(4dac — b?)

eI gE.
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Esta expresion se puede descomponer en dos integrales. La primera es nula ya que
la aplicacién & — —|¢|? exp{&} es una funcién impar, luego

<B+ ;a(x—A)) exp{m}’

y la corriente asociada a la ecuaciéon de WFP con condicién inicial genérica Wy es

(47:@)3 /R (B+i<$—f‘>> exp{—ialx—AF} Wi(z,v) d(z,0).

A continuacién calcularemos esta densidad de corriente en el caso unidimensional
para una condicién inicial maxwelliana centrada en la posicién zg y en la velocidad
&o (cf. (B.8)) v, al igual que antes, en el sistema normalizado de unidades esta-
blecido en el Capitulo 3. Usando la férmula general de la densidad de corriente y
manteniendo la notacién para A y B tenemos que J viene dada por

#/R <B+ %(x _ A)) exp{—(x;aA)Q — (2 —0)% — (v —50)2}61(”).

(473a)2

vl

(4ac — b2)7r>

a

I5($,Z,U,t) = (

J(t,x) =

Para dar una expresién explicita de J desarrollando el argumento de la exponencial
y escribimos esta tultima igualdad de la siguiente manera:

J(t,x) = 1 x? -k — 53} (Is(t,z) + I7(t, x) + Is(t, z)),

1
o expd
2V m3a P { 4a

lo que nos permitira calcular la densidad de corriente a partir de Ig, I7 e Ig. Comen-
zamos con Ig:

b AZ A,
Ig(t,z) = %/Rexp {— (4; + 1) 22 4 (2; —|—2x0> z}Ig(x,z,t) dz,

donde

A2 A A,z Ayz
I, t) = — (21— [ 2 9 dv.
9(37727) /]Rexp{ (4a+ )U ( 2% 2% £0>U} v

Si aplicamos el Lema B.3 con

A2 +4a
o= —-

1
o /BZQ(AZAszAvx—Zla&))

obtenemos el valor de Ig. Insertandolo en la expresién de I se deduce que el valor
de esta integral es

z—Ayx—4agg)? 2 x
b\/’]T’iB W—v45fﬂ_<%+1>z2+(%za +2XD)Zd

e 1a(4a+A2)
Va(da + A2) Jr

Z.
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Ya hemos calculado esta integral en el apartado referente a la densidad local (tras
proporcionar la expresién de I3), y su valor es

1
T/ 4a + A2 exp {4332 + a2+ fg} n(t, ),
a

por lo que
ba 3/2 L 2 2
Is(t,z) = ﬁw eXp | & +axg+ & p n(t,x).

Calculamos a continuacién I7, que se puede escribir de la siguiente manera:

I7(t,$) = M (Bz — 2baAz> exp {WW}

Via + A2 da(4a + A2)
1 o 22(A,A 0 — A, — mo(da + A2)
X /Rzexp{ e(4a—|—A%)z (da + A7) dz.

Para ello usaremos el siguiente resultado (anilogo al Lema B.3):

Lema B.4
Si o > 0, entonces para cualquier 3 € R se tiene que

2
/}Rzexp{—ozz2 —Zﬂz} dz = —i;)/gexp{i }

DEMOSTRACION:
Ajustando cuadrados en el exponente llegamos a

/Rzexp{—azQ—Qﬁz} dz:exp{if} /Rzexp{—<\/az+\/ﬁa>2} dz.

Haciendo ahora el cambio de variable

teniendo en cuenta la imparidad de la funcién w +— wexp{—w?} y usando la
integral de Gauss concluimos que la integral que queremos calcular vale

o2} e e o )t e ()

Utilizando este resultado con

1 1

T et A2y 7 6:4a+A3(

AL Ay & — A — x0(4a + A2))
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y simplificando, obtenemos la siguiente expresién para I7:

b
I7(t,$) = 2\/&7’(‘6% (Bz — 20,Az> (—Az Av §0+AZ.’L‘+LL'O(4G/+A12)))

(Ayx + 4ap)? e
X ex
da(da+ A2Z)  da+ A2

(A, Ay o — Aoz — xo(da + A%))2} .
Para concluir tan solo falta calcular Ig:

A2 A
Ig(t,z) = (BU — bAv> / v exp {— (” + 1) v+ (vx + 2§0> v} Ipdv,
2a R 4a 2a

donde

A2 A Av  Ax
I t) = — (=) A = -2 dz.
10(z,v,%) /Rexp{ (4a+ )z ( % % xo) z} z

Obsérvese que Ig e I1g son andlogas a Iy e Iy respectivamente, donde se identifican
z—v, A, — Ay, B, < B,y xy < &. Por tanto, los calculos ya realizados implican

b
Is(t,z) = 2yame? (Bv =%

< e (A,x + dawg)? 2
P\ da(da + A2) T dat A2

Av) (_Az Av To + Av T+ 50(40’ + Ag))

(A. Ay — Ay — &o(da + Az))Q} .

Ya podemos reconstruir J, que vendra como suma de tres expresiones. Si usamos
el valor de Ig, la primera de ellas se puede escribir como

1 1 bx 1
2\/7ﬁexp {—4@1’2 — x5 — 53} %w3/2exp {4ax2 + 28 + 63} n(t, ),

que depende de la densidad local ya conocida, por lo que el primer sumando de J
es

\e/;ilxexp {—e(:z: — (A, o + Aq,ﬁo))Q} )

De la misma manera podemos calcular la segunda componente

s { e~ af - &} 1),

que conduce a
03/2

N

donde el argumento de la exponencial viene dado por

<Bz — 2bAz> (AZ'J; -+ $0(4CL + Ai) —A. A, 50) exp{o},
a

—e(a® = 2(Azxo+ Avbo)r + AZaf + AZES + 24, Ayo&o) = —e(z — (Ao + Av&)))Q,
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tras largas pero sencillas simplificaciones, lo que nos proporciona la expresién de-
finitiva del segundo sumando de la corriente:

6% b 2

ﬁ <BZ — 2aAZ> (AZ X + I’O(4Q + Ag) — AZ AU go) eiC(X7(AZXO+AVEO)) .

Finalmente, si intercambiamos A, < A,, B, < B, y xg < & podemos conocer el
ultimo término:

03/2

VT
Estamos ya en condiciones de escribir la densidad de corriente. Sustituyendo, re-

agrupando y usando la definicién de e(t) tenemos que la densidad de corriente
asociada a WFP con condicién inicial maxwelliana es

e(t)3/2
NG

donde f, fz, ¥ fe, son funciones que dependen exclusivamente del tiempo, y estan
dadas por

2

(Bv - QIZIAU) (Av T+ 50(40’ + Az) - Az Av -rO) e_e(x_(AZXO+AV£O))

J(t7 -T) = (fz(t) T+ fao (t) Zo + f&o (t) §o)eXp {_6(33 - (Asz + Avfo))2} )

fo(t) = A.(t) B,(t) + Ay (t) By(t) + 2b(t),
foot) = (da(t) + Au(t)?) B:(t) — (2b(t) + Ay (t) Bu(t)) A= (t),
Jeo (1) da(t) + A= (1)%) Bo(t) — (2b(t) + A=(t) B:(t)) Au(1).

Finalmente, si elegimos x¢ = &y = 0 se deducen las férmulas para J que presentamos
en (3.19) y (3.22), sin més que tener en cuenta los valores de A,, A,, B, y B, en el
caso de la particula libre y la definicién apropiada de g(t) en el caso del oscilador
armoénico. A modo de conclusién, presentamos en la siguiente pagina un esquema
con los resultados obtenidos.



SOLUCION DE LA ECUACION DE WIGNER CON CONDICION INICIAL ARBITRARIA Wr:

Wz, & t) = /m@ Wo (z — (A.(t)z+ A (t)v), & — (B=(t)z + By(t)v), t) Wi(z,v)d(z,v), Wo(z, &,t) = (47r2 d(t))i% exp{ d(t)‘ \ + 2 (t) \£| }

y los coeficientes vienen dados por:

V)
Particula libre: V =0 Oscilador arménico: V(z) = %12
a(t) = Dy +AX2Dyy + ANDpg + (1 — =2 (Beze=2xe _gy _op Y\ | o) = ; a(t) (At =AM o) (M — 1) 1) (A 4 Al —2xe?) Lo
4>\2 I [
B(t) = —~ (1 — ™) (4ADpg + Dpn(1 — ), b(t) =t LLRa() (e 4 ALt 2P () (A_eP T+ ApeP - AN
mw Oy -2
+I;(t)(2w(2) ((4,2)‘th + e 4O+ Af)QeQM)}(f“t,
o(t) = pp(l e, e(t) = o 1)\ )2{d(t)(c)‘+t _C,\,z)z +é(t)()\+c)"t _ )\_c)urg)z +w§l}(t)()\+e”’t Lot _2)\62”)}674)@1
LA

. A Ao (A ; A2 A (A
a(t) = 72; {qu + T (TDW + 2DP‘I>] ("'M - ]) + o 2 [qu +—= ( +D,,,, + 2qu)} (CZM t— 1)1
w2

o 1 Ar
bt) = )\(Q‘UUqu + Dpp + 4ADpq) (e = -1)- ( Dqq + Dpp + 2qu) (92/\+t -1)

As
2 A .
(:)JD'N + —5Dpp + 2qu) (eMJ -1,

R 3 é) At 274t wg Ao 22_t
ét) = 3 )\—qu + —Dpp + 2Dy | (e —-1)+ )\—qu + FDW +2Dpq | (e —1)
R - (]

%(mopqq + Dyp + 4ADpg) (€ — 1).

DENSIDADES LOCAL Y DE CORRIENTE ASOCIADAS A DICHA SOLUCION CON CONDICION INICIAL GAUSSIANA EN EL CASO UNIDIMENSIONAL:

1

n(t2) = CO o et (o — (Ao + A6}, I(tx) =

1
T2

e(t)*/?

N

(Fo(®) 0+ frg ()30 + feo(8) o) exp { e (@ = (A= (D0 + A, (D60))° }
donde hemos denotado

1 2
e(t) = LT AT A Fa(t) = A:(8) Bo(8)+ Au(t) Bo(t) +2b(1),  fao (1) = (dalt) +Au(t)?) B2 (£) = (2b(8) + Ao (8) Bu(8) A= (1), feo(8) = 4a() +A:(0)?) Bu(t) = (2b(6) + A=(8) B=(£)) Au(0).

Los coeficientes A, A,, B, B, vienen dados por:

JdAM Ha SVIOVXH SANOIONTOS g ADIANAIY

Z
Particula libre: V =0 Oscilador arménico: V(z) = U;O @’
1—e ™M 1 —A_t Ayt 1 —A_t At
A.(t) =1, Ay(t) = ——, ()= —F e T = e ), o(t) = (e —eT ),
=1, ) = A0 = 3 ()\+c Ae ) Alt) = 3 (e ¢ )
B.(t) =0, Bu(t) = e~ 2. B.(t) = dig (€7>\+: _ efx,:) Bu(t) = 1 ()\+67>\+t Ae > :)
A — A ’ Ay — A

SvI
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