Tema 5: Espacios Vectoriales Métricos Euclideos.
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1. Meétricas y formas cuadraticas.

., Cémo medir en un espacio vectorial?
En R3, (z,y) = z1y1 + 2oy + 23y3 = 2 - 4.
Si lo anterior es cero, medimos perpendicularidad. Si es positivo o negativo, medimos si
los vectores estan en un mismo semiespacio o no. Si tomamos x = y, medimos longitud.
Necesitamos V(K) con K = R para comparar signos; también necesitamos simetria.

Definicién 1 V(R) (espacio vectorial real), g: V x V — R.
g métrica <= g bilineal + simétrica.
(V,g): espacio vectorial métrico (EVM).



Ejemplos:

t

—

. (R™ g0), go(z,y) = ' - y (producto escalar usual).

. A€ Su(R) ~ (R™,ga), galz,y) =a'-A-y.
A = I, ~ producto escalar usual.
A < I,-11 0 ) " métrica de Lorentz-Minkowski
N 0 |-1 (Relatividad especial)

[\)

b
3.V = C([a,b], R), g(f, h) = / FOh(t)dt  (producto L2).

4. V= M,(R), g(A, B) =Traza(A! - B).
Qué tiene que ver con (R”Q, prod. escalar usual)?

5. Métrica inducida en un subespacio.

6. Métrica producto.

Definicién 2 (V,g) EVM. Forma cuadrética asociada a g:
Fy: V=R, Fy(z,z) = g(z, x).

Lema 1 (Propiedades de F,) Vz,y €V, a € R,
1. Fy(az) = a*Fy(z),

2. g(z,y) = % [Fg(x +y) — Fg(x) - Fg(y)]-

Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 3 V(R). Forma cuadratica sobre V:
F:V — R tal que 1 del Lema 1 se cumple y 2 del Lema 1 define una métrica sobre V
(métrica asociada a F').

Proposicién 1 V(R). So(V) = {métricas en V}, F(V) = {formas cuadrdticas en V'}.
Entonces:
1. So(V), F (V') son EV reales de dimension %

2. La aplicacion ®: So(V) = F(V), ®(g) = Fy es un isomorfismo de EV.

Demostracion. Ejercicio. O



2. Perpendicularidad: tipos de métricas.

Definicién 4 (V,g) EVM, z,y € V. z,y ortogonales (z L y) < g(x,y) =0.

Ejemplo: R?, A = ( é _01 ) ~ (1,1) Ly, (1,1).

Definicién 5 (Tipos de métricas)

g degenerada < Jz € V — {0} |z Ly,Vye V.

g no degenerada < Si x € V cumple z L V', entonces x = 0.
¢ semidefinida positiva < g(z,x) > 0,Vx € V.

g semidefinida negativa < g(x,z) < 0,Vz € V.

g definida positiva (euclidea) < { ;?H;Iie;T;yL v 0.
g definida negativa < —g def. +.

g indefinida < es no degenerada, pero no es def. + ni def. —.

euclidea (def. +)
no degeneradas | def. —

Tipos de indefinida
Métricas semidef. +
degeneradas semidef. —

otras

Proposicién 2 (V,g) EVM, B base de V. Entonces:
g no degenerada < Mp(g) regular.

Demostracion. Tomemos B = (x1,...,z,) base ordenada de V. Pasamos a coordenadas:
Dados z,y € V,

9(z.y) = (zp)" - Mp(9) - y5
donde Mp(g) = (9(i,2;))i; € Sn(R). Asi que

g(z,y) =0y eV & (zp)' Mg(g)-yp =0Vyg €R" & (xp)" - Mp(g) = 0.

Luego g es no degenerada < el sistema de ecuaciones lineales (zg)! - Mp(g) = 0 tiene
solucién no trivial < det Mp(g) = 0. O



3. Norma y angulos en un EVME. Desigualdad de Schwarz.

De ahora en adelante, (V,g): EVME.

Definicién 6 (Norma) ||z| = \/g(z,2) e R{, Yz € V.

Ejemplos:
n 1/2
L (R" go) : [lz]l = (Za?) si = (at, ..., an).
i=1
. 1/2
2. (Ma(R),g): A= | D afi | st A= (ay)iy.

ij=1

b 1/2
3. (C(la.bLR).g) : ||f||=< / f(t)th> .

Proposicién 3 (Propiedades de la norma) Dados z,y € V, a € R,

1. ||z|]| >0, “="<z=0.
2. |lax[| = lal||z]|, a € R.
3. (Desigualdad de Schwarz): |g(z,y)| < ||z|||ly]l, “="< z,y ld.

4. (Desigualdad de Minkowski o triangular): ||z +y|| < ||z] + ||y]|-

Demostracion. 1,2: Ejercicios. Veamos la desigualdad de Schwarz: Tomemos z,y € V,
AeR.
0 < gz +y, e +y) = Ng(z, ) + 2Xg(z,y) + 9(y,9)-

Viendo lo anterior como polinomio en A (pardbola), su discriminante A ha de ser < 0.
Pero
A = 4g%(z,y) — 4g(z, x)g(y, y),
luego la desigualdad de Schwarz se cumple. Si la igualdad se da en la desigualdad de
Schwarz, entonces A = 0 luego la pardbola anterior en A toca al eje de abscisas: IX € R
tal que 0 = A?g(z, ) + 2Xg(z,y) + g9(y,y) = g(A\z + y, Az + y), de donde Az +y = 0.
Finalmente, la desigualdad triangular:

o +yl? = g(z +y,2 +y) = g(z,2) + 29(z,y) + 9(y,y) < g(z,z) + 2|g(z,y)| + 9(y. y)
< gz, @)+ 2]yl + (v, v) = (] + [ly])*. O

g9(z,y)
) [zl
es el coseno de un dngulo (en general, dos en [0, 27); nos quedaremos con el menor):

Dados z,y € V — {0}, la desigualdad de Schwarz implica que € [0,1], luego éste



Definicién 7 (Angulo entre dos vectores) Sean x,y € V — {0}.
<(z,y) € [0,7] t.q. cos<t(z,y) = m.
Proposicién 4 (Propiedades del dngulo) Dados z,y € V — {0},
1. g(z,y) = |||yl cos <(x, y).
2. <(z,y) =0, < z,y ld

3 <d(r,y)=%5 & xLly.

4. Bases ortonormales.
(V, g) EVME.
Definicién 8 1. Vector unitario: x € V tal que ||z| = 1.
2. Conjunto ortogonal {x1,..., 2} C V tal que z; L x;, Vi # j.

3. Conjunto ortonormal: ortogonales 4+ unitarios.

Lema 2 (Coordenadas, métrica y norma en una base ortonormal) B = (z1,...,zy)

base ortonormal de (V,g). Entonces:
1. Dado x €V, xp = (9(x,x1),...,9(x,x,))p (coordenadas).
2. Dados z,y €V, g(z,y) =25 - yp.
n 1/2
3. Dadox €V, ||z| = (Zg(w,my) .
i=1

. Existen bases ortonormales en todo EVME?

Teorema 1 (Proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt) B = {y1,...,yn}
base de V.
PARTE 1: Obtencion de una base ortogonal:
n—1
A=y, 2= yo — @z conary = HEI s =y =Y @iz con ay, = D)
=1

PARTE 2: Obtencidjn de una base ortonormal:

x; = Hzl—luzz = {x1,...,z,} base ortonormal de (V,g).

i, Cémo es la matriz de cambio de base entre bases ortonormales?



Lema 3 Sig € So(V) y B, B’ son bases de V, entonces Mp(g) = Pt - Mp/(g) - P, donde
P = M(1y, B, B').

Demostracion. Ejercicio. O

Del Lema 3 se deduce que si B, B’ son bases ortonormales de un EVME (V, g), entonces
M(1,B,B’) € O(n), donde

O(n) ={A e M,(R) | AL = A1} € GI(n,R) (grupo ortogonal).
En particular, el determinante de toda matriz ortogonal es +1.

Proposicién 5 Dada B base ortonormal de (V,g) y B' base, son equivalentes:
1. B’ es ortonormal.

2. M(1y,B,B') € O(n).

Demostracion. Ejercicio. O

5. Isometrias.

Definicién 9 f: (V,g) — (V',¢’) es una isometria entre EVM si es lineal, biyectiva y

g(f(@), f(y) =g(z,y) VYz,yeV. (1)

Luego una isometria conserva todas las cantidades asociadas a una métrica.

Como los dos miembros de (1) son tensores de tipo (2,0) (supuesto que f es lineal),
que se dé (1) equivale a que se dé sélo para los vectores de una base de V. En el caso
particular de que (V] g) sea euclideo, es facil llegar a que

Lema 4

1. Si f: (V,g) = (V',¢') es una isometria entre EVME y B es una base ortonormal de
(V,g) = f(B) es una base ortonormal de (V',q’). Reciprocamente, si f: V — V' es
lineal y B, f(B) son bases ortonormales de (V,g),(V',q") respectivamente = f es
una isometria.

2. Iso(V,g) ={f: (V,9) = (V,g) | f isometria} es un grupo con la composicion.

3. Si(V,g) EVME y B es una base ortonormal, entonces F: Iso(V,g) — O(n), Fp(f) =
M(f, B) es un isomorfismo de grupos.



Demostracion. Ejercicio. O

Aprenderemos a clasificar las isometrias de los EVME de dimensiones 2 y 3, o equivalen-
temente, las matrices de O(2) y O(3).

Definicién 10 Dos EVM (V, g), (V',¢’) se dicen ISOMETRICOS si 3f: (V,g) — (V',¢)

isometria. “Ser isométrico a” es una relaciéon de equivalencia.

Por ejemplo, dos EVME son isométricos si y sélo si tienen la misma dimensién. Esto no
es verdad para EVM generales, pero veremos su equivalente (Teorema de Sylvester).

6. Proyeccion ortogonal. Endomorfismos autoadjuntos.

En esta seccién, (V,g) es un EVME.

Definicién 11 (Subespacio ortogonal respecto a g) Siv <V,
Ut={zecV |glx,y) =0 YyeU}<V.

Ejemplo: (R?,g), Mp,(9) = (i ;) (métrica euclidea). Si U = L({(1,0)}), entonces

U+ =L({(1,-2)}).
Lema 5 (Propiedades del subespacio ortogonal) Sea U < V. Entonces:

1. V=UasU™

2. (UHt=U, {0}t =V, v+ =/{0}.
Demostracion. Veamos que V = U+U~+. Tomemos una base ortonormal By = (z1, ..., x)
de (U, g|v). Ampliamos By a una base (x1,...,Zk, Yk+1,---,Yn) de V y aplicamos a esta
ultima el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt. De esta forma, obtenemos una
base ortonormal de (V,g) del tipo (z1,..., %k, x+1,--.,2,) (los primeros k vectores no
cambian), y claramente z; € Ut Vi =k +1,...,n. Asique V = U + U=,

Si 2 € UNU*, entonces g(z,z) = 0 luego = 0. Por tanto, U N U+ = {0} y 1
estd probado. 2 se deja como ejercicio. O

Definicién 12 (Proyeccién ortogonal sobre un subespacio) Sea U < V. Definimos
py:V =V, py(x) =21 € U, donde x = 1 + 29, 9 € UL,

Lema 6 (Propiedades de la proyeccién ortogonal) Sea U < V. Entonces:

1. pyvopy =pu.



2. g(pu(z),y) = 9(z,pu(y)), Yo,y € V.
3. pu es diagonalizable, y U = Vi, U+ =V (subespacios propios).

4. AB base ortonormal de (V,g) tal que M (py, B) es diagonal.

Demostracion. Ejercicio. O

Definicién 13 f € Endgr(V) se dice autoadjunto respecto a g si g(f(x),y) = g(z, f(y)),
Ve,yeV.

Proposicién 6 Sea A; = {f € Endgr(V) | f autoadjunto}. Entonces:

1. Dado f € Ay, se define gy € Sa(V), g¢(x,y) = g9(f(x),y). Entonces, la aplicacion
Q: Ay — So(V), ©(f) = gy es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular,
estudiar todas las métricas en un EV equivale a fijar una métrica euclidea y estudiar
todos los endomorfismos autoadjuntos para esa métrica euclidea.

2. f € Endgr(V) es autoadjunto si y solo si M(f, B) € S,(R), VB base ortonormal de
(V.9).

3. f € Endgr(V) es autoadjunto si y sélo si AB base ortonormal de (V,g) tal que
M(f, B) € Sp(R).

Demostracion. 1,2,3 son consecuencias sencillas de la férmula M (f, B) = Mp(gy), donde
B es cualquier base ortonormal de (V, g). O

7. Diagonalizacion de endomorfismos autoadjuntos.

Lema 7 Toda matriz A € Sp(R) tiene (al menos) un valor propio real.

Demostracion. Sea pa(t) = det(A—tI,) € R[t] el polinomio caracteristico de A. El Teore-
ma Fundamental del Algebra asegura que Ja € C tal que ps(a) = 0. Se trata de comprobar
que a € R (en particular, A tendrd un vector propio REAL asociado a a).

Como a es valor propio (complejo) de A, 3z = (z1,. .., 2,)" € C"—{0} tal que Az = az.
Asi,

n
Z'Az = Zaz = azz = az |2;]2. (2)
j=1



Ademas,

n n n n
Az = Z(zt)l(Az)Z = ZZ Zamz] = Z Zia;jz; € C (3)
i=1 i=1 j=1 i,j=1
Por tanto,
- n
Zt Az = Z 25 2. (4)
ij=1
Como A es simétrica, (3) y (4) coinciden luego z* Az € R. Como > i1 |zj|? € R — {0}, de
(2) se deduce que a € R. O

Proposicién 7 (Propiedades de los endomorfismos autoadjuntos)
Sea f € Ay. Entonces:

1. SiU <V cumple f(U) cU = f({U*+) cU*L.
2. f tiene (al menos) un valor propio real.

3. Sia #beR son valores propios distintos de f = V, 1L V.

Demostracion. Sixz € U+ e y € U, entonces g(f(x),y) = g(x, f(y)) = 0 por ser f(y) € U;
esto prueba 1. 2 es consecuencia directa de la Proposicion 6 y el Lema 7. Veamos 3:siz € V,
ey € Vp, entonces a g(z,y) = glax,y) = g(f(x),y) = g(x, f(y)) = g(x,by) = bg(z,y) luego
g(z,y) = 0. O

Teorema 2 Si f € A, entonces existe B base ortonormal de (V,g) tal que M(f,B) es
diagonal.

Demostracion. (Por induccién sobre n = dimV). Si n = 1 no hay nada que probar.
Supongamos que el teorema es cierto para n — 1. Sea V(R) con dimV =ny f € A,. Por
el apartado 2 de la Proposicién 7, existen a € Ry z € V — {0} tales que f(z) = az. Sea
U = L({x}). Como f(U) C U, el apartado 1 de la Proposicién 7 implica que f(U+) C U™,
luego f|;;. es un endomorfismo autoadjunto del EVME (U, g|;;1). Como dim U+ = n—1,

por hipétesis de induccién existe una base ortonormal By = (2, ..., 2,) de (UL, g|y1) tal
que M (f|yL,B1) es diagonal. Tomando =1 = ﬁx, tenemos que B = (x1,x2...,%,) €s
una base ortonormal de (V,g) y M(f, B) es diagonal. O

Corolario 1

1. Toda matriz simétrica real es ortogonalmente diagonalizable: si A € S,(R), entonces
3P € O(n) tal que Pt - A- P es diagonal.

2. Si (V,g) es un EVME y ¢ € S32(V'), entonces 3B base ortonormal de (V,g) tal que
Mpg(g') es diagonal.



8. El Teorema de Sylvester.

Sabemos que todo EVME admite una base ortonormal. Vamos a generalizar esto a
EVM cualesquiera.

Teorema 3 (Sylvester) Sea (V,g') un EVM. Entonces, existen s,r € NU{0} (que sdlo
dependen de g) y existe una base ordenada B de V' tal que

I, 0|0
Mg(g") = 0 | |0
0 {010

A s se le llama el indice de (V,g'); a se le llama el rango de (V,¢'); y an — (r+ s) la
nulidad de (V,¢').

Demostracion. Tomemos una métrica euclidea auxiliar g sobre V. Por el apartado 2 del
Corolario 1, 3By = (y1,...,yn) base ortonormal de (V,g) tal que Mp(g’) es diagonal.
Reordenamos los y; de forma que primero estén los vectores correspondientes a valores
propios negativos, luego los asociados a positivos y por ultimo a cero. Si ¢'(y;,v;) < 0,
definimos z; = \/ﬁyﬁ si ¢'(yj,y5) > 0, definimos z; = \/ﬁyﬁ finalmente, si
d'(y;,y;) = 0, definimos z; = y;. Ahora B = (x1,...,z,) cumple que Mp(g') es como en
el enunciado del teorema.

Sélo queda ver que s,r no dependen de la construccién anterior. Supongamos que B’
es otra base ordenada de V tal que

~Iy |00
Mp(d)=|"0 [I.]0
0 |00

Se trata de ver que s = s y r = /. Como las matrices Mp/(g), Mp/(g') son congruentes,
tienen el mismo rango. Por tanto, s +r = s’ + r’. Queda ver, por ejemplo, que s = s'.

Llamemos
B = (@1, @5, X541y Tstr, Tstrils -5 Tn)s

! __ / / / / / /
B = (9, s T Ty s Ty s Ty g5+ - Ty)
Supongamos, por reduccién al absurdo, que s > s (si s < s’ el razonamiento es andlogo).
Considero los subespacios vectoriales de V'

Upr=L({z1,...,xs}), Us=LE&y 1, @y T prigy -, 20 }).

Entonces, dim(U; NU3) = dim Uy +dim Uy — dim(Uy +Us) = s+ (n— ') — dim(U; + Us) >
s+(n—s)—n=s—5>0,luego 3z € Uy NUs, x # 0. Como z € Uy, g(x,z) < 0. Como
x € Us, g(x,x) > 0, contradiccién. O

10



Corolario 2 Sean (V,g), (V',g') dos EVM. Entonces, son equivalentes:
1. (V,g), (V'.¢") son isométricos.
2. dimV = dim V', Indice(V, g) = Indice(V'g") y Rango(V,g) = Rango(V',q’).
3. dimV = dim V', Indice(V, g) = Nulidad(V'qg’) y Rango(V,g) = Nulidad(V',q").

9. Orientacion.

En el conjunto B de las bases ordenadas en un EV V(R), se define la relacién de

equivalencia
B~ B & detM(ly,B,B') > 0.

El conjunto cociente B/ ~ tiene dos clases de equivalencia
C(B) = {Bl eB ’ detM(lv,B,Bl) > 0}, C(B/) = {Bl eB ‘ detM(lv,B,Bl) < 0},

donde B’ = (—mz1,29,...,2,) si B = (x1,22,...,2,). A cada una de las dos clases
C(B),c(B’) se le llama una orientacion sobre V.

Si (V, g) es un EVME, podemos representar cada orientacién de V' por una base orto-
normal. El cambio de base entre dos bases ordenadas ortonormales en la misma orientacién
es 1.

10. Angulo orientado en el plano.
En esta seccién, (V, g) es un EVME con dim V' = 2.
Lema 8 Sea B una base ortonormal de (V,g). Entonces,
(detp(z,9))* + g(z,9)* = =yl Va,y eV,
donde detp = ' ® p? — P> @ @', y B* = (o', ¢?) es la base dual de B.

Demostracion. Si B = (x1,22) y xp = (a1,a2), yg = (b1,be) son las coordenadas de z,y
respecto a B, entonces

Iz[|*ly]1? = g(z,y)* = (af + a3)(b] + b3) — (a1by + azbs)® = aib + a3b] — 2a1azbibs
= (a1by — agh1)? = (detp(x,y))*.

Si ademéds suponemos x,y € V — {0} , el Lema 8 se traduce en
(detB(x>y)>2 (g(l‘,y) >2 _
—— | * =1
el el

11




Definicién 14 Sea C(B) una orientacién en un plano euclideo (V, g), representada por
una base ortonormal B. Dados x,y € V — {0}, el dngulo orientado es el tnico 6 € [0, 27)
tal que

detB (1’, y)

, cosd g(x,y)
[yl

IRETE

senf =

11. Producto vectorial en el espacio.

En esta seccidn, (V, g) es un EVME con dim V' = 3. Sabemos que por ser g no degene-
rada, la aplicacion
OV >V P(r)=¢: VR

donde ¢, (y) = g(x,y), es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Sea B una base ortonormal, y detp el tensor determinante en esa base, es decir

detp(y1,y2,y2) = det((y1)B, (v2)B, (¥3)B), YY1,%2,43 €V,

donde (y;)p € R3 son las coordenadas de y; € V respecto a B.
Dados z,y € V, consideremos la forma lineal detp(z,y, ) € V*. Asi, existe un unico
vector z X y € V tal que ®(z x y) = detp(zx,y,-). Es decir,

g(x X y,z) =detg(z,y,z) VzeV. (5)
A x x y se le llama el producto vectorial de x,y respecto a la orientaciéon dada por B.

Proposicién 8 (Propiedades del producto vectorial) Dados z,y,z,2',y € V,a,b €

R,

1. Sizp = (a1,a9,as3), yp = (b1, b2, b3), entonces

7Tk
(x X y)B = (a2b3 — agbg,agbl — a1b3,a1b2 — agbl) = a; az asg

by by b3

2. (ax +bx') x y = a(z x y) + b(a’ x y).

3.z x (ay+by') =alx xy)+blx xy).

4. xXy=—yYy Xz

5. g(x xa',y xy') = g(z,y) 9(z',y") — g(z,y") 9(z', y).

6. o x I = NPl - gl )2

7. e x y|| = ||z] |yl sen <(z,y) six,y#0 (aqui <(z,y) es el dngulo orientado en el

plano generado por x,y y respecto a la orientacion inducida,).

12



8. xx (yxz)=yg(z 2)y— gz y)z

Demostracion. 1 se deduce de (5) tomando z como cada vector de B. 2 y 3 son triviales.
4 se deduce de que detp es antisimétrico en sus dos primeras variables. 6 se deduce de 5
tomando y = z,y = 2’

Veamos 5: Ambos miembros de la igualdad son tensores de tipo (4,0) luego basta ver
que coinciden sobre los vectores de una base ordenada ortonormal positiva B = (x1, x2, x3)
de (V,g). Hay 3* = 81 listas de cuatro vectores con los elementos de B, pero no tenemos
que comprobarlos todos debido a las propiedades de simetria en los dos miembros. Por
ejemplo, es facil comprobar que

» Siz =2 oy=1, los dos miembros se anulan.
» Si cambiamos x por 2’ o bien y por ¢/, los dos miembros cambian de signo.

= Si cambiamos la primera pareja por la segunda pareja de variables, los dos miembros
permanecen igual.

Usando las propiedades anteriores, al evaluar en una lista (x;, , xx, x;) de vectores de B,
tenemos:

= Si sélo interviene un digito distinto en la lista, los dos miembros valen cero.

» Si intervienen dos digitos distintos a,b € {1,2,3,4} en la lista, sélo tenemos que
comprobar la igualdad para listas del tipo (24, zp, T4, p) con a < b. Esto produce 3
posibles listas (abreviado): (1,2,1,2), (1,3,1,3), (2,3,2,3).

» Siintervienen 3 digitos distintos a, b, c € {1,2, 3,4} en la lista, sélo tenemos que com-
probar la igualdad para listas del tipo (x4, Zp, 4, ). Esto produce otras 3 posibles
listas (abreviado): (1,2,1,3), (2,1,2,3), (3,1,3,2).

La igualdad en cada una de las 6 listas anteriores se comprueba por calculo directo.

(6 .
Probamos 7: [lz x y|* = [[z]*[yl*(1 — cos® <(z,y)) = ||z]?||y]|* sen? <(z,y), y solo
queda extraer raices cuadradas (sen <((z,y) > 0 porque <((z,y) € [0,7]).
Terminamos probando 8: Per definicién, = x (y x z) es el tnico vector de V' tal que

g(z x (y x z),w) =detg(x,y X z,w), YweV.

Pero g(g(x, 2)y—g(z,y)z,w) = g(z,2)g(y, w)—g(z,y)g(2,w) = g(z, 2)g(w,y)—g(z,y)g(z, w)

@g(xxw,zxy):detB(w,w,zxy):detB(:r,yxz,w). O
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12. Clasificacién de las isometrias de un EVME.
En esta seccién, (V,g) es un EVME.

Lema 9 Sea f € Iso(V,g). Entonces:
1. det f = +1.

2. Sia € R es un valor propio de f = a = +£1.

8. SiU <V cumple f(U)CcU = f(U)cU*L.

Demostracion. 1,2 se dejan como ejercicio. Probamos 3: Sean z € U+, y € U. g(f(x),y)
g(z, f~1(y)), luego para que esto sea cero basta probar que f~}(U) C U. Pero f(U) C
implica f(U) = U, luego U = f~1(U).

o<

Teorema 4 (Clasificacién de las isometrias de un EVME con dim 2) Sea (V, g) un
EVME son dimV =2, y f € Iso(V, g). Entonces, 3B base ortonormal de (V,g) tal que

cos@ —send
sen 0 cosf

M(f,B)z( ) pamalgzinGE[O,Zw),O’M(f,B):<(1) _(1))

Demostracion. Tomemos una base ortonormal B; de (V,g). Por el Lema 4, M(f, B1) =

<i 3) € O(2). Como det f = £1 = ad — be = £1. De M(f, By) - M(f, B1)t = I

obtenemos otras tres ecuaciones:
+b°=1, *+d*=1, ac+bd=0.

Sean u,v,w € V tales que up, = (a,b), vp, = (¢,d), wp, = (d,—c). Como Bj es ortonor-
mal, las ecuaciones anteriores implican que

9w, w) = +1, lu|| = [jo[| = [wl| =1, g(u,v) = 0.

Por la desigualdad de Schwarz, 1 = [g(u, w)| < ||u]|||w|| = 1, luego IX € R tal que u = \w.
Tomando normas, A = £1 luego u = +w. Discutimos casos:

a
c
cosf = a, senf = c. Es decir, podemos tomar la base ortonormal B del enunciado
como cualquier base ortonormal de (V, g).

» Siu=w = M(f,By) = ( ;) con a® + ¢ = 1, luego 30 € [0,27) tal que
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» Siu=—-w = M(f,B) = <CCL _;) con a? + ¢ = 1, luego 30 € [0,27) tal

cosf sen 6
senf) —cosd
es simétrica (luego ortogonalmente diagonalizable por el Corolario 1). Su polinomio
caracteristico es ps(t) = (t—1)(t+1). Tomemos x1 € Vi, x3 € V_; (vectores propios)

que cosf = a, senf = ¢, es decir, M(f,B;) = ( ) Esta matriz

con ||z1]| = ||z2|| = 1. Como f es autoadjunto (ya que M(f, B1) es simétrica y By es

ortonormal), tenemos x; L xo (apartado 3 de la Proposicién 7) luego B = (1, 2)
1

es una base ortonormal de (V,g) y M(f,B) = < 0 _2 ) O

Corolario 3 Toda matriz A € O(2) es de la forma

cosf) —senb
A= < sen 6 cosé
A ( cos @ sen 0

) = rotacion de dngulo 0, ¢

= simetria respecto de la recta generada por (cos 2, sen 2).
senf) —cosf > P g por (cos 3, 7)

para un unico 0 € [0, 2m).

Demostracion. Para llegar a las dos posibilidades anteriores para A basta seguir la demos-
tracién del Teorema 4. Para probar que la segunda posibilidad es una simetria respecto

de la recta generada por (cos g, sen g), basta diagonalizar la segunda matriz. O

Definicién 15 Una isometria f € Iso(V,g) (en cualquier dimension) se dice rotacion si
det f =1,y reflexion si det f = —1.

Teorema 5 (Clasificacién de las isometrias de un EVME con dim 3) Sea (V,g) un
EVME son dimV = 3, y f € Iso(V,g). Entonces, 3B base ortonormal de (V,g) y
30 € [0,27) tales que

1l 0 0 1] 0 0
M(f,B)=1| 0| cosf —senf 6 M(f,B)= 0 |cosf —sené
0 |senf cos 0 |send cos

Demostracion. El polinomio caracteristico de f tiene grado 3, luego tiene una raiz a € R
al menos. Por el apartado 2 del Lema 9, a = £1. Tomemos z € V — {0} tal que f(z) = ax
y sea U = L({z}). Asi, f(U) C U luego f(U') c U* por el apartado 3 del Lema 9. Por
tanto, f|yL cae en las hipdtesis del Teorema 4 luego 3B’ = (x2,x3) base ortonormal de
(U, g|py1) tal que

cos —senf

Mt 8) = (g ) sartlon )= (g3 ).
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Sea x1 = ﬁx, y B1 = (x1, 9, x3), base ortonormal de (V, g). Entonces,

al 0 0 al0 0
M(f,Bi)=| 0| cosf —sené 6 M(f,B))={( 01 0
0|send cos 6 010 -1

Sia = 1, la matriz de la izquierda es una de las opciones del enunciado del Teorema (luego
tomamos B = Bj), y la matriz de la derecha también lo es si intercambiamos el primer y

el tercer vector de By (luego tomamos B = (z3,21,22) y # = 0). Si a = —1, la matriz de
la izquierda es una de las opciones del enunciado del Teorema (luego tomamos B = Bj),
y la matriz de la derecha también lo es si tomamos B = (z2,23,21) y 0 = . |

Nota 1 1. Sifijamos una orientacion en V', la demostracion anterior prueba que podemos
elegir la base ortonormal B positivamente orientada.

2. La interpretacion geométrica de f cuando su matriz en una base ortonormal B =
(1,x9,x3) es la de la izquierda en el enunciado del Teorema 5, es la de un giro de
angulo 6 respecto al eje dado por L({x1}), en el sentido contrario a las agujas del
reloj en el plano L({z2,x3}) (v es una rotacién en el sentido de la Definicién 15).
En el caso de que M(f, B) venga dada por la de la derecha en el enunciado del
Teorema 5, f es una reflexién (segin la Definicién 15), pero no es una reflexién
geomeétrica respecto a un plano: es la composicion de la simetria respecto del plano
L({z2,23}) con el giro de angulo 0 respecto al eje L({x1}).

Teorema 6 (Clasificacién de las isometrias de un EVME con dim n) Sea (V,g) un
EVME son dimV =mn, y f € Iso(V,g). Entonces, k1, ke € NU{0} y 01,...,6, € [0,27)
y una base ortonormal B de (V,g) tales que k1 + ka+2r =ny

Iy,

1

Ik2
M(f,B) = Rotg, :

Rotg,

cosf; —senb;

donde Roty, = < sen 0; cos b;

) y fuera de las cajas en la diagonal sélo hay ceros.

Demostracion. Llamemos U = {z € V | f(z) =z}, W ={z € V | f(z) = —x}. Es
posible que U 6 W sean {0} (pero caso de que f tenga valores propios, éstos son +1).
Como UNW = {0}, tenemos U + W = U & W. Ademas, f(U + W) C U + W luego
fI(U + W)L c (U + W)t por el apartado 3 del Lema 9. Tenemos dos posibilidades:
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= (U4 W)t ={0}. En este caso, U + W =V luego V = U @ W. Tomando una base

en cada subespacio, tenemos M(f, B) = ( L 7 ) con ky =dim U, ky = dim Us,
ko

que es una de las opciones del enunciado.

= (U4 W)t # {0}. En este caso, flwuswyr € Iso((U+W)L,g|(U+W)¢), y esta ultima
isometria no tiene valores propios. Asi que en este caso el argumento se reduce a
clasificar las isometrias sin vectores propios de un EVME (en particular, éste ha de
tener dimensién par). Esto es lo que haremos a continuacion.

Simplificamos la notacién llamando f a una isometria sin valores propios de un EVME
(V, g). Veamos que f+ f~! es un endomorfismo autoadjunto respecto a g: Dados z,y € V,

g(f+f N @),y) = g(f (@), y)+9(f (@), y) = g(z, T W) +9(z, f(y) = g(z, (f+F D) (®)).

Como f + f~! es autoadjunto, admite al menos un valor propio a; € R = 3z € V — {0}
tal que (f + f~1)(x1) = aixy. Aplicando f, queda f(f(x1)) = —x1 + a1 f(x1). Por tanto,
Ui .= L({z1, f(x1)}) cumple f(U1) C Ui, luego flu, € Iso(Ur,g|y,). Por el Teorema 4,
30, € [0,27) y una base ortonormal By de (U, g|y,) tales que

cosfy —senb;
sen 64 cos 01

M(f‘Ul,Bl) = < ) = Rotgl.

(la otra posibilidad del Teorema 4 no puede darse porque f|y, no tiene valores propios).
Como f(U;) C Uy, tenemos f(Ui) C Ui por el apartado 3 del Lema 9. Ahora considera-
mos la restriccién f| vt € Iso(Ui, g |U1l), que esta en la misma situacién anterior (no tiene

valores propios). Repitiendo el proceso en Ui~ encontraremos un segundo plano vectorial
Uy C Uf- y una segunda rotacién. De esta forma vamos descomponiendo V' en planos
vectoriales ortogonales Uy, Us C Uf‘, Us C UQJ' ... hasta terminar con la dimensién de V
(que es par). O

13. Ejercicios.

1. Prueba el Lema 1.
2. Prueba la Proposicion 1.
3. Demuestra que todo EV real admite una métrica euclidea.

4. Si {z1,...,7,} es la base usual R® y {p! ... ©"} es su base dual, ;Cémo puede
escribirse la métrica g4 del ejemplo 2 tras la Definicién 1 en términos de la base
asociada de So(V)?
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10.

11.

12.

13.

14.

. En R? se considera la base usual B, = {e1, ez} y las métricas gy, k = —2,—1,0,1,2

dadas por
k1
Mo =} 1)
Estudiar en funcién de k de qué tipo es la métrica g.

Construye una métrica sobre R? tal que el vector (1, —2) sea ortogonal a todos los
vectores.

Prueba los apartados 1 y 2 de la Proposicion 3.
Caracteriza la igualdad en la desigualdad triangular.

Sea (V,g) un espacio vectorial métrico euclideo, y =,y € V. Demostrar la ley del
paralelogramo,
lz = ylI” + llz + I = 2 (Il=]* + [ly]1?) -

y el Teorema de Pitagoras,

x,y son ortogonales <= ||z + y|* = |lz[|* + [ly[/*.

Escribe las desigualdades de Schwarz y triangular en los casos particulares de (R™, gg)
y en C([a, b]) con el producto L2.

Prrueba que dados ayq,...,a, € R, se tiene

n 2 n
<Z ai> <n Z a?,
i=1 i=1

v que la igualdad se da si y sélo si a1 = ... = ay,.

Demuestra que si f : [0,1] — R es cualquier funcién continua, entonces

(/ ' fa) czx)2 <[ ' (@)? d.

v que la igualdad se da si y sélo si f es constante.

Demuestra que si A € M, (R), entonces (Traza(A))? < n ||A|?, y la igualdad se da
siy sélo si A es un multiplo de la identidad.

Prueba la Proposicién 4.
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15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Prueba que durante el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt, no se cam-
bian los subespacios generados por cada conjunto ordenado de la base original. Es
decir, si {y1,...,yn} es la base original de V' y {z1,...,x,} es la base ortonormal
obtenida por ortonormalizacién de Gram-Schmidt a partir de ella, entonces

LnH)®...o LEy}) =Lz} )@ ... L{x}), Vi=1,...,n.

Sea V = {p(z) € R[] | grado(p(z)) < 2}. Consideremos la aplicacién

1

9:V xV SR glpla), q(x) = / p(t)a(t) .

i) Prueba que g es una métrica euclidea sobre V.
i) Demuestra que la base {1, 2,22} no es ortonormal respecto de g y obtén a partir
de ésta, una base ortonormal por el procedimiento de Gram-Schmidt.

Prueba el Lema 3.

Sea (V,g) un EVM y f: V — V' un isomorfismo de V' en otro espacio vectorial real.
Prueba que existe una tnica métrica ¢’ sobre V' que hace a f una isometria de (V, g)
en (V' ¢).

Sea (V',¢') un EVM y f: V — V’/ un monomorfismo de otro espacio vectorial real
V en V'. Prueba que existe una tinica métrica g sobre V' que hace a f una isometria

de (va) en (f(v)ag/’f(V))
Prueba la Proposicion 5.

Sea A € §,(R), B una base de V(R) y g la inica métrica sobre V tal que Mp(g) = A.
Demuestra que g es euclidea si y sélo si existe Q € Gl(n,R) tal que A = Q! - Q.

Prueba el Lema 4.

21

Sea g la métrica sobre R? cuya matriz en la base usual es Mp,(g) = ( 1 9

) . Prueba

que g es euclidea.
Prueba el apartado 2 del Lema 5.

Sea U un subespacio vectorial de un EVME (V] g). Prueba que dado x € V, py(x)
en el unico vector de U que minimiza ||z — ul|, Vu € U.
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26.

27.

28.
29.
30.
31.

32.

33.

34.
35.

Es posible que la restriccién de una métrica no degenerada a un subespacio sea

degenerada (esto no ocurre para métricas euclideas): prueba que la métrica g sobre
. 0 1

R? cuya matriz en la base usual es Mp, () = < 1 0) es no degenerada, pero que la

restriccién de g a U = L({(1,0)}) es degenerada.

Supongamos que (V,g) es un EVM no degenerado, y U < V tal que g|y es no
degenerada. Definiendo UL como en el caso euclideo, probar que V. = U @ U=.
Indicacién: para ver que V = U + U+, toma = € V y una base {1,...,z;} de U.

;. Cuando el paréntesis en la descomposicién x = ) 7" | a;x;+ (x - i aiﬂci) esta en

U+? (traduce esto a un sistema de ecuaciones lineales).
Prueba el Lema 6.

Prueba la Proposicion 6.

Prueba el Corolario 1.

Prueba el Corolario 2.

Prueba que al cambiar la orientacién en un plano euclideo, el dngulo orientado 6
entre dos vectores pasa a ser 2w — 6.

Sean g, g’ dos métricas sobre el mismo espacio vectorial V(R), tales que
9(z,y) =0 <= g'(z,y) =0.

JTienen que coincidir g y ¢'?

Prueba los apartados 1,2 del Lema 9.

CRITERIO DE LOS MENORES PARA SABER ST UNA METRICA ES EUCLIDEA. Sea (V, g)
un EVM y B una base ordenada de V. Dado k € {1,...,n}, sea Aj el menor
de Mp(g) formado por las k primeras filas y columnas de A. Demuestra que g es
euclidea si y sélo si Vk, det(Ag) > 0. Indicacién para la condicién suficiente: Razona
por induccién sobre dim V' y encuentra una base ortonormal By = (y1,...,yn—1) de
glu, donde U C V estd generado por los primeros n — 1 vectores de B. Amplia By

aBi= (Y1, Yn—1,Yn) ¥ €xpresa

I,_1 | a
Miy(g) = ()
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

para cierto a = (ay,...,a,_1) € R" 1. Define By = (Y1, -, Yn—1,Yn — Z;:ll a;yi) y

prueba que
In1 | 0
M = = .
5:(9) ( 0 ‘ an — Y af >

Finalmente, prueba que a,, — Z?;ll a? > (, por lo que g sera euclidea.

Sea V un espacio vectorial real, y U, W subespacios vectoriales de V tales que V =
U @® W. Demuestra que existe una métrica euclidea g sobre V tal que W es el
suplemento ortogonal de U respecto a g.

Sea f un endomorfismo autoadjunto de un EVME (V, g). Prueba que V es suma
directa ortogonal de ker(f) y de Im(f).

Se consideran los subespacios vectoriales de R*
U={(z,y,2,t) eR |z —y=0, 24+t =0}, W =L({(1,-1,0,0),(0,0,1,1)}).

Sea f :R* — R? la isometria determinada por las condiciones

(A) f(U)=W,
(B) f(1,—1,0,0) = (1,1,0,0),
(C) det f = 1.

Prueba que f es diagonalizable, y calcula (si existe) una base ortonormal de R* con
el producto escalar usual que esté formada por vectores propios de f.

1 0 2

Encuentra una matriz P € O(3) tal quesi A= | 0 1 2 |, entonces P'-A-P es
2 20

diagonal.

Sea f un endomorfismo autoadjunto de un EVME (V,g), tal que g(f(z),z) > 0

Va € V. Prueba que 3h endomorfismo autoadjunto de (V,g) tal que hoh = f. ;Es
h nico?

(Descomposicién polar de una matriz). Sea (V,g) un EVME y f: V — V un auto-
morfismo de V. Definimos f: V — V mediante g(f(z),y) = g(z, f(y)), Vz,y € V.

(A) Prueba que f o ]? es un endomorfismo autoadjunto de (V,g), con todos sus
valores propios positivos.

(B) Encuentra un endomorfismo autoadjunto h de (V, g) con todos sus valores pro-
pios positivos tal que hoh = fo f.
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(C) Prueba que h™!o f es una isometria de (V, g).

(D) Abplica lo anterior para probar que toda matriz A € Gl(n,R) puede escribirse
como A = P - R donde P € S,(R) tiene todos sus valores propios positivos y
R € O(n).
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