Geometria 11
Grado en Matematicas

Soluciones del examen de la convoctoria ordinaria de junio (5/06/2019)

1. Sea V un espacio vectorial real de dimension 4, g una métrica euclidea sobre V y B =
{eq, s, €3, €4} una base ortonormal. Consideramos el endomorfismo f de V' dado por

fler) =ea, flea) =es, fles) =eq, fles) =e1.

Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

a)

d)

¢Es f un endomorfismo autoadjunto?

La matriz de f respecto a la base B es

M(f, B) =

o O = O
o = O O
_— o O O
S O O

Como M (f, B) no es simétrica y B es ortonormal, f no puede ser autoadjunto.

sEs [ un endomorfismo diagonalizable?

El polinomio caracteristico de la matriz anterior es

_1t _Ot 8 ! —t 0 0 1 =t 0
=y 1 4 o|="t 1 —t 0|-|0 1 —t
0 0 1 0 1 —t 0 0 1

=t 1= -1)(t*+1).
Como t? + 1 no tiene raices reales, f no puede tener 4 valores propios reales contando
multiplicidades. Por tanto, f no es diagonalizable.
¢Es [ una isometria?
Como det f = ps(0) = =1 # 0, f es un automorfismo de V. Asi que f serd una isometria de
(V. g) en si mismo si y sélo si lleva bases ortonormales en bases ortonormales. Como f(B)
es una reordenaciéon de la misma B, que es una base ortonormal, concluimos que f es una
isometria.
Demuestra que f o f es la simetria repecto de cierto subespacio y calcula ese subespacio.
f o f cumple claramente

(fof)er)=es, (fof)lea) =es, (fof)les)=e1, (fof)lea)=ey,



luego la matriz de f o f respecto a B es

0010
0001

M(fof7B):1OOO7
0100

que es simétrica. Como B es base ortonormal, deducimos que f o f es un endomorfismo
autoadjunto, luego f o f es ortogonalmente diagonalizable. Ademds, f o f es una isometria
de (V,g) en si mismo, por ser composicién de isometrias. Asi que f o f es una isometria
diagonalizable, luego sus valores propios sélo pueden ser +1. En cuanto a las multiplicidades
de estos valores propios, 1 no puede ser valor propio cuddruple porque fof no es la identidad.
—1 tampoco puede ser valor propio cuadruple, porque f o f # —1y. Los casos de que —1
sea valor simple (y 1 triple) o bien 1 sea valor propio simple (y —1 triple) también estan
descartados, porque llevarfan a det(f o f) = —1 pero det(f o f) = (det f)> = 1. Asique 1y
—1 son valores propios dobles, y por tanto f o f es la simetria respecto del subespacio propio
V1 asociado al valor propio 1, que ha de tener dimensién 2. Calculamos este subespacio: en
coordenadas respecto a B, un vector (a,b,c,d) estd en V; si y sélo si

-1 0 1 0\/a 0
0 -1 0 1 b | | o
10 -1 o flec| o0
0 1 0 -1/\4d 0

Asi que Vi = L({(1,0,1,0),(0,1,0,1)}) (en coordenadas respecto a B).

2. Sea V' un espacio vectorial real de dimension 3y B = {e1, €2, e3} una base ordenada. Para cada
par de numeros reales a, b, definimos la métrica cuya matriz en la base B viene dada por

1 1
Mgp(g)=| a 1
1 1

— o Q

Calcula la signatura y clasifica la métrica en funcion de los valores de a y b.

El determinante de Mp(g) es —(a — 1)?, que se anula si y sélo si a = 1. Dividimos el plano de
valores de los parametros en tres subconjuntos disjuntos:

S™={(a,b)eR? |a<1}, L={(abeR*|a=1}, ST={(ab)eR®|a>1}

Para (a,b) € ST U S, g no puede ser definida positiva porque det Mp(g) = —(a —1)? < 0.
Tampoco puede tener signatura (4, —, —) por la misma razén. Tampoco puede ser definida
negativa, porque g(ej,e;) > 0. Asi que g sélo puede tener signatura (+,+,—) (luego es una
métrica no degenerada e indefinida) para parametros (a,b) € ST uU S™.

Queda estudiar la signatura de g cuando (a,b) € L. En ese caso, det Mp(g) = 0 y por tanto
el polinomio caracteristico p4(t) de A = Mp(g) ha de tener a cero como raiz. Calculamos este
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polinomio:
11—t 1 1
palt)y=| 1 b—t 1 |=—t(—2+bt+2(b-1)).
1 11—t

Las raices de pa(t) sont =0y

ty(b) = % [(2 +b) /(2 + )2+ 8(1 — b)] .

La ecuacién (2 + )% + 8(1 —b) = b* — 4b + 12 = 0 no tiene raices reales (sus discriminante es
16 — 48 < 0) y tiene coeficiente lider positivo, luego el radicando de t4(b) es siempre positivo.

e Sib <1, entonces 8(1—b) > 01luego (2+b)—~/(2 + b)2 + 8(1 — b) < 0 (es decir, t_(b) < 0)
v (24b) +4/(2 +b)2+8(1 —b) > 0 (es decir, . (b) > 0) . Asf que la signatura de g para
a=1,b<1es (0,4+,—)y por tanto, g es degenerada pero no es semidefinida positiva ni
semidefinida negativa.

e Sib> 1, entonces 8(1—b) < 0 luego (24b)—+/(2 + b)2 + 8(1 — b) > 0 (es decir, t_(b) > 0)
Vv (24b) +4/(2+b)2+8(1 —b) >0 (es decir, ¢, (b) > 0) . Asf que la signatura de g para
a=1,b<1es (0,+,+)y por tanto, g es degenerada y semidefinida positiva.

e Si b =1, entonces pa(t) = t(t*> — 3t) = t*(t — 3), que tiene raices 0 (doble) y 3 (simple).
Asi que la signatura de g para a = 1, b = 1 es (0,0,+4) y por tanto, g es degenerada y
semidefinida positiva.

. En R? con la métrica usual se consideran dos giros f y h. Prueba que existe un vector v €
R? — {0} tal que f(v) = h(v).

Como f,h son isometrias de (R3,{,)) en si{ mismo, tenemos que h~' o f es una isometria de
(R3,{,)) en sf mismo. Ademds, det(h) = 1 = det(f) por ser f,h giros, luego det(h ! o f) =
det(h™1)det f = (det h)~'det f = 1. Esto nos dice que A~ o f es una rotacién. Por el teorema
de clasificacién de las isometrias en un espacio vectorial métrico euclideo tridimensional, h='o f
es el giro de cierto angulo 6 € [0,27) alrededor de un cierto eje L = L({v}), v € R, |jv|| = 1.
Asi, (bt o f)(v) = v de donde f(v) = h(v).

. Sean V un espacio vectorial real de dimension finita, g, q" dos métricas en V' y f un endomor-
fismo de V' que verifica

g (f(u), f(v)) = g(u,v), Yu,veV. (1)
Demuestra que:
a) indice(g’) > indice(g).
Tomemos una base ordenada B = (1, ..., Zp, Trg1, -y Trpsy Tristl,-- -, Tpn) de V donde la

matriz Mp(g) adopte la forma del Teorema de Sylvester. Es decir,

1 osil<i<r,
g(zi,z;) =0sii#7,  glz,z) = 1 sir+l1<i<r+s,
0 sir+s+1<i<n.



La igualdad (1) implica que ¢’ es definida negativa en L({f(x1),..., f(z,)}). Si vemos

que f(x1),..., f(z,) son linealmente independientes, entonces tendremos que indice(g’) >
dim L({f(x1),..., f(z,)}) = r = indice(g) y habremos terminado. Veamos entonces que
f(z1),..., f(x,) son linealmente independientes:

Sean ay,...,a, € R tales que >_, a;f(z;) = 0. Entonces, f(x) = 0, donde x = >}/_, a;z;.
Esto implica que

0=¢(0,0) = ¢(f(x), f(2)) < g(x, ).

Como z € L({z1,...,x,.}) vy la restriccién de g a L({z1,...,x,.}) es definida negativa, con-
cluimos que z = 0. Como z1, ..., z, son linealmente independientes (forman parte de la base
B), deducimos que a; = ... = a, = 0, luego f(z1), ..., f(z,) son linealmente independientes.

rango(g’) = rango(g).

Repitiendo el argumento del apartado anterior para f(z,41),-.., f(Z,1s), tenemos que ¢’
es definida positiva en L({f(x,11), ..., [(zr4s)}) v que f(z41),- -, f(2r1s) son linealmente
independientes (ahora se usard que la restriccién de g a L({z,11,...,24s}) es definida

positiva). Es decir, ¢’ es definida positiva en un subespacio vectorial de dimension s. Asi,
el nimero de unos en una matriz donde ¢’ adopte el Teorema de Sylvester es al menos s.
Uniendo a esto lo obtenido en el apartado anterior tenemos que rango(g’') = r+s = rango(g).

Si existe un endomorfismo h de V' tal que g(h(u), h(v)) = ¢'(u,v) Yu,v € V', entonces (V,g),
(V',q") son isométricos.

Aplicando los apartados a), b) a h (en el papel que antes jugaba f), y tenemos que
indice(g) = indice(¢') y rango(g) = rango(g’). Por tanto, indice(g) = indice(g’) y rango(g) =
rango(g’). Estas dos igualdades implican que (V, g), (V', ¢’) son isométricos por un resultado
probado en clase.



