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Curso 2012/13
Profesor: Rafael Léopez Camino

(a) Si fe L(V,V'), Besbasede Vy f(B) es un conjunto de vectores linealmente
independiente, ; f es inyectiva?

(b) Si f € End(V) con M(f,B,B’) =1, jes cierto que f =1d?

(c) Si f e L(V,V'), probar que Ker(f) = an(Im(f")).

(d) Sif:V — V'esunisomorfismo y A € R — {0} ;Af es un isomorfismo?
(e)

. Es cierto siempre que si f: V' — V' es una aplicacién lineal inyectiva y B es
base de V, entonces f(B) es base de V'?

(f) Sea f:V — V' una aplicacién lineal con dim(V') = dim(V"). Probar que f es
inyectiva < f es biyectiva.

(g) Hallar w € R3" tal que Ker(w) = {(z,9,2) € R* z + 2y + 32 = 0}.
(h) Existen endomorfismos en los que el nicleo y la imagen coinciden.

(i) Existen epimorfismos de My(R) en R? cuyo nticleo es Ay(R).

. Decidir cudles de las siguientes aplicaciones son lineales:

(a) f(z,y,2) =2 —22 deR®aR,
() f(z,y,2) =zy+yz deR®aR,
(¢) flw,y)=(y—z,2—y,y—z) deR?aRR3
(d) f(z,9) = (z+y,z+2,2—y) deR?aR3

. Sea considera la aplicacién f : R® — R3 dada por f(x,vy,2) = (2,0, z). Probar que
f es lineal y calcular una base su ntcleo y de su imagen.

. Sea V' un espacio vectorial y sea g € End(V) tal que g o g = g. Demostrar que
V = Ker(g)® Im(g). En R? y en R?, hallar endomorfismos no triviales satisfaciendo
la anterior propiedad.

. Sea f € End(V) tal que fo f = 1y. Demostrar que f es un automorfismo, y que
V =U& W, siendo

U={zeV; flx)=a}, y W={zeV; f(z)=—z}.
Particularizar al caso V =R? y f(a,b) = (a, —D).
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Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial V. Denotemos por

Inv(f) ={z eV ; flx) ==},

llamado el conjunto de los elementos invariantes por f. Demostrar que Inv(f) es un
subespacio vectorial de V.

Sea V' un espacio vectorial que admite un endomorfismo f tal que fo f = —1y. Pro-
bar que si v # 0, entonces {v, f(v)} es linealmente independiente. Como conclusion,
demostrar que la dimensién de V' es par.

Encontrar un automorfismo f de R?* de manera que f(U) = U’, siendo U y U’ los
subespacios de R? definidos por

U= {(xay70) ;1Y € R}a U = {(ana 2)7 Y,z € R}
. Es posible encontrar més de uno en estas condiciones?

Sea f : R* — R? la aplicacién lineal dada por f(z,y,2,t) = (x+z—t,y+t,x+y+2).
Hallar la expresion matricial de f respecto de las bases

B =1{(-1,0,0,0),(1,-1,0,0),(1,1,-1,0),(1,1,1,-1)}, B" = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}.

Encontrar, si es posible, una base B de R? y otra B’ de R? de forma que

o 1000
M(f,B,BY=|01 0 0
0000

Calcular el rango de f. ;Es f un epimorfismo?

Sea f : V — V’/ una aplicacién lineal de rango m. Probar que existen bases By B’
de V' y V' respectivamente, tal que

n_( Im O
Dada f: R* — R? f(z,y) = (z,2x +y), probar que f es un isomorfismo y calcular

Su inversa.

Probar que si f es un endomorfismo de un espacio vectorial V', entonces fo f = 0 si
y s6lo si Im(f) € Ker(f). Hallar un endomorfismo no trivial de R? con la anterior
propiedad.
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Sea la expresién matricial respecto de la base usual de R?® de un endomorfismo f
dada por

1 0
a a
0 1

SIS

Segun el parametro a, estudiar la nulidad y el rango de f.

Sea V' un espacio vectorial y B = {ey,...,e,} una base de V. Sea H = {v,...,v,},
r < n, un subconjunto de V. Probar que H es linealmente independiente si y sélo
si existe un automorfismo f de V' tal que f(e;) =v;, Vi=1...,r.

Sea f es un endomorfismo de V' con dim Ker(f) = dim Im(f), probar que la di-
mensién de V es par. jPuede ser f un automorfismo? En R? hallar un endomorfismo
con la propiedad anterior. Del mismo modo, hallar un endomorfismo de R* tal que

Ker(f) = Im(f).

Hallar el niicleo y la imagen de la aplicacién lineal f: My(R) — R? dada por

f(( i 2)) = (2a,b+ ¢, 2d).

Consideramos ¢ (z,y,2) = x —y — 2z. Si B/," = {1, as, a3, a4} es la base usual de
M, (R)*, hallar las coordenadas de f*(v)) respecto de B.*.

Hallar un epimorfismo de R* en R3 cuyo nicleo sea U = {(z,y,2,t) € RY;x =y =
z—t=0}.

Hallar un endomorfismo de R3 tal que su nicleo e imagen sean, respectivamente,
U={(z,y,2) eERYa+y+2=0tyW={(z,y,2) ER%z+y—2=0,2—y =0}
Hallar una aplicacién lineal de P[z] en M3(R) cuya imagen sea a) So(R); b) Ay(R)
y ¢) {A € My(R);traza(A) = 0}.
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) v f: My(R) — R? dada por

f(A) = (traza(A), traza(AU)).
Hallar una base del nticleo y de la imagen.

Dado f € End(R*) por f(z,y, z,t) = (x—y,y+2z,x—2,x+y+t), hallar su expresién
matricial respecto de B = {(1,0,0,—-1),(0,1,0,1),(0,0,—1,—1),(1,1,1,0)}. Hallar
una base del nicleo y de la imagen.
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Probar que las matrices

(1o) (L) (oip

forma una base de S3(R) y respecto de ella, hallar la expresién matricial del endo-

morfismo b b
a a+ a—c
ﬂ(b c)):(a—c c )

Sea f : P,[X] — P,[X] la aplicacién lineal f(p(X)) = p'(X). Hallar una base del
nicleo y de la imagen.

Hallar la expresién de una aplicacién lineal f : Po[X]| — R3 tal que f(1 +z +2?) =
(2,0,1), f(1+22%) = (3,1,0) y f(w +2?) = (1,-2,3).

Sean Vi, V4 dos espacios vectoriales con bases By = {ej,eq9,e3} v By = {e], ¢4}
respectivamente. Se consideran las aplicaciones lineales f y ¢ definidas por

FA O S T N B G
ey — €] —é, ey — e —ey
ey — e ey, — e —e3

es — e} + 2¢é,
Hallar las siguientes matrices:

(a) M(f,Bi,Bs), M(g,Bs,B1),
(b) M(go f,B1), M(fog,B).

Con la misma notacién para espacios vectoriales y bases que en el ejercicio anterior,
se considera la la aplicacion lineal dada por

fler) =€y — €, flea) =1, fles) =2¢] — €.
Hallar M(f, By, Bs) y bases del nicleo e imagen de f.

Con la notacion del ejercicio anterior, sea

wirme) = (5 5 ).

Calcular la matriz de f respecto de las bases By = {ey + e3,e1 + e3,e1 + ea},
By = {3(ch +¢b), 5(¢) —eh)}.
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En R? se consideran los subespacios dados por U = {(x,y,2) € R%x +2y + 2z =
0,z —2y—2=0}y W=<(1,0,1),(1,1,0) >. Encontrar un endomorfismo f de
R3 tal que f~Y(W) = U y dim (Ker(f)) = 2.

Hallar la expresién matricial respecto de la base usual de R? de un endomorfismo f
definido por las siguientes condiciones:

(a) La aplicacién f, restringida al plano de ecuacién x +y+ 2z = 0, es la identidad.
(b) f(0,0,—-1) = (—1,-2,—-1).
Probar que la aplicacién f : P[X] — My(R) dada por

f(a0+a1X+a2X2): ( ap aip >

a1 Q9
es lineal y probar que Im(f) = S3(R). Deducir la nulidad y el rango de f.

Hallar bases del nticleo e imagen de la aplicacién f : P3[X]| — M3(R) dada por

f(a0+a1X+a2X2+a3X3):(a3 @2_610)‘
a1 — ag 0

Hallar su expresién matricial respecto de las bases usuales.

En el espacio vectorial R? se definen los subespacios vectoriales U =< (1,1,1) >
y W ={(z,y,2) € R% 2z +y+ 2z = 0}. Encontrar un endomorfismo f de R? cuyo
nicleo sea U y cuya imagen sea W y hallar su matriz de f respecto de la base usual
de R3.

Demostrar que dos matrices semejantes tienen la misma traza, pero que el reciproco
es falso; mas ain, que si dos matrices tienen el mismo rango y la misma traza no
tienen porqué ser semejantes. A partir de esto, definir la traza de un endomorfismo.
Calcular la traza del endomorfismo f de R? dado por f(x,y) = (z +y,z — y).

Sea P una matriz regular de orden n. Probar que la aplicacién de M,,(R) en si
mismo dada por A — P~1AP es un automorfismo de M,,(R).

Sea V un espacio vectorial de dimensiéon 2 y f € End(V) tal que fo f = 0.
Demostrar que o bien f =0, o si f # 0, es posible encontrar una base B de V tal

aue L
m=(1 )
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(Indicacién: Probar que si f(z) # 0, entonces {f(z),z} es linealmente independi-
ente). A partir de esto, encontrar todas las matrices cuadradas reales A de orden 2,
tales que A% = 0.

En R? y R? se consideran las bases B = {(1,2,1),(0,1,2),(0,0,2)}y B' = {(1,2),(0,2)}
respectivamente, asi como las bases usuales B, y B.,. Hallar M (f, B, B,), M(f, B., B),
M(f,By,B.)y M(f,B,B’) donde f es la aplicacién lineal f(x,y,z) = (z + 2y, 2).

En R?, hallar la base dual de B = {(1,1), (2, —1)}. Hallar las coordenadas respecto
de B* de a(z,y) =z +v.

En P5[X] hallar la base dual de {1,14+ X, 1+ X + X2 1+ X + X? 4+ X?}.

En P[X] se consideran las aplicaciones B = {«, 5,1} definidas por a(p(X)) =
p"(1), B(p(X)) =p(1) y ¥(p(X)) = p'(0). Probar que B C P5[X]* y es una base de
dicho espacio.

En R3 se consideran las formas lineales

1/11(5673/72): 233'-:[/4—32,
¢2(l’7y,2): 3$—3y+27
¢3(I,y, Z) = 4z + 7y + z.

Probar que B’ = {41, 1y, %3} forman base de R3" y calcular las coordenadas respecto
de B' de ¢(z,y,2) = x +y + z. Encontrar la base B de R3 tal que B’ = B*.

En P[z] se consideran las siguientes bases B = {1, z, 2%} y B’ = {1, 1+x, 1 +x+2?}.
Encontrar las ecuaciones de cambio de base entre B* y B™. Si ¢ € Py[x]* viene
dada por ¢ (p(x)) = p(—1), encontrar las coordenadas de ¢ en la base B™.

Sea M3(R) y la forma lineal p(A) = traza(A). Encontrar una base B’ de Ms(R)*
en la que esté . Encontrar también la base B de M3(R) tal que B* = B’. Hallar
una base de an(< ¢ >).

En Mj(R) se consideran las formas lineales

a b a b
<P1<C d):a+d’ <,02<C d)zb—c.

(a) Probar que ¢1 y @2 son linealmente independientes.

(b) Ampliar {¢1,¢2} a una base de My(R)* calcular las coordenadas de p(A) =
a+b+c+d.

(c) Calcular una base del subespacio anulador de {¢1, ¢2}.
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En Moy (R) se considera la base

)Gy

Obtener la correspondiente base dual.

Sea V un espacio vectorial, B; = {e1,...,e,} una base de V'y B} = {¢1,...,¢n}-
Dados Ay, ..., A, € R, se definen los conjuntos By = {e7,...,e,}, By ={@1,...,@n},
donde

=

= €y, €_i:€i—)\i€1, VZ':27...,TL,
ﬁ:@l‘FZ)\j@j, 0; = V5, Vi=2,...,n.
Jj=2

Probar que B; es base de V', B} de V* y que B = Bj .

Calcular una base y ecuaciones cartesianes del anulador del subespacio vectorial U
de R* dado por
U={(z,y,2,t) eRY 2 +y — 2z =0}

Para cada matriz A € M,,(R), definimos una aplicacién ¢4 : M,,(R) — R mediante
wa(X) = traza(AX). Demostrar que p4 € M,(R)*. Reciprocamente, probar que
para cada forma lineal ¢ sobre M, (R) existe una matriz A € M,(R) tal que

YA =@

Se definen las aplicaciones ¢(z,y,2) = 2e+y—2zy ¥(z,y,2) = v+y+2. Demostrar
que ¢ v 1 son formas lineales sobre R? y que son linealmente independientes. En-
contrar una tercera forma lineal o € R*" de modo que {p,%,a} sea una base de
R3*. Encontrar también una base de R? cuya base dual sea {, 1, a}.

Sea V' un espacio vectorial y sean y € V', ¢ € V*. Definimos un endomorfismo f de
V mediante f(z) = ¢(z)y, € V. Demostrar que la traza de f es ¢(y).

Se considera la aplicacién lineal de R? en R? mediante f(x,y,z) = (z + y,y + 2).
Calcular una base de an(Ker(f)). Calcular la matriz de la aplicacién traspuesta de
f respecto de las bases usuales de R? y R2.

En P,[X| y Po[X]* sean las bases B = {1,z,2%} y B* = {1, ¢2, p3}. Se definen las
siguientes aplicaciones de V' en R:

(a) ¢1(p(x)) :/0 p(@)dr,  o(p(z)) =p'(1), s(p(z)) = p(0),
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(b) au(pla)) = / p(a)dz, as(p(z)) = / zp(z)d,
a3 (p(z)) = / 2p(z)dz.

Demostrar que tanto {11, 19,93} como {ay, as, a3} son bases de V*. Calcular las
coordenadas de los elementos de tales bases en B* y hallar las bases de V' de las
cuales son bases duales.

Sean V' y V' dos espacios vectoriales, f € L(V,V') y ¢ € V*. Probar que existe
¢ € V"™ tal que ¢' o f = p siy sélo si Ker(f) C Ker(p).

Se considera el espacio vectorial V' = P,[X]. Probar que para cada forma lineal
¢ € V*, existe un unico polinomio ¢(z) € V tal que

Sea f € End(V) con fo f = f. Probar que f' satisface f'o f' = f'y que

V* = an(Ker(f)) @ an(Im(f)).

Se considera la aplicacién lineal f : R? — R? dado por f(z,y) = (z,y,z+y). Hallar
M(ft, B, B*) donde B = {(1,1), (1,0)} y B' = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}.

Hallar un subespacio vectorial de R* cuyo anulador es < v, > con ¢ (z,y, 2,t) =
r—=yy ¢2(x’y7z)t) =z—t

Si B = {ej, eq,e3} es una base de un espacio vectorial V', calcular las coordenadas
respecto de B* de la forma linea o dada por

ale; —ey) =1, ale; +e2) =0, ale; +es +e3) = 2.
Hallar una base y ecuaciones cartesianas del anulador del subespacio de R? dado
por U = {(z,y,2) € R%z+y+ 2 =0}.

Hallar una base y ecuaciones cartesianas del anulador del subespacio de R* dado
por U ={(z,y,2,t) e RY 2 +y+2=0,2+y—t =0}

Hallar un endomorfismo g de (R*)* tal que Ker(g) = Im(g) = an(U), donde
U{(z,y,2,t) e RY;z —y =0,z —t = 0}. Hallar f € End(R?) tal que f! = g.



61. Se considera a(z,y,2) = z — y + z. Hallar el subespacio U C R? tal que an(U) =<
o >.

62. En M3(R) se consideran las formas lineas a(A) = traza(A) y B(A) = a1 + aa.
Hallar una base de an(< «, 8 >).



