Tema 6: Espacio Afin Euclideo.
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1. Espacio afin. Vectores y puntos.

Definicién 1 Un espacio afin es una terna (V(R), A, ®) donde V(R) es un espacio vecto-
rial real, (llamado espacio de direcciones, y sus elementos se llaman vectores o direcciones),
A es un conjunto no vacio (sus elementos se llaman puntos) y ®: A x V. — A (notacién:
®(P,v) = P +v) cumple

(A1) ®(P,0)=P (P+0=P)VP € A,

(A2) ®(®(Pv),w)=®(Pv+w) (P+v)+w=P+(v+w)VPe A v,weV,



(A3) VP,Q € A, v eV tal que ®(P,v) =Q (P+v=0@Q).

La dimension de A es la dimensién de V.

(A3)’ VP € V, la aplicacion ®p: V. — A, ®p(v) = P + v es una biyeccién (podemos
identificar A con V fijando un origen).

Si @ = P + v, entonces PQ :=v = ®,'(Q) € V (vector libre de origen P y extremo Q).
Por definicién,

P+PO=0.
Ejemplos.

1. Todo espacio vectorial es un espacio afin, con ® : A xV — A, &(P,v) = P+ v
(ahora NO es notacién).

2. Podemos dotar de estructura de espacio afin a cualquier plano IT de R3, aunque no
pase por el origen: Llamo A = II y considero el plano vectorial V' = II' paralelo a II
que pase por el origen (II' es un espacio vectorial). Dados P € II, v € II', definimos
®(P,v) como el tinico punto de II obtenido “trasladando 0 a Py luego sumando v”.

En todo el tema, A denotard un espacio afin.

Proposicién 1 1. PO+ QR = PL.
9. PO =0 siysdlosi P=Q.
3. PO = —QP.
/. IDENTIDAD DEL PARALELOGRAMO: Si PQJ — RS, entonces PR — Q3.

——
5. P+U,Q+w:@+w—v.

Demostracién. Para 1, basta comprobar: L@p(@ + Cﬁ) =R?
op(PQ +QR) = o(P, PG + QR) 2 o (4(P, PQ), Q1)) = 9(Q.QR) = R

Para 2, PO =0 & 051(Q) =06 Q=ap0) ‘& g=p.
3 se deduce de 1 y 2.

Para 4, P—}%—i— ﬁ = ﬁ = ]@ + @ Cancelar I@ con }@

Para5,P+U,Q+w(:1)P+v,15+P,Q+w(3=)—P7P+U+P7Q+WZ—U+P7Q+U’:
w4+ PO+ 0.0+ w=—v+ PO +w. O



2. Subespacios afines.

Definicién 2 (Subespacio afin) Un subespacio afin es un subconjunto S C A del tipo
S=op(U)=P+U,donde Pc AyU<V.

Lema 1 (U es tnico) Si S = ®p(U) = ®go(W) con P,Q € A y U W <V, entonces
U=W yPOeU.

Demostracion. Q + W = (P+@)+W:P+(@+W). Como Q+W = P+ U,
P+ (PO+W)=P+Uluego PO+ W =U = PQeUyasi,U=W. 0

Si S = ®p(U) es una subespacio afin de A, a S = U se le llama variedad de direccion
de S: B B
S=P+585, dim S := dim S.

Como S ={Q | QGS}:{P—F@ \ QES}zP%—{]@ | Q@ € S}, deducimos que
S={PQ|Qes).
En el caso de que dim S = dim A — 1, a S se le llama hiperplano afin.

Lema 2 Sean S =P + ,5_*'; T=Q+ T dos subespacios afines de A. Entonces:
SCT o §cTyPQeT.

Demostracién. SCT < P+ScQ+T < P—i—S"CP—i-F@—i—T‘ & S_"CF@—I—T)(*

~—

Si (%) se da, como 0 € S, entonces 0 € ]@%—fluego ]@ € ’fy S c 1@—#1:: T.
Reciprocamente, si S C T’y ]@ € T, entonces (%) es trivial. O
Aplicando el Lema 2 tenemos:
Corolario 1 Sean S = P + 5’1 T=Q+ T dos subespacios afines de A. Entonces:
1. S=T o §=TyPO€S.
2.5 CT ydim$S =dimT = S=1T.
Demostracion. Ejercicio. O



3. Ecuaciones cartesianas o implicitas de un subespacio afin.
Sea M € My,xn(R) con rango m y b € R™.

Mx=1b < Sistema de m ecs lineales con n incégnitas
Mx=0 « Sistema homogéneo asociado
Sol(Mz = 0) < Subespacio vectorial de R™ con dimensién n —m

Lema 3 Sol(Mz = b) es un subespacio afin de R™ con dimension n —m y variedad de
direccion Sol(Mx = 0).

Demostracion. Sea xo una solucién de Mz = b. Sol(Mz = b) = z9 + Sol(Mz = 0). O

El reciproco es cierto:

Proposicion 2 Sea S C R" subespacio afin con dimS = n — m. Entonces, IM €
Mpxn(R) con rango m y b € R™ tales que S = Sol(Mz = b).

Demostracion. Tomo xg € S. Por lo anterior y el Corolario 1, basta ver que dM €
Mixn(R) con rango m tal que S = Sol(Mz = 0). Tomamos una base B de V = A
y M dada por las ecuaciones implicitas de S respecto a B, por filas. O

Recordemos cémo se calculan las ecuaciones implicitas de un subespacio vectorial U de V
respecto a una base B de V: Llamemos B = {x1,...2z,} y sea By = {y1, ..., yx} una base
de U (auxiliar). Primero escribimos por columnas las coordenadas de cada vector de By
respecto a B:

ail e A1m

Am1 PN Amm
Am+1,1 -+ Am+1m

anl cee Anm

Reordenamos las filas anteriores para que las m primeras filas sean linealmente indepen-

dientes (teorema del rango). Anadimos una columna de incégnitas by, ..., b, a la derecha:
all N A1m bl
am1 e Amm bm
Am+1,1 -+ Gm41m b1
[07°%] .. Apym bn



Cada uno de los determinantes

aijl s Q1m b1

=0, VYVh=m+1,...,n
Ami - QAmm bm
aplr .- Qapm bh

es una ecuacion implicita de U.

4.

Subespacio afin generado por m + 1 puntos.

Dados P,Q € A, la recta afin generada por P y Q es

< P,Q>=P+L({PQ}).

< P,Q > es un subespacio afin de dimensién 1 (salvo que P = @), y es el tnico
subespacio afin de dimensién 1 que contiene a Py a Q.

< PQ>=<Q,P >.
SiSi Re< P,QQ > esdistintode Pyde ) = <P, R>=<P,(Q >.

Si A,B,C e< P,Q >= 1@, E son linealmente dependientes.

Dados Py, ..., Py € A, el subespacio afin generado por Py, ..., Py, es

< Py,....Pn,>=F +L({.P0.P17 .. ,PoPm})

< Py,..., Py > es un subespacio afin de dimensién

dim < Py,..., Py, >= rango{PgPl, ... ,P(]Pm}

y es la interseccién de todos los subespacios afines de A que contienen a Py, ..., Py,
(en particular, podemos cambiar Py por cualquiera de los otros puntos y el resultado
no cambia).

Proposiciéon 3 SiS es un subespacio afin de A con dim S = m, entonces APy, ..., P, € S
tales que S =< Py, ..., Py >, y el nimero de puntos no puede ser menor.

Demostracion. Sea Py € Sy {v1,...,v,} una base de S. Llamemos P; = Py+wv €58.
Entonces, < Py, ..., Pp >C S y contando dimensiones se da la igualdad. Finalmente, Si
S =< Qo,...,Qr > entonces S = L({QoQ1,...,RQ0Q%}) luego m = dim S < k. O




5. Dependencia e independencia afin.

Definicién 3 m + 1 puntos Py, ..., P, € A se dicen afinmente independientes si
dim < Py, ..., P, >=m (en caso contrario, los puntos se dicen afinmente dependientes).

s Todo subconjunto de un conjunto afinmente independiente es afinmente indepen-
diente.

= A un conjunto afinmente independiente se le pueden afiadir puntos hasta conseguir
n + 1 puntos afinmente independientes (n = dim A).

» Sidim A =n = todosubconjunto con méas de n+1 puntos es afinmente dependiente.

6. Interseccion y suma de subespacios afines.

Proposicién 4 Si S, T son subespacios afines de A y SNT # @ = SNT es un subespacio
afin de A, con SN I'=5nT.

Demostracién. Sea P€ SNT = SNT=P+8)N(P+T)=P+(SNnT). O

Luego la interseccién de dos subespacios afines, o es vacia (imposible para subespacios
vectoriales), o es un subespacio afin. ;Cudndo es SNT # 7

Lema 4 Si S, T son subespacios afines de A, entonces

SNT+#0 & YPeS,QeT, POeS+T.

Demostracion. [=]Tomemos R € SNT. Entonces, P@ = P‘}>E+}ﬁ € S+TVPeS,QeT.
[<]Sean P € S,Q cT. Asi,P@:u+vconu€§vaf Definimos R=P +u € S.
ComoR:R—I—(@—U):Q—v,entoncesRET. O

Definicion 4 Sean S,T subespacios afines de A. Se define la suma de Sy T como

S+T .= ﬂ L,
L(%)

donde la interseccién se hace en (%) todos los subespacios afines de A conteniendo a SUT.
S + T es el menor subespacio afin de A que contiene a Sy a T.

Lema 5 S5i S,T son subespacios afines de A, entonces S+ T es un subespacio afin de A,
con variedad de direccion: S+T =S8 +T + L({]@}), donde P S yQeT.



Demostracion. Para que S+1T sea un subespacio afin basta escribirlo como un punto suyo
mas una variedad de direccién. Sea P € Sy ) € T'. El lema estara probado si vemos que

S+T =P+ (5+T+L{PQ}). (1)

Claramente, P S C S+1T,y S+T+ L({]@} es subespacio vectorial de V = ff, asi que
basta comprobar (1) por doble inclusién.

P+ (S+T+ L({I@}) es un subespacio afin de A, que contiene a S (porque

S=P+S5cC P+(§+T+L({ﬁ2})) yaT (porque T = Q+ T = P—{—T—I—l@ C
P+ (§+ T+ L({PQ})). Por tanto, P+ (5 + T + L({PO}) contiene a § + T.
Sea L un subespacio afin de A que contiene a SUT. Queda ver que P+ (S+ T +

L({PQ}) C L: Como P € S C L, basta comprobar que S + T + L({@}) c L, lo cual es
evidente. 0
Corolario 2 5i S, T son subespacios afines de A, entonces:

1.5 SNT =0 = dim(S+7T)=dim(S+7T)+1.

2. 85 SNT# 0 = dim(S+7T) =dim(S + T) = dim S 4+ dim T’ + dim(S N T).
Demostracion. Para el apartado 1, supongamos que S N'T = . Por el Lema 4, existen
PeSy@eT tales que ]@ ¢ S+ T. Por tanto,

: . ﬁ(Lema@ e o T,
dim(S + T) = dim S + 240 im[S + T+ LU PG = dim(S + T) + 1.

El apartado 2 se prueba de forma analoga. O

7. Paralelismo

Definicion 5 Sean S, T dos subespacios afines de A. S se dice paralelo a T si Ac f, y
S, T se dicen paralelos (S||T) si S =T.

» Si S es paralelo a T, entonces o bien S C T o bien SNT = () (para ver esto, tomemos
PeSyQeT;como S c T tenemos dos opciones: que ]@ €eTo que ]@ ¢ T. En
el primer caso el Lema 2 nos dice que S C T'. En el segunto caso, como T=2S8+ f,
el lema 4 asegura que SNT = Q).

» Si S,T son paralelos, entonces o bien S = T o bien SNT = @ (aplicar el punto
anterior dos veces).



= Si S es un subespacio afin, entonces por cada punto P de A pasa un tinico subespacio
afin T de A tal que S,T son paralelos (" = P + S). Este es el famoso ”quinto
postulado de Euclides”.

Definicién 6 Diremos que dos subespacios afines S, T de A se cruzan si son disjuntos y
no paralelos.

8. Sistemas de referencia y ecuaciones cartesianas de un
subespacio afin

Definicién 7 Un sistema de referencia es un par (O; B) donde =€ A (llamado origen)
y B es una base de V' (sus vectores determinan los ejes del sistema de referencia). Dado
P € A, las coordenadas afines de P respecto a (O; B) son los nimeros reales ay,...,a,
tales que P = O + Y " ; a;v;, donde B = {v1,...,v,}.

» SiPy,P,...pn € A(n=dimA)yv; = PyF;,i=1,...,n,entonces (Py; {v1,...,vn})
es un sistema de referencia de A si y sélo si los puntos P,..., P, son afinmente
independientes.

Teorema 1 (Ecuaciones cartesianas de un subespacio afin) Sea S un subespacio
afin de A y (O; B = {v1,...,v,}) un sistema de referencia. Entonces, existe M € M, xn(R)
con rango m =n —dim .S y 3b € R™ tales que

n
S={0+ invi | (x1,...,2,) € Sol(Mz =b)}.
i=1
Demostracion. Sea M € M,xn(R) la matriz cuyas filas son las ecuaciones implicitas

de S respecto a B, y que tiene rango m = n — dim S. Asi, dado P € S tenemos S =
P +Sol(Mx = 0). Escribimos P como P = O+ 3", a;v; (coordenadas afines). Por tanto,

S = (O—i— zn:awi) + Sol(Mz =0) ={0 + Zn:(ai + ¢ | (e1,...,¢) € Sol(Mz =0)}

i=1 =1

(ri=aite) {0 + invi | (x1,...,2pn) € Sol(Mz = Ma)},
=1
donde a = (ay,...,a,)!. Ahora sélo queda definir b = Ma. O

= Los conjuntos de soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales Mx = by Mz =
b’ son subespacios afines paralelos. Reciprocamente, si S,T son subespacios afines
paralelos, entonces existe una matriz M (de rango n—dim S) tal que S = Sol(Mz =
b) y T =Sol(Mxz =1V).



9. Aplicaciones afines

Lema 6 Sean A, A’ dos espacios afines, con espacios vectoriales asociados V,V'. Sea
f: A— A" una aplicacion. Fijado P € A, definimos fp: V — V' mediante

%
fp(v) = f(P)f(P +v), YveV. (2)
Si ﬁ es lineal entonces E = f—Q>, V@ € A.
Demostracion. Primero notemos que de (2) se deducen
%
f(P+0) = f(P)+ fp(v), YveV. (3)

fH(PQ) = F(PF(Q), vP,Qe A (4)

Ahora podemos probar el lema. Sea v € V.

(£(P)+ FP)F@)) + o) = (@) + Ja(v) 2 (@ +v) = f(P+ PG +v)

f +fP @Jrv —f (fP@ +fP )i (f Q3+fP )
- (f<P> + F(P)F(Q)) + T

donde en (x) hemos usado que f_p> es lineal. O

Definicién 8 Sean A, A’ dos espacios afines, con espacios vegoriales asociados V, V'. Una
aplicacién f: A — A’ se dice afin si existe P € A tal que fp: V — V' es lineal. Por el
lema anterior, podemos denotar fp = f. A f se le llama la aplicacion lineal asociada a f,

y se cumplen
fw) = FPYF(P+0), WweV (5)

f(P+v) =[P )+f( ), VeV (6)

F(PG) = F(P)F(@), VP.Qe A. (7)

Lema 7 Dada una aplicacion lineal F: V — V' y dos puntos P € A, P' € A, ewiste una
dnica aplicacion afin f: A — A’ tal que f(P)=P' y f=F.

Demostracion. f(Q) = f(P+ F@) =P+ F(I@) O

Algunos ejemplos de aplicaciones afines:



. Si A es un espacio afin que también es espacio vectorial, entonces

s Toda aplicacién lineal es afin.

s Una aplicacién afin de A en A es lineal si y sélo si lleva 0 en 0.
. Las constantes son aplicaciones afines (con f =0).

. Las traslaciones T,: A — A, T,(P) = P + v son aplicaciones afines (J_}i = 1ly)
biyectivas, con (T,)~! = T_,,, forman un grupo con la composicién, no tienen puntos
fijos (salvo cuando v = 0, que es T, = 14), y toda traslacién estd determinada por
la imagen de un sélo punto.

. Las homotecias Hpy: A — A, Hp\(P) = P + )\]@ son aplicaciones afines (H—>p)\ =
AMy). A P € Aselellama el centroy a A € R — {0} la razon de la homotecia. Son
biyectivas, con (Hp, N 1=H p,1/x- Las homotecias con el mismo centro, junto con la
identidad, forman un grupo con la composicién. El dnico punto fijo de una homotecia
(que no sea 14) es su centro. Toda homotecia estd determinada por la imagen de
dos puntos (si P, P, € A tienen imdgenes prescritas Q1,Q2 € A y buscamos una
homotecia Hp ) que lleve P; en @);, i = 1,2, entonces f viene determinada por

—

AP\P, = f(PP) = f(Pl)f(sz = 1Q2 (en particular, P;, P, deben generar una
recta paralela a la generada por QQ1,Q2). Ahora, f estd determinada por f y por el
Lema 7.

. Todas las aplicaciones afines f: R” — R™ son de la forma f(z) = Mz + b, donde
M e Mpyxn(R) y b e R™.

. Proyecciones. Decimos que A es suma directa de dos subespacios afines S,T C A
(denotado A =S @ T)siV =A@ T. Equivalentemente, A =S+ T y SNT es un
punto. Si A = S @ T, se define la proyeccion de A sobre S paralela a T mediante

Mg: A— A, Tg(Q)=SN(Q+T)

(esta interseccién se reduce aun punto porque S @(Q+f ) = A). ;Cuél es la aplicacién

lineal asociada a IIg? Fijado P € S, descomponemos ]@ = Hg(l@) + HT(@)
(aqui II g» 17 son las correspondientes proyecciones lineales). Entonces,

P+114(PQ) = P+ (PG~ 11:(PG)) = (P + PQ) — 1:(PG) = Q — T1x(PG).

Como P + Hg(@) eP+S=S9 v Q— HT(I@) € Q+ T, concluimos que IIs(Q) =
P+ Hg(]@) O sea, la aplicacién lineal asociada a Ilg es Ilg.

10



7. Simetrias respecto a subespacios. Si A = S @ T (descomposicién en subespacios
afines), se define la simetria de A respecto de S paralela a T mediante

og: A— A, Hs(Q) =Q+ QQ,Hs(Q;.
Dado P € S,

75(Q) = Q +2Q.115(Q) = (P + PG) +2Q, P+ 5(PQ)

= P+ PG +2QP + 24(PQ) = P — PO + 21 4(PG) = P+ (—1y + 2115) (PG)
= P+ (Ilg — Iy) (PQ) =P+0’§(1@)7

de donde tenemos que la aplicacién lineal asociada a og es la simetria lineal o5 de

V respecto a S paralela a T.

8. Simetrias centrales. Un caso particular del punto anterior es cuando tomamos S =
{P} y T = A, en cuyo caso 0g(Q) = P + 05(@) =P— ]@, llamada la simetria
central respecto a P.

Proposicién 5 (Propiedades de las aplicaciones afines)

(A) La composicion de aplicaciones afines es una aplicacion afin, y la aplicacion lineal
asociada a la composicion es la composicion de las aplicaciones lineales asociadas.

(B) Si f,h: A— A son dos aplicaciones afines y a,b € R, entonces af +bh: A — A’ es
una aplicacidn afin, y af + bz = af+ bh.

(C) Sif: A— A es una aplicacion afin y S C A es un subespacio afin, entonces f(S)
es un subespacio afin de A’, con f(Si = f(g)
(D) Si f: A — A" es una aplicacion afin y S C A’ es un subespacio afin, entonces

FHS") es un subespacio afin de A, con f~1(S") = (f)~1(S).

(E) Sif: A— A’ es una aplicacion afin y S, T C A son subespacios afines con S paralelo
a T, entonces f(S) es paralelo a f(T).

(F) Si f: A — A’ es una aplicacion afin y Po,..., P, € A, entonces el subespacio afin
generado por f(Py),..., f(Px) coincide con la imagen por f del subespacio afin ge-
nerado por Py, ..., P.

(G) Sif: A— A esuna aplicacion afiny P,Q, R € A son tres puntos alineados, entonces
f(P), f(Q), f(R) estdn alineados.

11



(H) Una aplicacion afin es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva) si y sdlo si su aplica-
cion lineal asociada es inyectiva (resp. sobreyectiva, biyectiva).

(I) Una aplicacion afin es una traslacion o una homotecia si y solo si VS C A subespacio
afin, S y f(S) son paralelos.

Definicién 9 Sea f: A — A una aplicacién afin de A en si mismo. Un punto P € A
se dice fijo por f si f(P) = P. Al conjunto de los puntos fijos de f se le denota por Ps
(podria ser vacio).

Proposicién 6 Sea f: R" — R", f(z) = Az + b una aplicacion afin. Entonces, son
equivalentes:

1. Py #0Q.
2. rango(A — I,,) = rango(A — I,| — b).

Y si cualquiera de las condiciones anteriores se da, entonces Py es un subespacio afin de

— —

R™ con variedad de direccion Vi(f) ={v eV | f(v) = v}.

Demostracion. x € Py siy sélo si Ax +b = z, es decir, (A — I,)x = b. El resto es
consecuencia del teorema de Rouché-Frobenius. O

Definiciéon 10 Sea f: A — A una aplicacién afin de A en si mismo. Un subespacio afin
S C A se dice invariante por f si f(S) C S.

Definicién 11 Una afinidad es una aplicacién afin biyectiva f: A — A (equivale a que f
sea un automorfismo de V).

1. f: R* - R", f(z) = Az + b, es una afinidad si y sélo si det(A) # 0.
2. Las traslaciones y las homotecias son afinidades.

3. Las simetrias respecto a subespacios son afinidades, pero las proyecciones no.

10. Espacio afin euclideo

Definiciéon 12 Sea A un espacio afin con espacio vectorial asociado V. Supongamos que
en V tenemos una métrica euclidea g. Diremos entonces que (A, V,g) es un espacio afin
euclideo. A veces diremos simplemente que A es un espacio afin euclideo, si se sobreentiende
la métrica sobre V.

En un espacio afin euclideo (A4, V, g), se definen:

12



. La distancia en A es la aplicacién d: A x A — [0,00) dada por d(P, Q) = HPﬁH

. Dados P € A y S subespacio afin de A, la distancia de P a S es d(P,S) =
mf{d(P,Q) | Q € S}.

. Dados S,T C A subespacios afines de A, la distancia de S a T es d(P,S) =
mf{d(P,Q) | P€ S,Q € T}.

. El dngulo (no orientado) que forman dos rectas afines L, R C A es el dngulo que
forman un vector director de L y un vector director de R. Si dos rectas forman un
angulo recto, se dice que son ortogonales o perpendiculares.

. Dos subespacios afines S,T de A se dicen ortogonales si lo son sus variedades de
direccién, es decir S C (T)* .

. Dado un subespacio afin S de A, la proyeccion ortogonal de A sobre S es la proyeccién
IIs paralela al subespacio (S )L, v la simetria ortogonal de A respecto a S como la
simetria og paralela al subespacio (S)*.

. El segmento de extremos P,Q € A es PQ = {P + )\Fﬁ | A € [0,1]}. El punto medio
de?@estP%—%@.

. Tres puntos P;, P», P3 € A afinmente independientes forman un tridngulo en A, con
lados P;P;y1, 1 = 1,2,3. Los elementos notables de un tridngulo son:

s Mediatrices: son las rectas perpendiculares a los lados que dividen a éstos en
partes iguales. El circuncentro es el punto en el que se encuentran las tres
mediatrices.

» Bisectrices: son las rectas que dividen a los angulos en partes iguales. Las bi-
sectrices se encuentran en el incentro.

» Clircunferencia circunscrita: es la circunferencia que contiene a los tres vértices.
Su centro es el circuncentro del tridangulo.

» Clircunferencia inscrita: es la circunferencia tangente a los tres lados. Su centro
es el incentro del triangulo.

= Bases: son los segmentos que unen los puntos medios de los lados del triangulo.

= Medianas: son los segmentos que unen los vértices con los puntos medios de los
lados opuestos. Las medianas se encuentran en el baricentro.

» Alturas: son los segmentos perpendiculares a los lados (o a la prolongacién de
éstos) que tienen su otro extremo en el vértice opuesto. Las alturas se cortan
en el ortocentro.
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9. Cuatro puntos Pi, P», P3, P, € A afinmente independientes forman un cuadrildtero
en A. Un caso particular es el paralelogramo, cuando dos a dos los lados son paralelos.
En cualquier paralelogramo, las longitudes de lados opuestos coinciden. Un rectdngu-
lo es un paralelogramo cuyos lados contiguos son perpendiculares. Un cuadrado es
un rectangulo cuyos lados tienen todos la misma longitud.

Lema 8 Si Pe Ay S C A esun subespacio afin, entonces d(P,S) = d(P,11s(P)).

Demostracion. Ilg(P) = ( + ( ) luego d(P,S) < d(P,1Ig(P)).

5)
Sea @ € S. Como P, HS(P; e (S)* y IIg(P),Q € S, tenemos d(P,Q)? = HP@H2 =
1P, s ( P5+Hs (P), QI* = |P,TIs(P)||* + |Ts(P), Q|* = d(P,TIs(P))* + |[Ts(P), Q||* >
d(P, HS(P)) de donde d(P,Q) > d(P,IIg(P))?. tomando nfimos en Q € S se tiene

<
S,

11. Movimientos rigidos

Definicién 13 Un movimiento rigido (o simplemente movimiento) de un espacio afin
euclideo (A,V, g) es una aplicacién afin f: A — A cuya aplicacién lineal asociada f es una
isometria de (V, g) en si mismo. El movimiento se dice directo si f conserva la orientacion,
es decir, det(f) = 1. En otro caso, f se dice inverso (det(f) = —1).

1. Todo movimiento es una afinidad.

2. La composiciéon de dos movimientos es otro movimiento, y la inversa también. Por
tanto, los movimientos forman un grupo. Lo mismo ocurre con los movimientos
directos, pero no con los inversos.

3. Una aplicacién afin f: R" — R", f(x) = Az + b, es un movimiento si y sélo si
A e O(n).

4. Las traslaciones son movimientos directos. Las simetrias ortogonales son movimien-
tos, y son directos si y sélo si la codimensiéon de subespacio de puntos fijos es par.

Teorema 2 (Movimientos del plano afin euclideo)
Sea f: R? — R? un movimiento.

(A) Si Py # O, entonces se da una de las posibilidades:
(A.1) f = 1g2 (directo).

(A.2) f es una simetria respecto a una recta (inverso).
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(A.3) f es un giro de dngulo no nulo alrededor de un punto (directo).
(B) Si Py =0, entonces se da una de las posibilidades:

(B.1) f es una traslacion (directo).

(B.2) f es una simetria deslizante (inverso).

Demostracién. Supongamos que f tiene algin punto fijo. Por la Proposicién 6, P es
un subespacio affn de R? con variedad de direcciéon V;(f). Discutimos casos segin su
dimensién:

— —

1. Si dim Vi(f) = 2, entonces Vi(f) = R?, y f: Ig2. Como Py # ), concluimos que
f - 1R2'

2. Si dim Vi ( f) = 1, entonces f es una simetria respecto a una recta vectorial L. Como
P € Py, tenemos que f es una simetria respecto a la recta afin L = P + L.

3. Sidim Vi ( f) = 0, entonces 1 no es valor propio de f: luego f es un giro de dngulo no
nulo (incluyendo el giro de dngulo 7 dado por f = —1p2). Como f tiene un punto
fijo P. f es el giro del mismo dngulo respecto a P (en el caso de f: —1g2, fesla
simetria central respecto a P).

Supongamos ahora que f no tiene puntos fijos. Llamando f(z) = Az + b, la Proposi-
ci6én 6 nos dice que rango(A — I) < rango(A — I| — b), luego tenemos 2 opciones:

1. rango(A — Iz) = 0 y rango(A — Is| —b) = 1. Asi, A = I, y como f no tiene puntos
fijos, f es una traslacién.

2. rango(A —I3) = 1 y rango(A — Is| —b) = 2. Asi, 1 es valor propio de fpero f;é 1ge.
Por tanto, f es una simetria respecto a una recta vectorial L, y existe una base
1 0

ortonormal de R? tal que A = < 0 —1

) (el primer vector de la base estd en L y
el segundo en (L)1).

Veamos que existe P € R? tal que P, f (P) e Vi( f ) (lo que sigue es vélido en cualquier
dimensidn, y lo usaremos en la demostracién del Teorema 3): Como f(x) = Az + b,
entonces P, f(P§ — AP+b—P luego f(P, f(P}) = A(AP+b—P) = A2P— AP+ Ab.
Ast, f(P, f(P)) = P, f(P) siy solo si A2P — AP+ Ab= AP +b— P, lo que equivale
a(A—1I,)?P=—(A— I,)b. En resumen:

—

(x) FPER"| P, f(P)eVi(f) & (A—1,)’P=—(A—I,)b.
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Volvemos a dimensién 2. Tenemos A — I, = < 8 _02 ), (A—D)? = < 8 Z >,

(A - L)? —(A- L)) = ( 8 2 2(;2 ), luego se da la igualdad de rangos entre

las dos tltimas matrices. Por el Teorema de Rouché-Frobenius, existe P € R? tal
que (A — I5)?P = —(A — I3)b, luego por (%), P,f(P; e Vi(f). Esto nos dice que
si llamamos L a la recta generada por {P, f(P)} (notemos que estos puntos son
distintos porque f no tiene puntos fijos, y que la variedad de direccion de L es

—

Vi(f)), entonces f se restringe a L como una traslacién de vector P, f (P;, y [ esla

composicién de la traslacion de vector P, f(P ) con la simetria ortogonal respecto a
L. Esto es lo que se llama una simetria deslizante. 0

Teorema 3 (Movimientos del espacio afin euclideo)
Sea f: R® — R? un movimiento.

(A) Si Py # @, entonces se da una de las posibilidades:
(A.1) f = 1ps (directo).

(A.2) f es una simetria respecto a un plano afin (inverso).

(A.3) f es un giro de dngulo no nulo alrededor de una recta afin (directo).

(A.4) f es una simetria central respecto a un punto (inverso).

(A.5) f es la composicion de un giro de dngulo no nulo alrededor de una recta afin
con una simetria ortogonal a dicho plano (inverso).

(B) Si Py =0, entonces se da una de las posibilidades:

(B.1) f es una traslacion (directo).
(B.2) f es una simetria deslizante (inverso).

(B.3) f es un movimiento helicoidal (directo).

Demostracién. Supongamos que f tiene algin punto fijo. Por la Proposicién 6, P es
un subespacio afin de R? con variedad de direcciéon V;(f). Discutimos casos segiin su
dimension:

= —

1. Si dim V4(f) = 3, entonces Vi(f) = R3, y f = 1ps. Como Py # ), concluimos que
f - 1]R3'

2. Si dim Vi ( f) = 2, entonces f es una simetria respecto a un plano vectorial S. Como
f tiene un punto fijo P, f sera la simetria respecto al plano afin P + S.
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3. Si dim Vi ( f) = 1, entonces f es un giro de dngulo no nulo alrededor de una recta
vectorial L. Como JdP € Py, tenemos que f es un giro del mismo dngulo alrededor
de la recta afin P + L.

4. Si dim Vi ( f_) = 0, entonces 1 no es valor propio de f, luego —1 es valor propio de

f. Esto implica que f conserva los subespacios V_1(f) y su suplemento ortogonal
(porque f es isometria).

= Si dim V_l(f) = 3, entonces f: —1gs y como f tiene un tiene un punto fijo
P, entonces f es una simetria central respecto a P.

x Si dim V_i(f) = 2, entonces [V_1(f)]* es un subespacio invariante por f y de
dimensién 1, luego es un subespacio propio de f El valor propig asociado a

—

[V_1(f)]* no puede ser otro que 1, contradiccién con que dim V;(f) = 0.
» Sidim V_q( f) = 1, entonces ﬂ[v_l ()L €s una isometria de un plano euclideo
sin valores propios, luego ﬂ[v,l( AL esun giro alrededor del origen con dngulo

0 # 0, . Por tanto, f es la composicion del giro de angulo 0 respecto de la recta
vectorial V_1(f), con la simetrfa respecto al plano vectorial [V_;(f)]*. Como f
tiene un punto fijo, f serd la composicion del giro de dngulo 6 alrededor de la
recta afin L = P+ V_l(ﬂ con la simetria respecto al plano afin P + [V_l(f)]l.
Esto termina el caso de que f tenga algin punto fijo.

Supongamos ahora que f no tiene puntos fijos. Llamando f(z) = Az + b, la Proposi-
cién 6 nos dice que rango(A — I3) < rango(A — I3| — b), luego tenemos 3 opciones:

1. rango(A — Is) = 0 y rango(A — I3| — b) = 1. Asi, A = I3 y como f no tiene puntos
fijos, f es una traslacién.

2. rango(A — I3) = 1 y rango(A — I3| — b) = 2. Asi, 1 es un valor propio de fcon

—

multiplicidad 2, luego f es una simetria respecto al plano vectorial V;(f) (en parti-
cular, —1 es valor propio simple de f). Tomemos una base ortonormal {z1,z2} de

— =

Vi(f) y un vector unitario a3 de [Vi(f)]*. Asi, B = {x1,x2, 23} es base ortonormal

10 O
de R? y la matriz de f respectoa Bes M(f,B)=| 0 1 0 |.Cambiando a un
00 -1

sistema de referencia (O, B) con O € R? arbitrario, podemos suponer f(z) = Az +b
con A = M(f,B), para algiin b € R? (esto es un abuso de notacién: en realidad
x deberia denotarse de forma distinta porque representa coordenadas respecto al
sistema de referencia (O; B) que no tiene porqué ser el usual, y tanto A como b no
han de coincidir con las A,b anteriores, pero siguen verificando rango(A — I3) = 1
y rango(A — I3| — b) = 2, asi que no cambiaremos la notacién). Veamos que exis-
te P € R? tal que P, f(P) € Vi(f): segin vimos en (x) de la demostracién del
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tltimo teorema, esto equivale a que (A — I3)?P = —(A — I3)b. En nuestro caso,
00 O 0 00
A-Iz=100 0 |,(A-I3)?%=|0 0 0 |, (A-1I13)?% — (A - )b =
0 0 -2 0 0 4
000 O
000 O , luego se da la igualdad de rangos entre las dos tltimas matrices.
0 0 4 2bs

Por el Teorema de Rouché-Frobenius, existe P € R3 tal que (A—13)2P = —(A—I3)b,

—

luego por lo anterior, P, f (P) € Vi(f). Esto implica que f es una simetria respecto
a un plano afin con variedad de direccién Vi (f) seguida de una traslacién de cierto
vector no nulo en ese mismo plano vectorial Vi(f) (simetria deslizante).

. rango(A — I3) = 2 y rango(A — I3| — b) = 3. En este caso, 1 es un valor propio
simple de f, y [Vi(f)]* es un plano vectorial. La isometria ﬂ[vl( L Do tiene a 1
como valor propio, luego es un giro de dngulo 6 # 0 (podria ser § = 7) respecto
al origen. Por tanto, f es el giro de angulo v respecto al eje Vi( f) Tomemos un
vector unitario z; de Vi(f) y una base ortonormal {zs, 23} de [Vi(f)]1. Asi, B =
{21, 29,3} es base ortonormal de R3 y la matriz de f respecto a B es M(f, B) =
1 0 0
0 cos —send |.Cambiando a un sistema de referencia (O, B) con O € R3
0 senf cosf
arbitrario, podemos suponer f(z) = Az + b con A = M(f, B), para algin b € R?
(con el mismo abuso de notacién que en el caso anterior). Veamos que existe P € R?

tal que (A—I3)2P = —(A—13)by de (x) deduciremos de nuevo que P, f(P; e Vi(f).

0 0 0 0O 0 0
A—I3=| 0 cosf—1 —senf |, (A-I3)?’=| 0 a p |,donde
0 senf cosf — 1 0 -8 «

a=1-—2cosf + cos(20), [ =2(1—cosf)send,

0 0 0 0
y(A-LB? - (A-L)b) = 0 o B byl —-cosdh)+bgsend

0 —8 a b3(1—cos@)—bysenb
En particular, se da la igualdad de rangos entre las dos tdltimas matrices. Por el
Teorema de Rouché-Frobenius, existe P € R3 tal que (A — I3)?P = —(A — I3)b,
luego P, f (P) e Vi( f) Esto implica que f es un giro de dngulo 6 alrededor de la
recta afin Vi ( f) seguida de una traslacién de cierto vector no nulo a lo largo de la
misma recta afin (movimiento helicoidal). 0
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12. Cobnicas y cuadricas

Definicién 14 Sea (A,V,g) un espacio afin euclideo n-dimensional y (O; B) un sistema
de referencia ortonormal (es decir, B es una base ortonormal de V). Una hipercuddrica de
A es el conjunto F~1{0} = {x € A | F(z) =0} , donde F : A — R es un polinomio de
segundo grado respecto de las coordenadas afines en (O; B) de los puntos de A.

» Por ejemplo, en R*, el conjunto {(z1,r2,73,74) € R* | 920+ 23 — 22 +1 =0} es
una hipercuddrica.

s Sidim A = 2, se habla de cénicas y si dim A = 3, se habla de cuddricas.

En general, el polinomio F' que determina una hipercuadrica viene dado de la siguiente
manera. Si (z1,...,%,) son coordenadas cartesianas respecto a (O; B), los términos en
grado 2 del polinomio cuadrético F' son del tipo a;;x;x; para ciertos coeficientes a;; € R
(i < j). Escribiendo para cada i < j

Ajj Qi
2 2
definimos una matriz simétrica M = (m;;);; € Sp(R) (con elementos m;; = a;;/2 si i < j)
y la suma de los términos en grado 2 de F(x) es 2! - M - x. Notemos que M no puede
ser la matriz nula porque F' es de grado dos. Analogamente, podemos escribir la suma de
términos de grado 1 de F(x) como 2b'z, para cierto b € R", y el término independiente
de F(x) como ¢ € R, con lo que

F(z) = o' Mz + 20 + ¢ = (af 1)1\7( ’ > . donde M = <%> O ®

A veces es 1itil un cambio de referencia ortonormal para simplificar la expresion de
la hipercuddrica. Si cambiamos de sistema de referencia ortonormal de (O; B) a (O1; By)
mediante un movimiento rigido z = f(y) = Qy +v con Q € O(n) y v € R, tenemos

F(z) = F(Qy +v) = (Qy +v)'M(Qy +v) +2b'(Qy +v) + ¢
=y Q'MQ y+y' - Q' Mv+v!MQ -y + v'Mv+ 26'Q - y + 2b'v + ¢
Escribiendo el segundo sumando como y* - Q*Mv = (Q'Mv)! -y = v'MQ - y, nos queda
Flz)=y"-QMQ y+2('M+b)Q-y+ (v'Mv+2b'v+c). 9)

Qi T;T5 = LTq 5 + LTjTi = My LT + Mg XiTyg,

Definicion 15 En la situaciéon anterior, un punto v € R" se dice un centro de la hi-
percuddrica F~1(0) si es solucién de la ecuacién v!M + bt = 0, o equivalentemente, de
Muv = —b.

Notemos que bajo el cambio de sistema de referencia anterior, el origen O (z = 0) cambia
al origen O’ (y = 0), que tiene coordenadas z = v respecto a (O; B).
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12.1. Conicas

Sea F'~!(0) una cénica en R? dada por (8) con n = 2. Como M es simétrica, en-
tonces es ortogonalmente diagonalizable: existe Q € O(2) tal que Q'MQ = D, siendo

D = < )61 )E) ) con A1, Ay € R los valores propios de M (no necesariamente distintos).
2

Recordemos que M no es nula, luego su rango es 1 6 2.
Caso rango(M) = 2: Siempre hay un tnico centro v € R? de la cénica, pues la ecuacién

Mv = —b tiene solucién tnica. Por tanto,

F(x) © y' Dy + (—v'b 4+ 2b'v + ¢) = y' Dy + (b'v + ¢) := Fi(y),

donde F} es el polinomio cuadratico que expresa la misma cénica respecto al sistema de
referencia ortonormal (O1; By). Notemos que

Fi(y) = My; + Ay + e, (10)
donde ¢; = blv +c € R.

1. Si det M > 0, entonces A; y A2 tienen el mismo signo. Cambiando el signo en (10)
podemos suponer A1, A1 > 0 y obtenemos los tres siguientes casos:

a) Si c¢; = 0 la cénica se reduce al punto Oj.

)
b) Sic; >0, la cénica es el vacio.
¢) Sic; <0 la cénica es una elipse de semiejes 1/v/ A1, 1/y/Aa.

2. Si det M < 0 entonces \1 y Ao tienen signos distintos y se dan sélo dos casos:

a) Si ¢ = 0, tenemos un par de rectas secantes. Este caso se da exactamente
cuando rango(M) = 2 (esto se deduce de las ecuaciones Mv = —by c¢; = blv+c,
viendo en ambos casos —v como los coeficientes de una combinacién lineal de

las dos primeras columnas de M para producir la tercera columna de M ).

b) Sic1 # 0, entonces la cénica es una hipérbola. Se da cuando rango(M) = 3.

Caso rango(M) = 1: Uno de los valores propios de M ha de ser cero, digamos Ao = 0.
Teniamos

Fi(y) © y'Dy + 2 (UtM + bt) Q y+ (vtMv + 2bfv + c) =Myt +20) y+e,  (11)

donde b’ = Q' (Mv +b) y ¢; = v'!Muv + 2b'v + ¢. En este caso no podemos asegurar que
exista un centro de la cénica (existird si la ecuacién Mv = —b tiene solucidén, es decir,

20



si rango(M) = rango(M|b)). Asi que del sistema de referencia ortonormal (O;B) sélo
cambiamos la base ortonormal, a (O; B;). Desarrollando un poco mas (11) obtenemos el
polinomio cuadrético

Fi(y) = Myt + 2diyr + 2days + 1,

para ciertos di,ds € R.

1. Si dg # 0, entonces la cénica es una pardbola (porque yo es funcién cuadratica de

y1)-
2. Sidy tenemos Fi(y) = \y3 + 2diy1 + c1 (¢), luego
a) Si (¢) no tiene soluciones, la cénica es el vacio.
b) Si (o) tiene una solucién doble y; = cte, la cénica es una recta doble.
¢) Si (o) tiene dos soluciones distintas y; = cte, y1 = cte’, la conica es un par de

rectas paralelas.
Deducimos entonces la clasificacién de las cénicas en R?:
Teorema 4 Una cénica F~1(0) # @ en R? sélo puede ser de uno de los siguientes tipos:
1. Un punto.
Una elipse (o una circunferencia, cuando los semiejes coincidan,).
Un par de rectas secantes.

Una hipérbola.

ARSI

Una pardbola.
6. Una recta doble.

7. Un par de rectas paralelas.
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12.2. Cuadricas

Sea F~1(0) una cuédrica en R? dada por (8) con n = 3. Como M es simétrica, entonces
es ortogonalmente diagonalizable: existe Q € O(3) tal que Q'MQ = D, siendo D la matriz
diagonal de orden 3 con entradas A1, Ao, A3 € R en la diagonal. Como M no es nula, su
rango es 1, 2 6 3.

Caso rango(M) = 3: Podemos resolver de forma unica Mv = —b, luego la cuddrica tiene
un tnico centro v € R3. Por tanto, al igual que ocurria en el caso de las cénicas

F(z) ® y' Dy 4 (—v'b + 2b'v + ¢) = y' Dy + (b'v + ¢) := F1(y),

donde F3j es el polinomio cuadratico que expresa la misma cuddrica respecto al sistema de
referencia ortonormal (O1; By). Ahora,

Fi(y) = Myt + Aays + Asys + ¢, (12)
donde ¢; = blv +c € R.

1. Si los tres valores propios de M tienen el mismo signo (podemos suponer \; > 0 Vi),
entonces la cuddrica es el vacio (si ¢; > 0), un punto (si ¢; = 0) o un elipsoide (si
c1 < 0) de semiejes 1/v/\;, i = 1,2, 3. Los elipsoides cuyos valores propios son todos
iguales reciben el nombre de esferas.

2. Si hay valores propios de M con distinto signo, caben dos casos:

a) Sic; =0, la cuddrica es un cono. Este cono es circular cuando los dos valores
propios de M del mismo signo sean iguales; en otro caso, el corte de cada plano
{ys = cte} con el cono es una elipse; aqui estamos suponiendo A A2 > 0).
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b) Sicp # 0, la cuddrica se llama hiperboloide. Hay hiperboloides de dos tipos:

s Hiperboloide eliptico o de dos hojas, cuando la cuddrica no corta al plano
afin {y3 = 0} (de nuevo estamos suponiendo que A3 es de signo distinto a
AL, A2).

s Hiperboloide hiperbdlico o de una hoja. Siguiendo la normalizacion anterior,
este caso se da cuando la cuddrica corta al plano afin {y3 = 0}. Esta cuadri-
ca es reglada: por cada punto pasan dos rectas contenidas en la cuadrica.

En ambos casos, el corte del hiperboloide con planos del tipo {ys3 = cte}, si es
no vacio, puede ser una circunferencia (cuando A\; = A2) o una elipse.

Caso rango(M ) = 2: Uno de los valores propios de M es cero, pongamos A3 = 0. Teniamos

9
Fi(y) @ y'Dy+2 (v'M +b") Q- y+ (v'Mv + 2b'v + ¢) = \yi + Xoys +2(8) 'y +ec1, (13)

donde b’ = Q' (Mv+b) y ¢; = v!Mv +2btv+ c. No podemos asegurar que exista un centro
de la cuddrica (existird si la ecuacién Mv = —b tiene solucidn, es decir, si rango(M) =
rango(Mb)). Asi que del sistema de referencia ortonormal (O; B) sélo cambiamos la base
ortonormal, a (O; By). Desarrollando (13) obtenemos

Fi(y) = Myt + Xays + 2d1ys + 2days + 2d3ys + ci,

para ciertos di,ds,ds € R. Cambiando de nuevo el sistema de referencia ortonormal me-
diante el movimiento rigido y = ®(2) = z+w con w = (w1, ws,0) € R3 (o sea, no estamos
cambiando la base ortonormal sino sélo trasladando el origen del sistema de referencia),
y eligiendo wi, w2 € R de forma que \jw; +d; =0 Vi = 1,2, es facil llegar a

Fl(y) = Fl(z + w) = )\12’% + /\22’% + 2d3z3 + c2,
para cierto cs € R.

1. Si ds # 0, la cuddrica es un paraboloide, que puede ser eliptico si AyAy > 0 o hi-
perbolico si A Ay < 0.

2. Si d3 = 0, la tercera variable no aparece. Esto quiere decir que la cuddrica es un
producto de la recta real en la direccién de z3 con una cénica en R? (es decir, en el
plano afin {z3 = 0}). Clasificamos esta cénica olviddndonos momentaneamente de
la tercera variable z3. Como A\ A2 # 0, esta cénica es de rango maximo (rango 2 en
la clasificacién de las cénicas), luego o bien la cénica es un punto (y la cuddrica es
una recta doble) o es una elipse (y la cuddrica es un cilindro sobre dicha elipse, es
decir un cilindro con base eliptical), o la cénica es un par de rectas secantes (luego

Los cilindros cuya base es una circunferencia se llaman cilindros circulares, y corresponden al caso

AL = A2 #0.
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la cuddrica es un par de planos que se cortan), o una hipérbola (y la cuddrica es un
cilindro con base hiperbdlica).

Caso rango(M) = 1: El argumento es muy parecido al caso anterior. Ahora sélo el primer
valor propio es distinto de cero (salvo reordenacién). Tenfamos

Fi(y) @ y'Dy+2 (vtM + bt) Q-y+ (vtMv + 2btv + c) = Aly% + )\ng +2(0) 'y +c1, (14)

donde D = Q'MQ es la matriz diagonal con entradas \1,0,0, b’ = Q(Mv +b) y ¢; =
v! Mv + 2b'v + ¢. Desarrollando (14) obtenemos

Fi(y) = Myi + 2diyr + 2days + 2dsys + ci,

para ciertos di,do,ds € R. Cambiando el sistema de referencia ortonormal mediante el
movimiento rigido y = ®(z) = z+w con w = (wy,0,0) € R? con wy solucién de \jw; +d; =
0, se llega a

Fl(y) = Fl(Z + w) = )\12% + 2dozo + 2d3z3 + co,

para cierto cs € R.

1. Si (dg,ds) # (0,0), podemos girar el sistema de referencia (sin mover el origen) en
en plano {z; = 0} para anular uno de los coeficientes ds 6 ds, con lo que el otro de
estos dos coeficientes serd no nulo. Es decir, tras ese giro (ug,usg) — (z2,23) en el
plano afin {z; = 0} llegamos a

Fg(u) = Alu% + dus +co =0

para cierto d € R — {0}. Como la variable us no aparece en la tltima expresion,
la cuddrica es un producto de la recta real en la direcciéon de ug con una cénica en
R? (es decir, en el plano afin {uz = 0}). Esta cénica es una parabola, con lo que la
cuddrica es un cilindro parabdlico.

2. Si (dg,d3) = (0,0), la ecuacién es A1z} + c2 = 0. Resolviendo la ecuacién en z;
tendremos dos soluciones, una o ninguna, que se corresponden con que la cuadrica
consista en dos planos paralelos {z; = £cte}, un plano doble {z; = 0} o el vacio.

Terminamos con la clasificacién de las cuddricas en R3:

Teorema 5 Una cuddrica F~1(0) # @ en R3 sélo puede ser de uno de los siguientes
tipos:

1. Un punto.

2. Una elipsoide (o una esfera, cuando los tres semiejes coincidan).
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AN T

10.
11.
12.
15.

1.

Un cono (sobre una elipse o circular).

Un hiperboloide eliptico de dos hojas (sobre una elipse o circular).
Un hiperboloide hiperbdlico de una hoja (sobre una elipse o circular).
Un paraboloide eliptico.

Un paraboloide hiperbdlico.

Una recta doble.

Un cilindro sobre una elipse (o sobre una circunferencia).

Un par de planos secantes.

Un cilindro sobre una hipérbola.

Un cilindro sobre una pardbola.

Dos planos paralelos.

Un plano doble.
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Par de planos secantes
Br+y+1)2y—1)=0

Par de planos paralelos

Cilindro parabdlico

=0

ar?+b

y = ax?

E

13.

jercicios.

1. Prueba el Corolario 1.

(L 17 1)7 p2 =

2. Determina en R3 el subespacio afin generado por los puntos p;

(2,1,1). Calcula su dimensién.

(27 170)7 pP3 = (17 _17 0) Yy P4
3. En R3 se consideran los subespacios afines A

(1,0,1) +

<(1,2,2),(0,1,1) >, B=

L({(1,1,1),(0,1,1)}). Calcular AN B.

(1,1,1) +

4. Determina el menor subespacio afin de R? que contiene a las rectas S

(0,1,1) + L({(0,0,1)}).

LA, L)Y)yT
5. En R? y respecto del sistema de referencia cartesiano usual, determina la ecuacién de

larecta R paralelaa S =x —y+ 2z =0,2 +y — z = 1 que pasa por el punto (1,1, 1).

Calcula también las ecuaciones de R + S.

6. Demuestra la Proposiciéon 5.
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