Curvas y superficies. Grupo A

Resumen continuidad y diferenciabilidad

Fijemos n € N (normalmente usaremos n = 2,3). R" = {z = (x1,...,2,) | ; € R,Vi} es
un espacio vectorial real de dimensién n con la suma y el producto por escalares

(xlv"‘vxn)+(yla"'7yn):(xl+yla"'7xn+yn)7 )\(l’l,...,l‘n):()\Jll,...,)\ﬂ,‘n),

V(z1, .y xn), (Y1,-- ., yn) € R", XA € R. Denoteremos la norma en R™ por

(@1, )l =

R"™ es también un espacio topoldgico, siendo una base de la topologia usual de R™ las bolas
abiertas de cualquier centro y radio:

B(z,r)={yeR" | |lz—y||<r}, ze€R" r>0.

Por tanto, un subconjunto U C R™ es abierto si y sélo si Vx € U, dr > 0 tal que
B(z,r) C U.

Denotaremos S"!(z,7) = dB(z,r) a la esfera de centro z y radio r. Cuando x = 0,
simplemente escribiremos S"~1(r) = S"~1(0,r) y B(r) = B(0,r).

Continuidad.
Sea I C Ry xp € I. Una funcién f: I — R es continua en xg si y sélo si Ve > 0,
36 = 6(e,x9) > 0 tal que si z € I cumple |x — zg| < §, entonces |f(z) — f(zo)| < e. f es
continua en [ si es continua en cada punto de I. f es uniformemente continua en I si el §
anterior no depende de xy € I (aunque puede depender de ¢).

Teorema 0.0.1 (Bolzano) Si f: [a,b] = R es continua y f(a)f(b) <0, entonces 3xg €
(a,b) tal que f(xg) = 0.

Sea U C R" y xg € U. Una funcién f: U — R es continua en xg si y sélo si Ve > 0,
36 = (e, zo) > 0 tal que f(U NB(xg,9)) C B(f(z0),e). f es continua en U si es continua
en cada punto de U. f es uniformemente continua en U si el § anterior no depende de
o € U.

Teorema 0.0.2 (Bolzano-Weierstrass) Si U C R"™ es compacto y f: U — R es con-
tinua, entonces f admite un mdzimo y un minimo en U.



Teorema 0.0.3 (Heine-Cantor) Si U C R"™ es compacto y f: U — R es continua,
entonces [ es uniformemente continua.

Sea U C R" y zp € U. Una aplicacién f = (f1,..., fm): U — R™ es continua en xg si
y sélo si cada componente fj: U — R de f es continua en xg. f es continua en U si f es
continua en cada punto de U.

Algunos ejemplos que usaremos de aplicaciones continuas son:

1. SIMETRIA CENTRAL. f: R" = R" f(x,y,2) = (—z, —y, —2).

2. INVERSION. f: R" — {0} — R* — {0}, f(z) = &

[E2R

3. PROYECCION. f: R"™ = R, f(z1,...,2,) =x; (i € {1,...n} fija).

La composicién de aplicaciones continuas en continua: si f: U CR" - R™ y g: V C
R™ — R¥ son aplicaciones continuas con f(U) C V, entonces go f: U — RF es continua.

Una aplicacién f: U C R®™ — V C R" es un homeomorfismo si f es continua, biyectiva,
y su inversa f~': V — U es continua. Por ejemplo, la afinidad F': R? — R3, F(z,y,2) =
(ax, by, cz) donde a,b,c > 0, es un homeomorfismo de R3 en si mismo, y la restricciéon
f = Flg2qy: (1) = S = {(z,y,2) € R? | ﬁ—; + %; + i—j = 1} es un homemorfismo de la
esfera unidad en el elipsoide de semiejes a, b, c.

Una curva es una aplicacién continua «: I — R"”, donde I es un intervalo de R. A la
variable t € I de « se le llama parametro.

Diferenciabilidad.
Sea I C R un intervalo abiertoy f: I — R. f es derivable en x( € I si existe el limite

/(o) = lim 2 [f(zo + ) — f(wo)] € R

f'(x0) es la pendiente de la recta afin tangente a la gréfica de f en el punto (zo, f(z0)). f
es derivable en [ si lo es en cadapunto de I. Toda funcion derivable es continua.

Sea U C R? un abierto y f: U — R una funcién. f es diferenciable en py € U si para
cada v € R?, existe el limite (derivada direccional)

Jim 51 (po + hv) = f(w0)] € .

Cuando v = (1,0), al limite anterior se le denota por f;(py) = %(po). Anélogamente,
fy(po) = g—g(po) se obtiene cuando v = (0, 1).
f es diferenciable en U si lo es en cada punto de U. Esto permite definir las derivadas

parciales f;, f,: U — R. Si a su vez estas parciales son diferenciables, entonces existen

2 2 2 . . .
Jox = %7 Joy = ;Té;, fyy = g—yé[, las parciales segundas de f. Si reiteramos el proceso



podremos definir las derivadas parciales de cualquier orden de f, cuando existan. Una
funcion se dice de clase C* (k € N') cuando existen todas sus derivadas parcuiales hasta el
orden k, y son continuas, y se dice de clase C*° (a veces diremos simplemente diferenciable)
si es de clase C* para todo k € N. Todo este desarrollo se extiende andlogamente a
funciones f: U — R donde U C R" es un abierto.

Sea U C R™ un abierto y f: U — R una aplicacién. f se dice diferenciable (o de
clase C¥) si lo son todas sus componentes.

Teorema 0.0.4 (Regla de la cadena) Sean f : U C R? = R3, g: V C R® = R dos
aplicaciones diferenciables con f(U) C V. Entonces, go f es diferenciable y sus parciales
vienen dadas por

(g0 flulu,v) = gu(f(u,v)) - Tulu,v) + gy(f (u,v)) - Yu(u, v) + g=(f (v, v)) - 2u(u; v),
(g o f)v(ua U) = gx(f(ua 'U)) : xv(ua U) + gy(f(u7v)) : yv(uvv) + gz(f(uvv)) : Zv(u7v)7

donde f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Este teorema sigue siendo cierto si U C R™ y
V CR™.

Si f: U C R™ — R™ es una aplicacién diferenciable (U es abierto de R") y p € U,
entonces la diferencial de f en p es la aplicacién lineal

dfp: R" = R™, dfy(v) = (f 0 )'(0),

donde a: (—¢,e) — U es una curva diferenciable con a(0) = p, ¢/(0) = v. Escribamos
alt) = (x1,...,xn)t) y f=(f1,--., fm). Entonces,

(foa)(0) = ((froa)(0),..., (fmoa)(0))

y dado j =1,...,m, la regla de la cadena implica
(Fi00Y () =3 S ) 21(0),
i=1 "
donde v = o/(0) = (2(0),...,2,,(0)) = S0, 2/(0)e}" (aqui BE" = {e}",...,e%"} es la

base usual de R™). Por tanto,

n
Lo anterior es véalido Vo € R™. Si tomamos v = e} obtenemos

=3 (S 5w ) =5 Bt




y analogamente para los otros vectores de BX". Esto nos dice que la matriz de df,, respecto
a las bases usuales BX" de R" y BE™ de R™ es

16) o 9
?;(p) g—%;(p) ﬁp
9fs Ofa Bfs
M(df,, B¥", BR") = 7= (0) @) - F22W0) |
O (p) Um(p) ... Ym(p)

que se llama la matriz jacobiana de f en p. Con el lenguaje de matrices jacobianas, la
regla de la cadena es facil de recordar:

Teorema 0.0.5 (Regla de la cadena) Sean f: U C R® = R™, g: V C R™ — R* dos
aplicaciones diferenciables con f(U) C V. Entonces, go f es diferenciable y dado p € U,
se tiene

n k m k n m
M(d(gof)paB§ )Bilf ):M(dgf(p)7B§ 735 )M(df%Bilf 7B§ )7

y por tanto, d(go f)p = dgy(p) © dfp-

Un difeomorfismo f: U — V entre abiertos de R™ es una aplicacién diferenciable,
biyectiva y con inversa difeenciable.

Teorema 0.0.6 (Teorema de la funcién inversa) Sea f : U C R" — R" una apli-
cacion diferenciable y p € U tal que df, es un automorfismo de R™. entonces, existen
Uy C U abierto conteniendo ap yV C R™ abierto conteniendo a f(p) tales que f(U;) =V
Y fluy: Ur =V es un difeomorfismo.

El teorema de la funcién inversa es vélido si f es de clase C.

Un difeomorfismo local f: U — V entre abiertos de R™ es una aplicacién diferenciable
cuya diferencial en cada punto es un automorfismo.

Un difeomorfismo local no tiene porqué ser un difeomorfismo: por ejemplo, la aplicacién
f:R?2 = R?—{(0,0)}, f(z,y) = (e* cosy, e®siny) cumple que dado p = (z9,y0) € R,

Y BR2 pR2\ _ xo [ COSYo —sin yg
(dfyp. By, By ) =e sinyy  cosyo

es una matriz regular, luego df, es un automorfismo de R? Vp € R?, luego f es un difeo-
morfismo local de R? en R? — {(0,0)}. Sin embargo, f no es inyectiva, luego no puede ser
un difeomorfismo.

Anadlisis vectorial en R".



El producto escalar usual (,): R" x R" — R dado por (u,v) =Y ;" ; u;v;, es una forma
bilineal, simétrica y definida positiva. Es decir, (,) es una métrica euclidea en R"™. Toda
forma lineal sobre R™ es de la forma

¢:R" =R, ¢(u) = (u,v),

para cierto v € R" fijo.
Si a,8: I — R™ son curvas diferenciables definidas en un intervalo abierto I C R,
entonces (o, 8): I — R es una funcién diferenciable, y su derivada viene dada por

(o, B) = (d/, B) + (o, ).
La norma asociada ||u|| = y/(u, u) cumple las siguientes propiedades:

o (Desigualdad de Schwarz)  (u,v)? < |[ul|?-|[v|?, " = " <= u,v son linealmente
dependientes.

e (Desigualdad de Minkowski o triangular) ||u+v|| < [lul[+]|v], " ="<=3IA>0
tal que v = Au (o viceversa).

o (u,v) = ||u| - |[v]| - cos <t(u,v), wu,veER®—{0}.

El determinante es la aplicacién multilineal antisimétrica det: R”x ™. xR" — R dada
por
det(vl, ceey Un) = det (('Ui,j)i,j) s

donde v; = (v 1,...,v;n) Vi =1,...,n. El determinante cumple las propiedades:
e det(vy,...,v,) = 0siy sélosivg,...,v, son linealmente dependientes.
e Si B = {vy,...,v,} es una base ortonormal de R", entonces det(vy,...,v,) = 1

(4 si la base es positiva, es decir, si la matriz de cambio de base entre B y la base
usual tiene determinante positivo, y — si es negativa).

Siag,...,a,: I — R™ son curvas diferenciables definidas en un intervalo abierto I C R,
entonces det(ay,...,a,): I — R es una funcién diferenciable, y su derivada viene dada
por

[det(aq,...,an)] = Zdet(al ey Q).
i=1

El producto vectorial de dos vectores u,v € R? es el tinico vector u x v € R? que cumple
(ux v,w) = det(u,v,w), Yw e R3.

Esto permite definir la aplicacién producto vectorial: (u,v) € R? x R® — u x v € R3, que
es bilineal y antisimétrica. Ademds, el producto vectorial cumple las propiedades:



e u X v=0siy sélo siu,v son linealmente dependientes.
e u X v es ortogonal a u y v.

e Si u,v son ortogonales y unitarios, entonces {u,v,u X v} es una base ortonormal
positiva de R3.

o (uxv)xw= (u,wyv— (v,w)u.
T7 Ok

e uXv=|wu us us|,siendou = (uj,us,us), v=(v1,v2,v3).
vy v U3

Si o, B: I — R3 son curvas diferenciables definidas en un intervalo abierto I C R, entonces
a x B: I — R? es una curva diferenciable, y su derivada viene dada por

(axpB)=d xpB+axp.



