Geometria I. Ingenieria Informatica y Matematicas

Convocatoria ordinaria. Curso 2015-2016

1. EnR2 = {(z,y) € R? | y > 0} se definen:

(xlayl) S ($2,y2) = (xl + T2, Y1 ?J2)a v(xlayl)v (xz,?h) € R%ra
a®(z,y) = (a-z,y*), YaeR, V(z,y)eRi.

Se verifica que ]Ri es un espacio vectorial real con estas operaciones. Se pide lo siguiente:

(a)

Demostrar explicitamente la propiedad pseudoasociativa y una de las propiedades distribu-
twas. ;Qué elemento de R% es el vector nulo (elemento neutro) para &?

Para la pseudoasociativa, tomemos a,b € R, (x,y) € Ri.
a® 0O (x,y)=a0 (b 2y")=(a (b-2),y")) = ((a b) z,y"") = (a-b) © (z,y).
Las dos distributivas son: Dados a € R, (21,y1), (z2,92) € R2,
a® ((z1,51) ® (72, 92)) = a © (w1 + 2,41 - 1) = (a - (x1 + 22), (y1 - y2)*)
= (a -zt a-z2,0 y5) = (a-21,97) © (a- 22,5) = [0 © (21,91)] & [0 © (22,12)]-
Y dados a,b € R, (z,y) € R,
(a+b)©(z,y) = ((a+b) 2,y"") = (a-z+b-2,y"y’)
=(a 2y @b 2,y)=o@y]ebho @y
El elemento neutro de @ es (0,1) € R%, ya que V(z,y) € RZ,
O &@y)=0+z1-y)=(zy), (©y)e(01)=@+0y-1)=(x,y)

Estudiar i U = {(x,y) € R | z — log(y) = 0} es un subespacio vectorial de R

Dados (x1,y1), (x2,y2) € U, tenemos que (z1,41) ® (r2,92) = (x1 + 22, y1 - y2) € U porque
(1 + x9) —log(y1 - y2) = (21 —logyy) + (x2 —logys) = 0 — 0 = 0, es decir, U es cerrado
para @. Ysia € R, (z,y) € U, entonces a® (z,y) = (a-x,y*) € U porque a-z —log(y*) =
a-x—a-log(y) =a-(xr—log(y)) = a-0=0. Es decir, U es también cerrado para el
producto por esclares ®. Esto implica que U es un subespacio vectorial de Ri.

sSon B={(1,1),(0,1)} y B ={(1,1),(1,e)} bases de R%?

Método 1. Consideremos la aplicacién f: R2 — R? dada por f(z,y) = (z,log(y)), V(z,y) €
R?. Entonces, f es biyectiva porque su inversa es f~!(a,b) = (a,€’), V(a,b) € R?. Ademés
f es lineal:

f((z1, 1) ® (x2,92)) = f(1 + T2, y1 - Y2) = (21 + 22,108(v1 - y2))
= (1 + w2, log(y1) +1og(y2)) = (z1,l0g(y1)) + (2, +1og(ya)) = f(z1,91) + f (22, y2),
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fla®(,y)) = fla-x,y*) = (a-2,log(y")) = (a-2,a-log(y)) = a- (z,log(y)) = a- f(x,y).
Como f es lineal y biyectiva, entonces f es un isomorfismo de R en R? (éste tltimo con
su estructura usual de espacio vectorial). Como los isomorfismos llevan bases en bases,
deducimos que un subconjunto de vectores B de Ri sera base de ]R%r si y sélo si f(B) es
base de R?. En nuestro caso,

{f(1,1), £(0,1)} = {(1,log(1)), (0,10og(1))} = {(1,0),(0,0)} no es base de R?,

mientras que

{f(1,1), f(1,e)} = {(1,log(1)), (1,10g(e))} = {(1,0),(1,1)} sf es base de R

Por tanto, B no es base de R? (es linealmente dependiente) y B’ si es base de R2.

Este mismo método podia haberse usado para resolver el apartado (b): como f: ]R%r — R?
es un isomorfismo de espacios vectoriales, que U sea un subespacio vectorial de ]Ri equivale
a que f(U) sea un subespacio vectorial de R?. Pero f(U) = {(x,log(y)) € R? | z —log(y) =
0} = {(z,2) € R? | z — z = 0}, que es un subespacio vectorial de dimensién 1 de R

Método 2. También podemos realizar este apartado directamente con la definicién de base.
Noétese que B no es base pues contiene a (0,1), que es el neutro para la suma @ en Ri.
Veamos que B’ si es una base de ]Ri. Comprobaremos que B’ es un sistema de generadores
linealmente independiente. Sean a,b € R. Operando, obtenemos:

ao (L,D)]@boe (1,e)] = (a,1) @ (b,e) = (a+b,e).

Asi, dado (z,y) € R?, tendremos que (z,y) = [a® (1,1)]® [b® (1,e)] siy sélosi a+b =z,
y ¢’ = y. Tomando logaritmos en la segunda ecuacién se sigue que b = log(y), mientras
que a = © —b = x — log(y). Esto prueba que B’ es un sistema de generadores de RZ.
Para probar que B’ es linealmente independiente consideramos una combinacién lineal
[a® (1,1)]® b (1,e)] = (0,1), lo que conduce a las ecuaciones a +b = 0y ¢* = 1.
Procediendo como antes deducimos que a = b = 0 y se acaba.

2. Se consideran los subespacios vectoriales de R* siguientes:

U = {(z,y,2,t) ER |z —y+2—t=0, s+y+2+t=0},
Wo = {(z,y,2,) eR' |2 -2y =0, ar —y+2—-t=0} (a€R).

(a) Calcular una base de U N W, y otra base de U + W,, para cada o € R.

Primero estudiamos U. Sumando y restando las ecuaciones que definen a U:

r—y+z—1t=0 r+2=0
r+y+z+t=0 y+t=0

luego U = L({(—1,0,1,0),(0,—1,0,1)}) y U tiene dimensién 2. Ahora estudiamos W,
con o € R arbitrario: Los coeficientes de las ecuaciones cartesianas de W, forman la

matriz ( ; :? (1) _01 ) , que tiene rango 2. Por tanto, W, tiene dimension 4 — 2 = 2
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independientemente de «, y una base de W, es {(2,1,1—2a,0), (0,0, 1,1)} (los dos vectores
se obtienen a partir de las ecuaciones cartesianas de W,, el primero dando los valores y = 1,
t =0, y el segundo dando los valores y = 0, t = 1). Juntamos las dos bases de U y de W,
y estudiamos dependencia lineal:

-1 0 1 0 -1 0 1

0
1 1 0
0 —1 0 1o 0 -1 0 Liun B _ B
2 1 1-2a 0| | 2 0 1-2a 1| g 1 120‘ 1 =2(1-a),
o o0 1 1 o o0 1 1

donde en (I) hemos sustituido la tercera fila por la suma de la segunda y tercera filas, y
en (/1) hemos desarrollado por los elementos de la segunda columna. Por tanto:

(A) Si a € R— {1}, entonces los cuatro vectores obtenidos al juntar las bases de U y W,
son linealmente independientes (luego forman una base de R*). Esto nos dice que
U+ W, =R*y, por dimensiones, dim(U NW,) = dim U + dim W, — dim(U + W,) =
2+2—-4=0, de donde UNW, = {0}. Por tanto, U N W, no tiene bases.

(B) Si =1, entonces los cuatro vectores obtenidos al juntar las bases de U y W; son
linealmente dependientes. Pero los vectores de la base de U junto con el vector
(0,0,1,1) de base de W; son linealmente independientes, ya que el rango de la ma-

-1 010
triz 0 —1 0 1 | esclaramente 3. Esto nos dice que {(—1,0, 1,0), (0,—1,0,1),
0 011

(0,0,1,1)} es una base de U+ W;. Queda calcular una base de UNW;: Las ecuaciones
cartesianas de U N W,—; se obtienen juntando las de U con las de W7:

T +z =0
Y + o=

r —2y =0

xr -y +z —t =0

La cuarta ecuacion es la primera menos la segunda, luego podemos eliminarla. Al
resolver el sistema formado por las tres primeras ecuaciones, obtenemos las soluciones
{(=2t, —t,2t,t) = t(—-2,-1,2,1) | t € R}, luego {(—2,—1,2,1)} es base de U N W}.

Obtener unas ecuaciones cartesianas para un subespacio que sea complementario de UMW,
dentro de U + W.

Hemos visto que U + W tiene dimensién 3, y que v; := (—2,—1,2,1) es una base de
UNWi. Asi que el complementario que nos piden deberd tener dimensiéon 3 — 1 = 2.
Para elegirlo, necesitamos dos vectores ve,v3 de U + W tales que el sistema {vy,vq,v3}
sea linealmente independiente (y en ese caso el complementario buscado serda L({vy,vs3})).
Tomo vy = (0,—1,0,1) (que estd en la base de U que calculamos en el apartado an-
terior, y por tanto estd en U + Wi) v v3 = (0,0,1,1) (que estd en la base de W que
calculamos en el apartado anterior, luego también estd en U + W;p). Como la matriz

-2 -1 2 1
0 —1 0 1 | tiene rango 3, entonces {vy, v, v3} es un sistema linealmente indepen-
0O 011



3. Sea

diente, luego L({ve,v3}) es un complementario de U N W dentro de U + W;. Queda sélo
calcular las ecuaciones cartesianas de L({vs,v3}), que deben ser dos (por tener L({vg,vs})
dimensién 2 en R*). Para ello, impongo que los menores de orden 3 de la matriz siguiente

0 -1 0 1
sean cero: 0 01 1
T y z

Como el menor 2 x 2 formado por la intersecciéon de las dos primeras filas con las dos
ultimas columnas de la 1ltima matriz tiene determinante distinto de cero, deducimos que
las dos ecuaciones que buscamos se obtienen ampliando ese menor a un menor de orden 3
e igualando el determinante correspondiente a cero. Asi obtenemos

-1 0 1 0 01
0=] 0 1 1|=—-t—-y+z, 0=]011|=—x,
y 2zt T 2z t

luego las ecuaciones cartesianas de L({ve,v3}) son z =0,y — z+¢ = 0.
V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo K, y f € End(V).

Probar que si Im(f) = Im(f o f), entonces f|Im(f) es un automorfismo de Im(f).
Restringiendo f: V — V a Im(f) se obtiene f|Im(f)3 Im(f) — V. La imagen de esta

restriccion es {f(y) | y € Im(f)} = {f(f(x)) | z € V} = Im(f o f), que coincide con Im(f)
por hipétesis. Por tanto, f |Im( n: Im(f) — Im(f) es un endomorfismo sobreyectivo, luego

es un automorfismo (porque Im(f) tiene dimension finita).

Deducir que V- = ker(f) @ Im(f) si y solo si Im(f) =Im(f o f).
Supongamos que V = ker(f) @& Im(f), y veamos que Im(f) =Im(f o f). Por un lado,

Im(f o f) ={f(f(x)) [z €V}CA{f(y) |y €V} =Im(f)

Reciprocamente, si y € Im(f) entonces existe z € V tal que y = f(z). Como V =
ker(f) @ Im(f), podemos descomponer (de forma unica) x = u + v donde u € ker(f) y
v e Im(f). Asi, y = f(z) = f(u+v) = f(u) + f(v) = f(v), por ser f lineal y porque
u € ker(f). Finalmente, como v € Im(f) entonces v = f(w) para algin w € V, de donde
y=f)=f(f(w)) =(fof)(w),yhemos probado que y € Im(f o f). Las dos inclusiones
hacen que Im(f) =Im(f o f).

Ahora supongamos que Im(f) =Im(f o f) y veamos que V = ker(f) @ Im(f). Para ver
esto ultimo, empezamos comprobando que ker(f) NIm(f) = {0}. Por el apartado (a), la
hipétesis Im(f) =Im(fo f) implica que f|1m(f) es un automorfismo de Im(f). En particular,

el nicleo de este automorfismo es {0}. Pero ker (f‘Im(f)) ={z € Im(f) | f(x) =0} =

ker(f) NIm(f). Por tanto, ker(f) NIm(f) = {0}. Finalmente, como ker(f) y Im(f) son
subespacios vectoriales de V' cuyas dimensiones suman dim V' (por la férmula de la nulidad
y el rango), el que ker(f) NIm(f) = {0} implica que V' = ker(f) & Im(f).



4. En R? se consideran las formas lineales o, 3: R® — R dadas por a(z,y,2) =y, B(z,y,2) =

T + 2. Encontrar un endomorfismo f € End(R?) tal que ker(f') = L({«x,B}) y ker(f) =
{(z,9,2) eR* [ w = 2}.

Tomando anuladores en ker(f') = L({a,3}), esta condicién es equivalente a an(ker(f*)) =
an(L({a, 8})). Pero an(ker(f*)) = Im(f), as{ que estamos imponiendo que Im(f) = an(L({«, 8})).
Calculamos este tultimo anulador:

an(L({e, 8})) = {(z,9,2) €R? | y =0, @+ 2 =0} = L({(1,0, —1)}).

Por otro lado, {(z,y,2) € R® |z = 2z} = L({(1,0,1),(0,1,0)}). Estos dos vectores (linealmente
independientes) serdn por tanto base del niicleo de f. Los amplio a una base de R? con (0,0, 1),

1 01
vaque |0 1 0| =1 % 0. Finalmente, impongo que la imagen de f sea L({(1,0,—1)})
001
mediante el cuadro siguiente:
f R — R3
(1,0,1) ~ (0,0,0)
(0,1,0) — (0,0,0)
(0,0,1) — (1,0,-1)

El teorema fundamental de las aplicaciones lineales asegura la existencia de un tnico endo-
morfismo que cumple el cuadro anterior. Es claro que f cumple Im(f) = L({(1,0,—1)}) y
ker(f) = L({(1,0,1),(0,1,0)}), asi que f cumple las propiedades deseadas (aunque f no es
unica con estas dos propiedades).



