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Curvas y Superficies, Grado en Matemaéticas. Curso 2016/2017

1. Sea S C R® una superficie compacta, contenida en una bola de radio r > 0. Probar que existe
un punto p € S tal que K(p) > % y |H(p)| > L.

I
Salvo una traslacién, podemos suponer que la bola de radio r que contiene a .S estd centrada en el
origen de R3. Consideremos la funcién distancia al cuadrado al origen, f: S — R, f(p) = ||p||?,
que es diferenciable. Sabemos que un punto pg € S es critico para f si y sélo si T,,S es
perpendicular a pg, es decir, pg = AN, siendo A € Ry N: S — S%(1) una aplicacién de Gauss
de S (que existe, porque S el orientable al ser compacta). También vimos en clase que dado un
punto critico pg € S de f, el hessiano de f en py viene dado por

(V2 F)po(v) = 2(|[0[* + X - 0y (v, ),

donde o es la segunda forma fundamental de S respecto de N.

Ahora tomemos un punto pg € S donde f alcance un méximo, que existe por ser S compacta
y f continua. Como py es un mdximo de f, se tiene que (VZf),, es semidefinido negativo.
Por tanto, |[v]|*> + X - oy, (v,v) < 0 para todo v € T,,S. Sea {e1,e2} una base ortonormal
de direcciones principales en pg (si pg fuera umbilical, tomamos cualquier base ortonormal de
T,,S), v sean ki, ko las curvaturas principales en py respecto a N. Tomando v = e; tenemos

0> |leil> +X-opy(eised) =14+ Nk, i=1,2. (1)

Por tanto, 1 < (=A)k;, ¢ = 1,2. Multiplicando estas inecuaciones para i = 1 e i = 2 queda
1 < A? - kiks = A2 - K(pg), donde K es la curvatura de Gauss de S. Por tanto, K (pg) > 1/\%.
Por otro lado, tomando normas en py = AN, tenemos |A| = ||[AN,, || = ||lpo|| < r, siendo esta
dltima desigualdad cierta porque S estd contenida en la bola de radio r centrada en el origen.
Asf que K(pg) > 1/\% > 1/r2.

Finalmente, de la desigualdad H? > K (vélida para todo punto de toda superficie) y lo que
acabamos de probar se deduce que H(pg)? > K(po) > 1/r?, luego |H(po)| > L. Esta tltima
desigualdad también podria haberse obtenido sumando las inecuaciones (1) parai=1ei=2.

2. Sea S C R3 una superficie compacta y conexa, con curvatura de Gauss positiva. Si H/K es
constante, probar que S es una esfera.

S es orientable por ser compacta. Elegimos una orientacién en S (equivalentemente, elegimos
una aplicacién de Gauss N para S) y llamamos k1 < k2: S — R a las correspondientes cur-
vaturas principales. Como k; es continua y S es compacta, podemos elegir un punto py € S
donde k; alcanza su minimo. Veamos que ko alcanza su maximo en pg: notemos que

H_k1+k2_1<1 1>

K~ 2k 2\& T h

(2)

Como H/K es constante, 1711 + é también lo es. Como k; tiene un minimo en pg, entonces 1/k;
tiene un méaximo en py. Como 1711 + k%‘ es constante en S, deducimos que 1/ks tiene un minimo

en pg, luego ko tiene un maximo en pg. Esto mismo podria haberse obtenido probando que ko

es funcién estrictamente decreciente de k1, lo cual se obtiene despejando ko de (2): ko = %,
donde c es la constante 2H /K. Como la funcién f(z) = %5 tiene derivada f'(z) = ﬁ <0,

tenemos que f es estrictamente decreciente. Por tanto, ko es funcién estrictamente decreciente
de kl.

Como pg es un punto eliptico de S (todos los son por ser K positiva), el Teorema de Hilbert
nos asegura que po es un punto umbilical.



Finalmente, dado p € S cualquier se tiene k1(pg) < k1(p) < ka(p) < ka(po) = k1(po) (la dltima
desigualdad es cierta porque py es umbilical), de donde deducimos que todos los puntos de S
son umbilicales, es decir, S es totalmente umbilical. Como S es compacta y conexa, el teorema
de caracterizacién de las superficies totalmente umbilicales implica que S es una esfera.

. Sea S C R? una superficie orientable con aplicacion de Gauss N: S — S*(1) y sequnda forma
fundamental asociada o.

Dada una curva diferenciable y p.p.a. a: I — S definida sobre un intervalo abierto I C R, se
definen las aplicaciones diferenciables

T=a, Ny=Noa, B=TxN,.

Ast, {T, Ny, B} forma una base ortonormal positiva de R® en cada instante de I (llamada el
triedro de Darbouz de ).

(A) Probar que T' = (&")T + Ky, N, donde k,, es la curvatura normal de S en la direccion de
o

Descomponemos 7" = o’ en partes tangente y normal a S (en cada punto de «):
T/ — (a//)T 4 <O/’,N(X>Na,

donde hemos usado que N, es unitario para escribir la parte normal de &’ como (o, N ) N,.
Como en cada instante se tiene (o, N,) = 0, tras derivar tenemos 0 = (o, N,) +
(o, dNy(a')) luego (o', Ny) = —(a/,dNy(a')) = oa(a/,a’). Como « es p.p.a., ou(a/,a)
es la curvatura normal k,, de S en la direccién de o/ y queda

T = (&) +04(a/,0/ )Ny = (/) + K, Ny.

(B) Demostrar que (') lleva la direccién de B. Deducir que (/)T = k, B, donde k, =

(&,B) = —det(a/a”’, Ny). A k4 se le llama curvatura geodésica de o.

Como {T, N,, B} es base ortonormal de R* y N, es normal a S, tenemos que {T, B} es
base ortonormal de T, S. Como («”’)T € T, S, tenemos que (a”)? se descompone respecto
de esta base ortonormal de la forma

(@) = ("), )T +((a")", B)B.

Asi que (o”)T llevard la direccién de B si vemos que {(o”’)T,T) = 0. Pero {(«/)T,T) =
(", T) =(T".T) = 5(IT|*)" = 0 porque T =1.

Por lo tanto, hemos probado que ()T = ((o")”, B)B. Llamando r, = {(a")7, B), se
tiene (o) =k, By

kg = (', B) = (&, T x N,) = det(a”",T,N,) = —det(T, ", N,) = —det(a/, &, Ny,).

(C) Probar que a es una geodésica de S si y sdlo si su curvatura geodésica se anula idéntica-
mente.
Por definicién, « es geodésica de S si y sélo si (o) = 0. Como (o')T = k, B y B no
puede anularse en ningin instante (es parte de una base ortonormal en cada instante),
tenemos que (/)T =0 si y sélo si k, = 0.

(D) Demostrar que

T' =kyB+tnNoy (No)=-k,T—0,T,B)B, B =—kyT+0,(T,B)N,

(éstas son las ecuaciones de Darbouz).

A B
Tenemos T" @ (@"T + Kk, Ny ® kg B 4+ £, No que es la primera ecuacién. Escribimos

(Ng)" en coordenadas respecto de la base ortonormal {T', N,, B}:

(Na)" = ((Na)', T)T + ((Na)', Na)Na + {(Na)', B) B. (3)



Derivando en (N,,T) = 0 sale {(N,),T) = <Na,T’) = —~(Na, (&) + kp No) = —kop.
Derivando en (N,, N,) = 1 tenemos ((N,)’, No) =
Por otro lado, ((N,)', B) = (dN. (), B) = —0.(/, B) —0o(T, B).

Sustituyendo estos tres coeficientes en (3) tenemos (N,,) = —k, T — 04 (T, B)B, que es la
segunda ecuacion de Darboux.

Finalmente probamos la tercera ecuacién de Darboux. Empezamos razonando como antes,
escribiendo B’ en coordenadas respecto de la base ortonormal {T', N, B}:

B' = (B, T)T + (B, NJ)N, + (B', B)B. (4)
Derivando en (B,T) = 0 tenemos (B, T) = —(B,T') = —(B,a") ) —Kg.
Derivando en (B, N,) = 0 tenemos (B’, N, ) = —(B, (N,)’), que por la segunda ecuacién

de Darboux vale —(B, —k, T — 04(T, B)B) = 0,(T, B).

Derivando en (B, B) = 1 tenemos (B’, B) = 0.

Sustituyendo estos tres coeficientes en (4) tenemos B’ = —k4 T + 04 (T, B)N,, que es la
tercera ecuacién de Darboux.



