
Definición 0.1 Dado un espacio vectorial V (K) de dimensión n y una base ordenada B de V ,
el tensor determinante en la base B es la aplicación

detB : V× n). . . ×V → K, detB(y1, . . . , yn) = detA,

donde A es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de (y1, . . . , yn) respecto a B.

detB es lineal en cada variable por separado, aśı que detB es n-lineal y por tanto es un tensor
n-covariante. Además es antisimétrico: T cambia de signo si intercambiamos cualesquiera dos
de sus variables.

Nuestro objetivo es probar que si B,B′ son dos baser ordenadas de B, entonces

detB = detM(1V , B
′, B) · detB′ . (1)

Llamaremos An(V ) al espacio de tensores n-covariantes antisimétricos sobre V .

Lema 0.2 Dado T ∈ An(V ), se tiene T = T (x1, . . . , xn) · detB, donde B = (x1, . . . , xn). En
particular, dimKAn(V ) = 1.

Demostración. Tomemos T ∈ An(V ) y y1, . . . , yn ∈ V .

T (y1, . . . , yn) = T

(
n∑

i1=1

ai1,1xi1 , . . . ,
n∑

in=1

ain,nxin

)

=
n∑

i1,...,in=1

ai1,1 . . . ain,nT (xi1 , . . . , xin)

(A)
=

∑
σ∈Sn

aσ(1),1 . . . aσ(n),nT
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
(A)
=

∑
σ∈Sn

aσ(1),1 . . . aσ(n),n · (−1)[σ]T (x1, . . . , xn)

= T (x1, . . . , xn)

(∑
σ∈Sn

(−1)[σ]aσ(1),1 . . . aσ(n),n

)
= T (x1, . . . , xn) detA
= T (x1, . . . , xn) detB(y1, . . . , yn).

donde en (A) hemos usado que T es antisimétrico (Sn es el grupo de las permutaciones de n
elementos y (−1)[σ] es la signatura de cada permitación σ ∈ Sn). Como lo anterior es cierto
∀y1, . . . , yn ∈ V , tenemos T = T (x1, . . . , xn) · detB.

Finalmente, la fórmula T = T (x1, . . . , xn) ·detB nos dice que todo T ∈ An(V ) es linealmente
dependiente con detB. Como detB(x1, . . . , xn) = 1, tenemos que detB no es el tensor nulo. Por
tanto, dimKAn(V ) = 1. 2

Ya podemos probar la fórmula (1): Tomemos dos bases ordenadas B = (x1, . . . , xn), B′ =
(x′1, . . . , x

′
n) de V . Como dimKAn(V ) = 1, existe λ ∈ R tal que detB = λ detB′ . Evaluando en

(x′1, . . . , x
′
n) tenemos λ = detB(x′1. . . . , x

′
n) = detM(1V , B

′, B) y hemos terminado.
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