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| 1. INTRODUCCION A LAS SENALES

= Senal. Una senal es un conjunto ordenado de informacion o de datos. Generalmente,
las senales en aplicaciones biomédicas se organizan en funcion del tiempo, aunque
también pueden organizarse en funcion de otras variables, como el espacio.

Ejemplos de senales en aplicaciones biomédicas incluyen el registro de la actividad
eléctrica producida por los musculos del corazon, conocida como electrocardiograma
(ECG, figura de abajo); y el registro de la actividad eléctrica producido por el sistema

nervioso, conocido como electroencefalograma (EEG).
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Ejemplo de electrocardiograma (ECG)



| 1.a. Clasificacion de senales

= Continua o discreta en el tiempo. Una senal que esta definida para cualquier valor
del tiempo t es una sefal continua en el tiempo, mientras que una senal definida
solo en puntos discretos del tiempo t = n - T (donde T es el periodo de muestreo)

es una senal discreta en el tiempo.
o Sefal continua en el tiempo: La temperatura registrada por un termdémetro de mercurio.
o Senal discreta en el tiempo: La temperatura mensual promedio de una region.

= Analdgica o digital. Una senal cuya amplitud pueda estar en cualquier valor en un
rango continuo es una sefnal analogica. Una senal digital, por otra parte, es aquella
en la que la amplitud puede tomar unicamente un numero finito de valores.

A

Eje vertical (Amplitud): analdgica o digital

n

A

Eje horizontal (Tiempo): continua o discreta
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Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).

Continua y digital
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* Periodica o aperiodica. Una sefial g(t) es periddica si existe una constante positiva T
que satisface que g(t) = g(t + T,) para todo t.

El valor mas pequefio de T, que cumple la condicion es el periodo de g(t).
Naturalmente, una senal es aperiodica si no cumple la condicién anterior.

Por definicidon, una sefnal periddica comienzaent = —ooy terminaen t = 4o,

La senal de a continuacion es un ejemplo de senal periddica, con periodo igual a 2.

g(1)

e Ve P

= Determinista o aleatoria. Una senal cuya descripcion fisica se conoce completamente,
bien de manera matematica o grafica, es una sefal determinista. Por el contrario, una
seifal que se caracterice en términos probabilisticos (por ejemplo, en funciéon de la
media, del valor RMS, de la desviacidon estandar, o su funcion de probabilidad) sera
una sefnal aleatoria.

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



| 1.b. Operaciones con senales

= Desplazamiento temporal. Considera la s
sefal g(t) y la misma sefial desplazada T /\\
segundos, representado por ¢(t). | 0 —
et +T)=g() 29t)=9gt—T)
o) =g(t-T)

Para desplazar una sefial por T, sustituimos t \
por t —T. Por lo tanto, g(t — T) representa /

—

g(t) desplazada T segundos. #T% 0

Si T es positivo, el desplazamiento es hacia la
derecha (la sefal se retrasa). Si T es negativo,
la senal se desplaza hacia la izquierda (se
adelanta).

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Escalado en el tiempo. Se refiere a la compresion
0 expansion de una sefial en el tiempo. g(t)

La sefal @(t) en la segunda figura representa la
sefal g(t) comprimida por un factor 2. @(t) seria
equivalente a reproducir la pista de audio g(t) al N O & [
doble de su velocidad de grabacion. - -

En general, lo que ocurra en g(t) en un instante t
ocurrird en @(t) en el instante t /2, por lo que:

p(t/2) = g(t) 2 o(t) = g(2t)

Podemos utilizar un argumento similar para
mostrar que g(t) expandida en el tiempo
(reproducida a una velocidad mas lenta) por un
factor a vendria dado por:

p(t) = g(t/a)

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).




" |nversion en el tiempo. Puede considerarse
como un caso particular de escalado en el tiempo
cuando a = —1.

Invertir la sefial g(t) consiste en rotar la sefial
180° sobre el eje vertical. @(t) representa por
tanto la version de g(t) volteada sobre el eje
vertical. Lo que ocurre en g(t) en el instante t,
ocurre en @(t) en el instante -t, es decir:

p(—t) = g(t) 2 o(t) = g(-t)

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).
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2. En la figura de abajo, la sefal ¢1(t) = g(—t). Expresa las sefales go2(t), g3(t), g4(t) y g5(t) en términos de las
sefiales g(t), g1(t), y sus versiones desplazadas en el tiempo, escaladas en el tiempo, o invertidas en el tiempo. For
ejemplo, g2(t) = g(t—T) + g1 (t —T') para un determinado valor de 7". De manera similar, las sefiales g3(t) y ga(t)
pueden expresarse como g(t — T') + g1(t + T") para un valor de T; y g5(5) puede expresarse como ¢(t) desplazada
en el tiempo, escalada en el tiempo, y multiplicada por una constante.

8(1) £,(1) g>(1)
.......................... | | B EEEEECIRTERFRTPPET R TPrEy: ]
-1 0 [—> 0 r—> | 0 r—> | 2
| 1.5
r—>»
- 0o i— I _1 Jo L 0 P >
2 2

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). G



| 1.c. Senales basicas

= Funcidon impulso unitario. La funcion §(t) fue definida
por Paul A. M. Dirac (por lo que también se la conoce
como Delta de Dirac) como:

S =0 si t0 , [ 8t)dt=1

El impulso unitario puede visualizarse como un pulso
rectangular de anchura infinitésimamente pequena, de
altura infinitamente alta, y de area la unidad.

Multiplicacion de una funcion @(t) por un impulso 6(t)
p(t)6(t) = (0)5(t)
p(t)6(t—T)=@(T)o(—T)

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).
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= Funcion escalon.

_f1 =0
”(t)_{o t<0

= Funcion signo.

1 t>0
K_l t<0

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).

u(r)

s(t)




= Funcidn pulso rectangular.

{1 x| £ 1/2
H(X/T)‘{o x| > 7/2

" Funcidn pulso triangular.

1 =2lx|/t x| < t/2
/\(x/f)‘{ 0 x| > 1/2

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).
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" Funcion sinc(x). Juega un papel muy importante en el procesado de sefal, y se define

sin(x) sin(mx)

sincy(x) =

sinc(x) = ” —

o Funcidn par, definida entre —oo y +00

o sinc(x) =0 cuando sin(x) =0, es decir,
cuando x = +m,+2m, +3m, ...

o En x =0, sinc(x) es indeterminada, pero
utilizando la regla de I’'Hopital =2 sinc(0) = 1

) _ i ™ g

sinc (x)

Regla de I'H6pital: lim —=

x—c g(x) xacgwx)

sin(x) 0 o~

lim =— - ~

lim Sin(x) - (I’'Hopital) 2 lim cosx) _ 1

x—0 X x—-0 1

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



Dibuja
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Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



| 1.d. Senales vs. vectores

= Una sefial g(t) definida en un intervalo [a, b] mediante nimero finito N de instantes de tiempo puede
representarse como un vector g, que tendra dimensién N.

g=[g(t) g(tz) .. g(ty)] ty=a, t=a+€, t;=a+2¢ .. ty=a+(N—-1)€e=b

= Un vector tiene magnitud y direccion. En un espacio vectorial, se define el producto escalar de dos
vectores gy x como: < g,x > = ||g|| - ||x]| cos 6.

= Lanormade unvectores |[x|]| = V<x,x>
= Y su energia puede calcularse como [|x]|? = < x,x >

» Los vectores gy x son ortogonalessi< g,x>=20

<g X> <gXxX>
<X X>  |IX||2

" La proyeccion de g sobre x se obtiene como: ¢ =

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Ejercicio en MATLAB / GNU Octave

o Crea dos vectores g y x de dimension 2.

o Calcula el vector resultante de proyectar g sobre x (utiliza la funcién dot para realizar el producto escalar).

o Calcula el vector error (e).

o Representa todos vectores.

o Verifica que los vectores x y e son ortogonales. > ' T ' [ — '
4.5 3

ProyGsobreX
4r e

%% Seccion 1.d. Seriales versus vectores

clf{figure(l)),hold on,box on Abrimos la figura 1
plot{[@,g(1)],[@,g(2)], 'b") Vector g en azul

plot{[@,x{1})],[@,x(2)], 'm") % Vector x en magenta 0.5
plot{[@,ProyGsobreX(1)],[@,ProyGsobreX(2)], 's') % Proyeccidn en verde 0 : : . . . . . .

clear,clc % Reseteamos MATLAB 3.5
g = [4.5,8.5]; E Vector g 3l
*x = [1,4]; % Vector x
c = dot{g,x)/dot{x,x); % Factor de escala que minimiza el error 25T
ProyGsobreX = c*x; X% Proyeccion de g sobre x 27
e = g-ProyGsobreX; % Vector error 150
x
x

plot([g(1),ProyGsobreX(1)],[g(2),ProyGsobreX(2}],'r') % Vector € en rojo 0 05 1+ 15 2 25 3 35 4 45
axis{[@ 5 @ 5]) % Fijamos el eje de la representacidn
legend('g', 'x", '"ProyGscbreX’,

el % Leyenda
fprintf{sprintf({ "El producto esca

lar entre x y e es: %kl.gg\n’',dot{x,e)))



El producto escalar de dos sefiales continuas en el intervalo [t4, t,] es:

to

< g(t),x(t) >= j g(®)x(t) dt

ty
La energia de una sefial continua en el intervalo [t4, t,] es:

By =< 90,90 >= | g dt

La norma de una seial continua viene dada por:

lg@®Il =< g(®), g >

El valor de ¢ que minimiza el error entre dos senales es:

_<g®),x(t)> 1 (b
“Tx),x0) > E,J

g(®)x(t) dt

t1



1. Calcula la energia de las senales mostradas en la figura. Comenta el efecto en la enegia con respecto a un cambio
de signo, desplazamiento en el tiempo, o duplicar la amplitud de la sefial. ;Cuadl seria el efecto en la energia de la
senal si esta se multiplica por k?

'V\ sin 1 (a) l" —Hiny‘\ (b) ,
2sini

0 2n 0 2n
= r—> (d)
)] f— n
L sin I /'\ (¢)
{0 2m 4;1
—

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



| 1.e. Correlacion de senales

<g x>
<X X>

= iPodemos utilizar ¢ = para medir el grado de similitud entre dos senales?

= Un indicador independiente de la norma de los vectores reside en el angulo 6 entre los
vectores, y el grado de similitud puede medirse en términos del cos 6.

<g,x>
p =cosf =
IgllIxI]

= p es el coeficiente de correlacidn, y se observa que |p| < 1.

= De manera equivalente para dos senales reales:

1 (0]
P j g0 de




861
x(1) 8,(1) g;(1) ° sin 27t

1 1

| . IWIVIVE
e e i

-1

» Calcula el coeficiente de correlacién p entre x(t) y las sefiales g,(t), g3(t) y g¢(t)

1 (0.0]
P~ f x(0g(e) de

— 5 5
\/(5)(125)f (0.5)de =1 E"ZL E(r)dr:L dt =5

a) p=

1 5
b)p: f (—1)dt=—1 5
OO Eg = f sin® 27 tdt = 2.5
0

c) p= m[ sin(2mt) dt = 0

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Correlacion cruzada entre dos senales: Aplicacion en el campo del PSB

o 1000 Plantilla de ECG de referencia
beg@ = | 20+ de ) e
—00 3 500
= Autocorrelacion: <
-500 & | | ! | |

|
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(0.0)

Tiempo (s)
— Ejemplo de ECG
l~|Jg (7) g(t).g(t + T) dt 3000 . . . . . . .
_w —
33; 2000 N
(]
E 1000 A
E—
< 0
1000 | | Il | | | 1 | |
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
A Tiempo (s)
s 5 X 107 Correlacion de ECG con Plantilla desplazada 7 segundos
ﬁ T T T T T T T T T
©
o
3 1t
a
2
S of
o
O
O 1 '
';'/J 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

7 (8)



Plantilla de ECG de referencia

1000 T T T T T T T T
— Histograma de amplitudes de maximos locales
> - T T T T T T
= 500 ]
E
it o
g 0 I S
< 8 -
(0]
'500 1 | 1 1 | | 1 . ;
0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 'g
Tiempo (s) @ i
Ejemplo de ECG §
3000 T T T T T T T T T Z
2 2000 - § -4 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Y < EGC, Plantilla Desplazada > %108
S 1000 F -
=
E 0 ECG original vs. modelado
1500 T T T T T T T T T
-1000 I I L L I I I I I ECG original
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 1000 ECG modelado | -
A Tiempo (s) <
L 5 X 107 Correlacion de ECG con Plantilla desplazada 1 segundos S 500 .
S T T T T T T T T T g /\
a = 0f
2 4L . z
a
2 -500 i
£, o g S | U
n_? 3 KI ? v \ -1000 I I I I I I I I I
- 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
8 1 L ! L ! ! L ! L ! Tiempo (S)
o 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

7(8)



| 1.f. Convolucion de senales

= |La convolucion es una operacion matematica que combina dos senales para generar
una funcion que representa como interactuan las dos funciones originales entre si.

= La convolucion juega un papel fundamental en el procesado de senal, porque
permite disefar y estudiar sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI).

x(t)

y(t) = x(t) * h(t)
>

> h(t), h[n]

x|n]

= Diseno e implementacion de filtros.

= Predecir la salida si conocemos la entrada y tenemos caracterizado el sistema (filtro).

= Estimar el sistema si conocemos la entrada y la salida.

y[nl = x[n] * h[n]



= Predecir la salida si conocemos la entrada y el sistema.

h[n] Filtro y|n] _Seﬁal filtrada
—> n

x[n] Sefal de entrada
Chirp - ‘ . N\wawwm
f

(b) High-pass

gain

‘ /—\
f

(c) Band-pass

gain

> \ / —D>

(d) Band-stop

Fuente de la imagen: https://www.vectornav.com/resources/inertial-navigation-primer/math-fundamentals/math-filtering



= Estimar el sistema si conocemos la entrada y la salida.

y[n]

x|n] * h

n]| + Noise[n]

x|n| y[n]

x[n] Estimulo auditivo: tren de clics (impulsos)

h[n] Respuesta neuronal desconocida a estimar

y[n] Electroencefalograma (EEG)



= Calculo de la convolucion de dos funciones.

= La convolucion toma dos funciones, “desliza” una funcion sobre la otra invertida,
multiplica los valores en los puntos de superposicion, y suma los productos.

= Matematicamente, se expresa como:

x(t) * h(t) = foox(T) h(t —1)dt
x[n] x h|n] = x[k] - h[n — k]
k=Zoo 3

Fuente de la imagen: Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Convolucion)



Convolution Cross-correlation
f m f m
AN AN

x(t) x h(t) = foox(r) h(t — 1) drt

Pxn(T) = fo x(Oh(t + 1) dt

frg g+f ., . .,
= La convolucidon se relaciona con la correlacion
11 N cruzada de la siguiente forma.
A0 Pi A 1\
4 ) N Yyn = x(=t) * h(t)
g+t f*g = |la correlacion cruzada no es conmutativa,
N N mientras que la convolucion si lo es.
L NC N N Wen  Yne  x(t) * h(t) = h(t) * x(t)

Fuente de la imagen: Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Convolucion)



= Ejercicio en clase. Programa la convolucidn y la correlacion cruzada de estas dos senales.

0.5

f(n)

II(n)

-4 -3 2 -1

| | | |

-4 -3 -2 -1
Conv [f, g]

50

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Corr [f, g]

60t
401
20}

50

4 -3 -2 -1 0 1 2
Corr[g, f]

3

%% Seccidén 1l.f.b. Convelucidén vs. correlacién
clear, clc

% Definimos las funciones f y g

fs = 188,
t = -2:1/f=:2;
f = zeros(size(t)); cond = t»=-8.5 & t<=6.5; F(cond) = 1;

E

zeros(size(t)); cond

tr>=0 & t<=1; g(cond) = exp(-t{cond)/2);

% Calculamos la correlacidn y la convolucidn

t2 = -4

Convl =
Conv2
Corrl
Corr2

1/f=:4;
conv{f,g);
conv{g,f);
xcorr(f,g);
xcorr(g,f);

% Representamos el resultado
clf({figure(l))

subplot(4,2,[1,2]), plot(t,f), *1im{[-5 5]), title('f(n)")
text(1,8.7, '\Pi(n)", 'FontSize',18)

subplot(4,2,[3,4]), plot{t,g), x1im{[-5 5]), title('g(n)")
xlabel('n", 'FontSize',18)

text(1.3,8.7, 'e"{-n/2}", "FontSize',18)
subplot(4,2,5), plot(t2,Convl), x1lim{[-5 5])

title{ 'Conv [f , g]"), set{gca, 'wtick',-5:5)
subplot(4,2,6), plot(t2,Conv2), x1im([-5 5])
title{ 'Conv [g , f]'), set{gca, 'wtick',-5:5)

subplot(4,2,7), plot(t2,Corrl), xlim([-5 5])

title('Corr [T, g]'),
xlabel(’

set{gca, 'wtick',-5:5)
n', FontSize',18), set(gca, 'xtick',-5:5)

subplot(4,2,8), plot(t2,Corr2), =x1lim([-5 5])

title( ' Corr [g , f]'),
xlabel(’

set(gca, '»tick',-5:5)

L= |

n', FontSize',18)
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| 2.a. La Transformada de Fourier (TF)

gt) =F HG()} = jooG(f)eJZ”ftdf G(f) =F{g®)} = (t)e‘fZ”ftdt
G(f)ejz'":ﬂdf //
()= G(f)

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



* Encuentra la TF de la sefial impulso unitario g(t) = 6(t)

e(t) = d(1n)

00

G(f) = j g(De-i2mreqy =

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).

0 I—>

G(f)=1

0

j 5(t) e J2mItdt = e7J27/0 = 1



" Encuentrala TF inversade 6 (f — fj)
PG~ ) = [ 8¢~ e tdr = [ ermhts (s — s = e

ej27Tfot ? 5(f _ fO) e—jZTCfot ? 5(f 1 fO)

Im Im

Jogt

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Utiliza la identidad trigonométrica cos(2mfyt) = %(ejznfot + e™J27fot), y obtén la TF
de la sefal sinusoidal g(t) = cos(2mfyt)

N SS(F T ) e COSQRf) 25 8(F + o) + 5(F ~ o)

COS I

AN%NA/ |
TATATAY -

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Encuentra la TF del pulso rectangular g(t) = [[1(Y/+)

g(1) G(f T .
) et/ = cos@ +j-sinb

- . N -
I [ A — N N —

2 2 T T T T f—

0 /2 T/2 1
G — t e—jantdt — f e—jantdt — . e—j27tft — : . e—j27rfr/2 _ ejZTL’f’l'/Z —
=] 9@ . o = T ]

1 —j2sin(nfr)  sin(nf7)

= - |cos(mft) — jsin(mft) — cos(mft) — jsin(mfr)] =

e = 7 - sinc(ntf1)

—j2nf ' Tft

Nota: Puesto que G (f) es una funcidn real, no es necesario mostrar |G (f)|y 8,(f) = £G(f) de manera separada.

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). @



= (Ysi G(f) no fuese real? Calcula ahora la TF de la funcién g(t) = e~ *u(t)

8(1)

6(H = |

Si expresamos a + j2mf en forma polar, tenemos \/az + (2mf)? - eJ tan”

[—>

(a)

g(t)e 72 tqt = f

1G(HI =

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).

1/a

(b)

G|

) Puesto que |e/2™/t| = 1, si t > o,

12 e~ (@+j2nf)t — g—at,—j2Rft — () 540 si
a > 0. En caso contrario G(f) no existe.
f—
_—20(f)

«© . —1 . © v 1

e—(a+]27tf)tdt — : e—(a+]27rf)t — :
a+j2nf o a+j2nf

e—ate—]ZTCftdt — j

1
Va? + (2nf)?

1(2nf/a), por lo que:

B [ 2nf
0,(f) = —tan™* <T>



" |Importante recordar:

El espectro de amplitud es una funciéon par

¢ Si g(t) es una seial real L
9®) { El espectro de fase es una funcion impar

G(—f) = foo g(©)e72m=Ntge = (foog(t) e‘fz”ftdt> = G*(f)

o |G(—=P)| =16 Mddulo funcién par
o £G(—f) =—4G(f) Fase funcidn impar

% Si g(t) es una funcién par [g(—t) = g(t)], G(f) es estrictamente real.

% Si g(t) es una funcién impar [g(—t) = —g(t)], G(f) es estrictamente imaginaria.

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



* Pregunta de examen. Demuestra que T_l{/\(f/B)} = gSinCZ (nTBt)

227 sif <0

G(f)z{??? sif >0

r2| m

— 00

g(H) = F1 {/\ (f /B)} = [ 6hermtar = = 2sinet ()

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



| 2.b. Tabla de Transformadas de Fourier (Lathi & ping, 2022)

gt G(f) Condition
I e~ u(r) : a=0
a+j2nf
|
9 at, .«
2 eu(—r) s a=0
2
3 (.’_GIII % a=0
a=+ (2nf)-
I
4 te=Mu(r) — a>0
(a+j2xf)-
n!
5 rne—“fu ! a 0
" (a+j2rf)nt] g
6 &1 I
7 1 5(f)
8§ el2mht 8(f —fo)
9 cos2mfot 0.5[8(f +fo)+6(f —fo)l
10 sin 27 fyt JOSI8(f +1o) —8(f —fo)]
11 u( 15
u(t) 58(f) +j237f
2
12 sgnt -

2nf

g G(f) Condition
13 cos 2mfotu(r) %[S(f —fo) +o(f +fo)l+ J?nf 5
(2rfo)= — (2nf)=
14 sin 2z fytu(t) L1S(f —fo) —8(F +fo)] + 27fo
s —_— — _
! h U Qnfo)? - nf?
2
15 e~ 9sin 2mfotu(r) . R,)fo — a=0
(a+)27f)~+47~fy
16 e~ cos 2afytu(t) a+JEHf — a=0
(a+j2nf)=+4x<fy
17 1(%) T sinc (7f7)
18  2Bsinc (27 Br) I (Z’f—B)
19 AL T Sinc? @)
(1) * Sinc ( !
20 Bsinc? (7Bi) A (L)
2B
1
21 2?3‘:_003(;_”]“) fOZfC:oz—ooa(f_”fO) f0=?
22 /27 o/Ime=20T))?



= Tabla de identidades trigonométricas

e”® =cosf % jsin6
e’ + ¢/ = 2 cos (a — B)e/@*P tan (@ & B) =
e’ — ¢/ = j2 sin (@ — B)e/@*P)

tan @ = tan B
1 + tan a tan B
sinasin B = 4 cos (@ — B) — 3 cos (@ + B)

cos § = l(e"" + ¢ ) = sin (6 + 90°) cos acos B = j cos (@ — ) + 3 cos (a + B)
sin cos B = }sin(a — B) + 3 sin(a + B)
sinf = —J(e"’ ~ e ) = cos (8 — 90°) Acos(§ + @) + Bcos(@ + B) = Ccosf — Ssin@ = Rcos (6 + ¢)

where
C=Acosa + Bcos B
S=Asina + Bsinf
cos?f = 3 (1 + cos 26) R=VC?+ § = VA -+-.B2 -+ 2AB.cos(a - B)
cos’ @ = § (3 cos 8 + cos 30) Asina + Bsin
Acosa + Bcosf3

sin’@ + cos’ @ = 1
cos? 8 — sin® @ = cos 20

¢ = arctan E = arctan
sin?6 = 1 (1 — cos 20) | |
sin’@ = (3 sin 6 — sin 36) - A=Al -el%4 = |B| - e/¥B

. IA +B|* = |A]* + IBI2 +2-|A| - |B| - cos(@a — ¢p)
* |A—BI|*=|AI*+|B|> —2-|Al - |B| - cos(p4 — ¥5)

sin(a & B) = sinacos B = cos a sin 3
cos (a %= B) = cos @cos B +F sin asin B




= Tabla de integrales inmediatas

Inmediatas Cuasi inmediatas (con funciones)
] n+1 ) fn+1 (x)
IX dx = — +K sesuma1 al expo y se divide por lo mismo Jf (X) f'(X)dX = n+1 +k
1 f(x)
_f;dx:ln|x| + k Imdx-lnﬁ(x)ﬁk

_fe"dx =e*+K sequedaigual

[ e (x)dx = e +k

X

Ja"dx= a +k

Ina

f(x)

a
[a®™f (x)dx = =—+k

Ina

_f senxdx = -cosx +k

[ sen(f(x))f (x)dx = -cos(f(x)) + k

_fcosxdx =senx+k

[ cos(f(x))f (x)dx = sen(f(x)) + k

o Fo) o

J—dx= [(1+tg0dx = tgx+k [ aostog) 8= (1+ tG(M0)F (ax = tg(f) +k
1 e Foo
J ooy dx = [(1+ cotgdx = -ctgx +k e o

I (1+ ctg?(f(x))f (x)dx = -ctg(f(x)) + k

1
J dx = arcsenx +k

NG

f f(x)
J1-2(x)

dx = arcsen(f(x)) +k

1
_[1+X2dx=arctgx+k

f'(x) _
| ™ dx = arctg(f(x)) + k




| 2.c. Propiedades de la TF (Lathi & bing, 2022)

Operation g G(f)

Linearity a181(1) +argr(t) a1 Gi(f)+arGa(f)
Duality G(1) g(—f)

Time scaling g(ar) ﬁG (g)

Time shifting g(1—1p) G(f)e /2o
Frequency shifting g(r)el2hot G(f —fo)

Time convolution g1(1) *go(0) G ()G ()
Frequency convolution  g1(1)g>(1) G1(f) *Ga(f)

Time differentiation % (27 H'G(f)

Time integration | ! 0o 8(X) dx ¢\ + %G(O)S (f)

2rf




Linearidad. La TF es lineal.

Si g1(t) =t G1(f)yg,(t) < G,(f), para cualquier constante a, y a,, tenemos

a191(t) + a292(t) € a1G1(f) + az G2 (f)

Cualquier combinacion lineal de senales en el dominio del tiempo corresponde con la
combinacion lineal de sus Transformadas de Fourier.

Simetria. Si g(t) esreal, G(f) y G(—f) son complejos conjugados: G(—f) = G*(f)

|G(f)| es una funcion par: IG(—)| =|G(f)]
6, es una funcién impar: 0,(—f) = —06,(f)



= Dualidad del tiempo vy la frecuencia. Las Transformadas Directa e Inversa de Fourier son
muy similares: idénticas salvo el signo de la funcidn exponencial.

Para cualquier resultado o relacién entre g(t) y G(f), existe un resultado o relacion
equivalente intercambiando los roles de g(t) y G(f) en la relacidn original (con un ligero
cambio de signo).

La propiedad indica que si g(t) < G(f), entonces G(t) < g(—=f).

t
Por ejemplo, puesto que: I1 (—) < asinc (Tfw)
a < ~ _/
N — e’
¢() 0
asinc (mat) < Il (—Ji) = I1 (]—C)
~ ~ - (97 (04
G(t) < ~ /
g(=f)



= Escalado en el tiempo. Si g(t) < G(f), entonces g(at) © — P G ( )

La funcién g(at) representa la funciéon g(t) comprimida en el tiempo (si |a| > 1). De

manera similar, la funcion G (g) representa la funcion G (f) expandida en la frecuencia.

-

Eiemplo paraa = 1/2 en un pulso rectangular:

para g(t) =1 G) < G(f) = 1 - sinc(nfT)

T [0 T - 22— —~—2 5=
2 2 T T T T
aplicando |la propiedad de escalado en el tiempo,
2(0) G| vemos que la funcion expandida en el tiempo
] /i resulta en la funcion comprimida en la frecuencia.
7 0 : ~TNT TNt o~ “N_TT(E —or i
— - =0 g (2) = 1_[ (2‘[) < G(f) = 2t - sinc(2rf1)

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Convolucion. Si gl(t)?Gl(f) y gz(t)?Gz(f) entonces:

Convolucion en el tiempo g1(t) = g,(t) < G1(f) - G,(f)

Convolucidn en la frecuencia g1(t) - g, (t) ? G,(f) * G, (f)

La convolucion de dos senales en el dominio del tiempo corresponde con su
multiplicacion en el dominio de la frecuencia, mientras que la multiplicacion de dos
sefnales en el tiempo corresponde con su convolucion en el dominio de la frecuencia.

Ancho de banda del producto de dos senales.

o Si g,(t) y g,(t) tienen anchos de banda B; y B, respectivamente, el ancho de
banda de g,(t) - g,(t) es B; + B,.

o Si g(t) tiene ancho de banda B, el ancho de banda de g%(t) serd 2B Hz, y el de
g™ (t) sera nB Hz.



= Desplazamiento en el tiempo. Si g(t) < G(f), entonces g(t — tp) < G(f)e 2 to,

Si consideramos g(t) como suma de sus componentes de Fourier (sinusoides con una cierta amplitud y
fase), la sefal retrasada g(t — ty) puede sintetizarse a partir de las mismas componentes sinusoidales,
cada una retrasada por t, segundos. Puesto que las amplitudes no se alteran, el espectro de amplitud de

g(t —ty) seriaigual a |G(f)].

Sin embargo, un retardo de t, segundos: cos(2mf(t — ty)) = cos(2nft — 2mfty) implica un cambio de
fase de cada componente de 2rtft,, observando que es una funcién lineal de la frecuencia.

Eiemplo:
— 2a
Dado e—altl
F a?+(2nf)?
GO = 24 e_a|t—to| 2a e—]antO
D= = onf)> F a2+ (27‘[f)2
N

0 ly f—> f— :

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). Bo(f) = —QTcﬁo/



= Desplazamiento en la frecuencia. Si g(t) < G(f), entonces g(t)e/?/ot < G(f — fo).

Puesto que e/?/ot no es una funcidon real que pueda generarse, el desplazamiento en
frecuencia en la practica se consigue multiplicando g(t) por una sinusoide.

0 o)
/\ \G(f)l Puesto que:
Y 1 . .
\’;’ i = g(t) cos2mfot) =5 [g(£)e!* ™0t + g(t)e —/2mh']
0.
0, ()
Se observa que:
[No Title]| 1
g cosay e 9O cos@nfot) & SIS = fo) + G(f + fo)]
\ ﬂ [\ \SPEAVAEE /\ /\T\f—'
U,V Y V \ —fo's 0 fo's Modulacion AM
vV d B ) = g(t) Sefial modulante
o = cos(2mfyt) Sefial portadora

= g(t) cos(2mfyt) Sefial modulada

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). @



g(1)

= Ejercicio 2. 4

a) Calcula mediante integracion directa G (f) dl

| —>

b) Calcula la Transformada de Fourier de g(—t)

c) ¢Qué efecto tiene en la TF invertir una senal en el tiempo?

I~



I 2.d. Transformada Discreta de Fourier (DFT)

Hasta ahora hemos estudiado la TF con seinales continuas. La DFT permite transformar una
sefial discreta (muestreada) g, en el dominio de la frecuencia G,.

No—1
Gg = z gie /oK
k=0
Tiempo \ / Frecuencia
1 No—1 . k: indice en el dominio del tiempo
gk = — Z qukaOCI g: Indice en el dominio de la frecuencia
NO q=0 Qo = Izv_n: Frecuencia angular
0




fl_ﬂ

0

1 H ‘ I I I | | I It ll ] l l l | 11111 1 | el l | | I I [t ] | | ‘ |\‘.I.‘I‘lffiﬁ'.f"fdljljlﬁ‘- --lex\r-I'lfT:'FFi".’['f.]]I

— o -

‘H HHHHD

5

Para una sefial g(t) que comienza en t = 0 de duracion 1, se elige T, = 7 (zero padding).

La DFT supone que g(t) es periddica, por lo que replica g(t) desde —oo hasta +o0, es decir, considera que la
sefial original g(t) es parte de una sefial periddica de periodo Tj.

g(t) se muestrea a intervalos fijos de T, segundos, i.e., con una frecuencia de muestreo f, = 1/T;, dando
lugar a un total de N, muestras, en g(0), g(Ts), g(2Ty), ..., g[(Ny — 1)T], donde Ny, = T, /Ts.

La resolucion en el tiempo es T, = 1/f, segundos, mientras que en la frecuencia es f, = 1/T, Hz.

gk Y Gg son periddicas con un periodo de Ny muestras.

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



| 2.e. Transformada Rapida de Fourier (FFT)

= |La Transformada Rapida de Fourier (FFT) se desarrollé en 1965 por Tukey y Cooley.

" La FFT reduce significativamente el numero de computaciones para obtener la DFT,
pasando del orden de N§ a Ny log(Ny).

o Para calcular una Unica muestra de G, hacen falta No—1
N, multiplicaciones de numeros complejos vy Gy = Z gy e I8k
Ny — 1 sumas de numeros complejos. k=0

o Para calcular las Ny muestras de G, se requieren N¢ multiplicaciones de nimeros
complejosy Ny(Ny — 1) sumas de numeros complejos.

o Para N, grandes, el coste computacional puede llegar a ser prohibitivo, incluso en
ordenadores con una potente capacidad de computo.



Ejercicio de Matlab. Compara la TF de la funcién g(t) = e “*u(t) obtenida de manera

computacional mediante la FFT y de manera analitica. Utiliza f = 64 Hzy T, = 4 s.

g(1)
1

|G(S)]
1/a

s
2

(a)

f—> 0 f—

%% Seccion 2.e. Transformada Rapida

clear,clc

a:
fs

t:
E:
G

Gm_num
Gp_num

f =

2;

= pd;

4;

T@*fs;
B:1/f=s:TB-1/fs;
exp(-a*t);
fft{g)/fs;

abs(G);
angle(G);

B:fs/NE:fs-1/N3;

G_analit = 1./(a+1i*2*pi*f);
Gm_analit = abs(G_analit);
Gp_analit = angle(G_analit);

de Fourier (FFT)

2 52 58 3R R 5f of R s

2 &2 38 &8

% Figuras

clf(figure(l)), plot(t,g,’.")
xlabel( 'Tiempo (s)'), ylabel( 'Amplitud’), title('g(t)")

Indice de la exponencial

Frecuencia de muestreo

Duracién de g(t)

MNimero de muestras

Eje de tiempos

Funcidn g(t)

Funcidn G(f) - MNdmeros complejos
Importante multiplicar por Ts (1/fs)
Magnitud de G(¥), |G(F)]|

Fase de G(f)

clf(figure(2))
subplot(211),hold on,box on
stem(f,Gm_num)
plot({f,Gm_analit)

x1im([@ 8])
subplot{212),hold on,box on
stem(f,Gp_num)

Eje de frecuencias plot(f,Gp_analit)
G(f) analitico

Magnitud de G(f) analitica
Fase de G(f) analitica

axis([@ 8 -2 2])

G(f) =

- a+j2nf

% Funcidn g(t) en el TIEMPO

% Funcion G(f) en la FRECUENCIA

% Magnitud de G(f)
% Gm numérica (FFT)
% Gm analitica

title( 'Magnitud de G{f)'), ylabel( Amplitud’)
legend("Numérica (FFT)', Analitica")

% Fase de G(f)
% Gp numérica (FFT)
% Gp analitica

set(gca, "ytick',[-pi/f2,8,pi/ /2], yticklabel ,{ -\pij2','@", " \pi/2'})

title('Fase de G(f)'), xlabel('Frecuencia (Hz)'), ylabel(’'radianss")
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Digitalizacion de senales
analogicas

Muestreo de una senal analogica
Reconstruccion de una senal digital
Consideraciones practicas
Cuantificacion

Ejercicios

D QO T



| 3.a. Muestreo de una senal analdgica (conversion A/D)

= E| Teorema de muestreo uniforme dicta que una sefial g(t) cuyo espectro esté
limitado en banda (es decir, que G(f) =0 para |f| > B) puede reconstruirse
exactamente (sin pérdida de informacion) a partir de las muestras en el tiempo
discreto tomadas de manera uniforme a una tasa de R muestras por segundo, bajo la
condicion necesaria y suficiente que R > 2B.

= |asiguiente figura presenta un esquema del proceso de muestreo uniforme.

* Muestrear la sefial g(t) a una tasa de f; Hz significa que tomaremos f; muestras cada
segundo de manera uniforme.

* La sefal muestreada g(t) resulta de multiplicar la sefial original por un tren de deltas
61, (t) separadas por un periodo uniforme T, donde T; = 1/f;. La amplitud de cada
muestra g(nTy) corresponde con el valor de g(t) ent = nTs.

= |a figura muestra que si no hay solapamiento entre las diferentes réplicas en G(f) (es

decir, si fg > 2B) g(t) puede reconstruirse a partir de las muestras pasando g(t) por
un filtro paso baja sin distorsion de ancho de banda B Hz y ganancia Tx. e



2(h)

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). ™ -

G(f)

—2nB

fi > 2B




| 3.b. Reconstruccion de una seial digital (conversion D/A)

* El proceso de reconstruir una sefial continua g(t) a partir de sus muestras se conoce

como interpolacidn.

= En |a seccion anterior vimos que si una sefal limitada en banda esta muestreada por
encima de la frecuencia de Nyquist, se puede recuperar la senal original pasando las
muestras por un filtro paso bajo ideal H(f) de ancho de banda B Hz y ganancia Ts.

= Elfiltro ideal presenta la funcidn de transferencia H(f) = T[] (L)

H(f)

2B

h(t)

h(t) = 2BT, sinc(2nBt)
Si f. = 2B > 2BT, = 1

/@/\ h(t) = sinc(2nBt)

-B B

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).




Senal muestreada

4.{?[ I} T

Senal reconstruida
— nf':(r)

Ecuacidon de interpolacion

g(t) = g(kT) h(t — kT,) = g(kTy) sinc[2nB(t — kTy)]
2 2

El dominio del tiempo puede considerarse como un espacio vectorial en el que un conjunto de funciones
- o .. 1
sinc desplazadas T segundos forman una base para representar senales limitadas en banda a v Hz.

S

En la practica, un numero finito de funciones sinc genera un subespacio de dimension k.

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Ejercicio en clase. Comprobar que dos funciones sinc separadas por un multiplo de T
son ortogonales, puesto que son vectores que forman una base. Representa las funciones.

1 El producto escalar es 0.5080

%% Seccion 2.b. Comprobar la ortogonalidad de dos funciones sinc
clear,clc,

Amplitud

0.8 % Inicializacidn de vardiables
+s = 184, # Frecuencia de muestreo
06 F | t = -5:1/fs:5; % Eje de tiempo
) Ts = 8.5; % Periodo de ceros en la funcidn sinc
B =1/(2*Ts); % 2.-B.-Ts =1
04l | kl = @; % Desplazamiento de 1
k2 = 1; # Desplazamiento de f2
41 = 1, % Amplitud de 1
02k | A2 = 1; % Amplitud de f2
' f1l = Al*sinc(2*B*(t-k1*Ts)); % sinc(x) en MATLAB es sin(pi*x)/(pi*x)
= A2%sinc(2*B*(t-k2*Ts)); % por lo que no hay que incluir pi.
# Producto escalar

% Representacidn de sefiales

clf(figure(l))

plot(t,fl,t,f2),grid on

xlabel( ' Tiempo (s)')

ylabel( Amplitud')

title(sprintf('El producto escalar es %1.4f",ProdEsc))

0000000'.' '.'00000 Prodtsc - ox (51,2




| 3.c. Consideraciones practicas

1. Implementacion real de los filtros de reconstruccion.

o Si muestreamos una sefal a la frecuencia de Nyquist
(fs = 2B), el espectro G(f) consistird en repeticiones I
de G(f) en el dominio de la frecuencia, sin ningun ’ ’
hueco entre ellas, por lo que para recuperar g(t),
deberemos pasar las muestras g(t) por un filtro de
reconstruccion ideal.

o Como hemos visto en el ejercicio de clase, tal filtro

ideal es irrealizable, puesto que exigiria una duracion G(f)
infinita. TN
o Una solucion practica a este problema consiste en
muestrear la sefial a una tasa mayor a la frecuencia de
Nyquist (f; > 2B), de manera que dejemos un hueco _
entre las sucesivas repeticiones de G(f), y poder B Is f—

utilizar de este modo, un filtro paso bajo realizable.

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). @



G(f)

0

Filtro de reconstruccion

H(f)

J—

Espectro de la
senal muestreada

/ (,US./Z \ 0|J2

—wy/2 0
Cola plegada Cola perdida
T I i
—f$/2 2 fs f—
-B B

Filtro de reconstruccion ideal

Espectro reconstruido

Guf)

La cola plegada distorsiona
frecuencias inferiores a B

La cola perdida resulta en
pérdida de altas frecuencias

—w /2 0

() ——

f—-

fsl2 fs

2. Efecto de solapamiento (aliasing)

o En la practica, todas las sefales reales son de
duracion finita, y por tanto, presentan una
duracion espectral infinita (una sefal no puede
ser limitada en el tiempo y la frecuencia a la vez).

Por consiguiente, siempre existira cierto grado de
solapamiento, independientemente de cédmo de
alta sea la frecuencia de muestreo.

Considerando un filtro ideal de reconstruccion
con B = f,/2 (conocida como frecuencia de
plegado):

1. Las frecuencias superiores a B se atenuaran,

2.Como consecuencia del plegado, las
frecuencias superiores a B distorsionaran
frecuencias inferiores a B.

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



3. Solucidn al efecto de solapamiento = El filtro de pre-muestreo o antialiasing

o Filtrar paso bajo la sefal antes de muestrear (filtro antialiasing) eliminara (atenuard) el efecto de
distorsion por la cola plegada.

Filtro antialiasing

(1) Zaal) Saa)
—>—  Hylf) > Sampler =

Tﬁﬂr)

Filtro de reconstruccion

H(f) (_;an”)

Espectro de la
senal muestreada

/

|
—Wy _(.031"2 (,05./2 W w
‘ La cola perdida resulta en

pérdida de altas frecuencias

Espectro reconstruido sin
distorsion en bajas frecuencias

-
-
-

f; J—=

—f e
Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). 1i/2 12



4. Implementacion practica del proceso de muestreo »

o Hasta ahora hemos considerado que el muestreo utiliza un tren
de pulsos ideales 6(t) que permiten extraer de manera precisa

los valores de la sefal g(kT) en los instantes de tiempo t = kTs.
o Sin embargo, ningun dispositivo puede realizar esa tarea. \/
o En la practica, el muestreador estima la muestra de una sefial
considerando un intervalo de tiempo T, alrededor de t = kTs. (:H‘_ _ a0 = 34t = nTy)
Tq 1000ANT
) g(1) —> N e

/ \ A ~  Respuesta al impulso / \
l!Tq del filtro ha(t)
ALl e
Filtro de _ o
I -1 A
—>| T, [ kl U promediado 2,(t) —| 7, |- LI H U

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).




| 3.d. Cuantificacion

* Una vez muestreada la sefial g(t), las muestras
resultantes pueden modular diferentes
parametros de un tren de pulsos:

[ ——
\/ o Pueden variar la amplitud, dando lugar a una

modulaciéon de amplitud de pulsos (PAM,

g(t)

HH” PAM Pulse Amplitude Modulation),
“ H Uf—z. o el ancho del pulso (PWM, Pulse Width
Modulation), o
WM o la posicion del pulso con respecto a una
r‘ H H H n Il ” ﬂ/ presentacion periodica (PPM, Pulse Position
- S i Modulation).

= Una de las formas de modulacién de pulso mas
importantes hoy dia es la modulacion por
= codificacion de pulsos (PCM, Pulse Cod&
Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022). Modulati on)




= Pulse Code Modulation (PCM)

NBC
m

r J0111
—+0110 m(1)
—+0101
10100
10011
—+0010

16

10000

140001 ,T

Muestras cuantizadas de m(t)

1000
41001
11010
1011
11100
41101
41110
41111

—n, =

L
|

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).
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= PCM es una técnica sencilla de digitalizacion de una sefial analdgica utilizando muestreo (tras un filtro
antialiasing), cuantificacion y codificacion digital. La figura muestra el diagrama de un sistema PCM.

= La cuantificacidén redondea el valor de cada muestra al valor discreto permitido mas cercano (niveles de
cuantificacion).

= Un cuantificador uniforme divide el rango de amplitud [—m,, m,] de la sefial analégica m(t) en L
intervalos iguales, cada uno con una resolucion de A,= 2m,, /L.

= Posteriormente, la amplitud de cada muestra es aproximada por valor central del subintervalo en el que
caiga la muestra. En este punto, cada muestra ha sido aproximada por alguno de los L posibles valores.

= Convertir una sefial digital de L posibles valores en una sefial digital binaria (que pueda tomar sélo dos
valores) es necesario para procesar la sefal de manera digital en un ordenador.

= Una estrategia sencilla de codificacidon de bit (bit: binary digit) se conoce como NBC (Natural Bit Code).
En el ejemplo de la figura anterior, cada uno de los L = 16 niveles se codifican con 4 bits (2% = 16).

—| FPB [ Muestreador — Cuantificador —— 00100
1 0 1 1
S e e _——

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



= Fiemplo de baja fidelidad (telefonia movil)

o La senal de audio presenta un B = 15 kHz, aunque basta un B = 3.4 kHz para preservar la inteligibilidad.

En telefonia es mas importante la comunicacion, que la percepcion de la voz con alta fidelidad.
Se puede utilizar un filtro antialiasing de frecuencia de corte de 3.4 kHz y muestrear a 8 kHz.
Si cuantificamos la sefial con L = 256 niveles, necesitariamos 8 bits para codificar cada muestra.
¢Qué tasa de transmision necesita soportar la linea telefonica?

v 8 bits/muestra * 8000 muestras/segundo = 64 kbps.

= Fiemplo de alta fidelidad (compact disc)

o El compact disc (CD) permite codificar informacién de audio con alta fidelidad.

El ser humano puede escuchar un rango de frecuencias de B = 20 kHz.

o
o Es por esto por lo que el CD muestrea a 44.100 Hz (algo superior a la frecuencia de Nyquist).

o La sefnal se cuantifica con L = 65.536 niveles (16 bits) para reducir el error de cuantificacion.
o

Considerando una sefal de audio de dos canales (L, left; R, right), el CD se graba a una tasa de
v 2 canales * 16 bits/muestra * 44100 muestras/segundo/canal = 1.4 Mbps



Error de cuantificacion.

o Seam(kTs) la muestra k de la sefial m(t), y m(kT) la correspondiente muestra cuantificada.

o Utilizando la ecuacidn de interpolacion descrita en el apartado 3.b (figura derecha y ecuacion recuadrada),
las sefales reconstruidas a partir de las muestras originales y las muestras cuantificadas serian:

m(t) = X, m(kT;) - sinc(2nBt — km) m(t) = X, m(kTy) - sinc(2nBt — km)

o La componente de distorsion en la sefial reconstruida es q(t) = mi(t) — m(t), es decir:

q(t) = Z[ﬁi(kTs) — m(kT,)] - sinc(2nBt — ki) = Z q(kT,) - sinc(2nBt — ki)
k k

donde q(kT) es el error de cuantificacién de la muestra k-ésima.

o Puesto que el valor muestreado se aproxima por el valor medio del subintervalo con altura A,= 2m,, /L, el
error de cuantificacion q(t) estara en el rango [—A, /2, A, /2].

? — (Ap)? — mp
12 3L2%°

o La potencia promedio* del ruido de cuantificacidon viene dado por N,

N 2
o Considerando la potencia de la sefial m(t) como S, = m?(t), la SNR % = 32 mm—(zt)
0 p

* Demostracion en Lathi & Ding (2022), seccion 5.2.2. e



= Ejercicio en clase. Compara la potencia de ruido de
cuantificacion estimada de manera tedrica segun la

ecuacion Ny =g

2
) — (Av)z — mpy
12 32

y de manera

practica en una sefal ejemplo.

Amplitud (V)

0.75

0.25

-0.25

-0.75

Amplitud (V)

©
w

©
N

©
—

o

1
©
—_

T T T T

Original _
Cuantificada (2 bits)

p

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (s)

NO teérico =13.19dBm | NO practico =13.02 dBm

RmdodecuaMHmadén|

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tiempo (x)

%% Seccidn 3.d. Ruido de cuantificacidén de manera practica y tedrica
clear,clc

% Parametros de la cuantificacion

Nbits = 2; % Numero de bits

L = 2~Nbits; % Niamero de niveles

mp = 1; % Rango de los valores de entrada
DeltaV = 2*mp/L; % Amplitud del subintervalo
Rangos = -mp:DeltaV:mp; % Rangos

Samplelevels = (Rangos(2:end)+Rangos(l:end-1))/2;

% Sefial original (alta resolucidn)
fs = 100];

t = 0:1/fs:1-1/fs;

x = randn(size(t));

x = x/max(abs(x))*mp;

% Frecuencia de muestreo

% Eje de tiempo

% Senal ejemplo: Ruido blanco

% Normalizamos al rango de entrada

% Sefial cuantificada (a la resolucién de L niveles)
x_q = nan(size(x));
for k=1:length(x)
Diff Levels = abs(x(k)-Samplelevels);
[~,Level] = min(Diff_Levels);
x_q(k) = SamplelLevels(Level);
end

% Estimacion de la potencia del ruido de cuantificacion

N®_Teo dBm = 10*logl@(mp~2/(3*L"2)/0.001); % Potencia teédrica (dBm)
X N = X-X_q; % Ruido de cuantificacién
N@_Prac = dot(x_n,x_n)/length(x_n); % Potencia practica
N@_Prac_dBm = 10*logle(Ne Prac/0.001); % Potencia practica (dBm)

% Representacion del resultado

clf(figure(1))

subplot(211),hold on,grid on,box on

plot(t,x,t,x_q)

set(gca, "ytick',[-mp,SampleLevels,mp])

xlabel('Tiempo (s)")

ylabel('Amplitud (V)")
legend('Original’,sprintf('Cuantificada (%¥d bits)',Nbits))

subplot(212),hold on,grid on,box on

plot(t,x n)

xlabel('Tiempo (x)")

ylabel('Amplitud (V)")

legend('Ruido de cuantificacién')

title(sprintf('Ne tedrico = %1.2f dBm
N@ Teo_ dBm,N® Prac_dBm))

N@ practico = %1.2f dBm',...
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| 4.a. ;Que es filtrar y por qué es necesario?

= En la seccidon anterior vimos que al registrar una senal utilizando una frecuencia de
muestreo f;, registramos componentes de frecuencia hasta f;/2.
Si nuestra sefnal de interés contiene energia en una banda especifica de frecuencia,

podemos mejorar la calidad de nuestra senal registrada atenuando las componentes
de frecuencia fuera de la banda de interés, mejorando por tanto la relacion senal-

ruido (SNR por sus siglas en inglés, signal-to-noise ratio).

Senal de interés

Amplitud (uV)

fs/?2

Frecuencia (Hz)



Magnitude |

Magnitude (dB)

&
=]
T

-
(=]
(=]

-
n
(=]

=200

= Existen numerosas topologias de filtros. Las siguientes figuras presentan ejemplos de
la respuesta en frecuencia de varios tipos de filtros, utilizando una f de 48 kHz.
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= :Qué morfologia tienen los filtros?

Filtrar paso bajo una senal es similar a promediar.

Promediar utilizando una ventana cuadrada en el tiempo resulta en una respuesta en
frecuencia infinita con muy poca selectividad en frecuencia.

1 2(1) G(f) T
- TN N -
T 0 I i — 2 N_ L o INU2 T—
7 7 T T T T j‘—::-
Para conseguir alta selectividad en frecuencia, se utilizan respuestas al impulso del
tipo funcion sinc.
o H(f)
A
—L 1
2B /2B
A \ AN,
NJ P \/ B B f—

Fuente de la imagen: Lathi & Ding (2022).



| 4.b. Filtrado como sistema

= Un sistema en tiempo discreto se define como una transformacion u operador que
transforma una secuencia de entrada x[n] en una secuencia de salida y|[n].

yln] = T{x[n]}

= Se define la respuesta al impulso de un sistema h

entrada es un pulso unitario x|[n] = §[n].

x|n|

T{} p—>
y[n]

n| como la salida y|n] cuando la

= Sistemas sin memoria. Se dice que un sistema es sin memoria si la salida y[n] para
cualquier valor de n depende sélo de la entrada x[n] en el mismo valor de n.

Eiemplo. y[n] = (x[n])? es un sistema sin memoria, mientras que y[n] = x[n — 3]
(sistema de retardo ideal) no lo es, pues la salida depende de instantes pasados de x.




= Sistemas lineales. Si y;[n] e y,[n] son las respuestas de un sistema cuando x;[n] y
X, [n] son las respectivas entradas, el sistema es lineal si y sélo si

T{x1[n] + x3[nl} = T{x1[n]} + T{xz[n]} = y1ln] + y,[n] aditividad
y ademas

T{ax[n]} = aT{x|n]} = ay|n] homogeneidad
Las dos propiedades pueden combinarse en el principio de superposicion:

Ttax,[n] + bxz[nl} = aTix,[n]} + bT{x;[nl}

Eiemplo. El sistema acumulador y[n]| = }.}i—_, x[k] en el que la salida en el instante

n es la suma o acumulacion de la muestra actual y todas las muestras anteriores de
la sefal entrada es un sistema lineal (demostracion en ejemplo 2.5, Oppenheim and
Shaffer, 2009), mientras que y[n] =log;s(|x[n]]) no lo es. Esto es facilmente
demostrable considerando las entradas x;[n] = 1y x,[n] = 10:

log;o(1 + 10) =1log;o(11) # log;o(1) + log;0(10) =1 ©




= Un sistema invariante en el tiempo es un sistema para el que un desplazamiento
temporal o retardo de la secuencia de entrada x[n] provoca el mismo
desplazamiento o retardo en la secuencia de salida y[n].

Diremos que un sistema es invariante en el tiempo si, para todo ng, la secuencia de
entrada de valores x[n — n,| produce una secuencia de salida y|n — ng].

Eiemplo. El sistema compresor y|[n| = x[Mn] (con M entero positivo), el cual
descarta M — 1 muestras cada M, no es un sistema invariante en el tiempo.

= Causalidad. Un sistema es causal si para cualquier valor de n, la secuencia de salida
en el indice ny depende solo de los valores de la secuencia de entrada para n < n,.
Es decir, el sistema es no anticipativo.

Eiemplo. El sistema acumulador y[n] = Y.7__. x[k] y el sistema y[n] = (x[n])* son
causales, mientras que el sistema compresor y|n] = x[2n] no es causal, ya que
y[1] = x[2]. Otro ejemplo de sistema no causal seria el sistema de diferencia

progresiva definido por y|n] = x[n + 1] — x[n].




= Estabilidad. Un sistema es estable en el sentido entrada
acotada, salida acotada (B/BO por sus siglas en inglés, bounded-
input, bounded-output), si y sélo si para cualquier secuencia
acotada a su entrada produce una secuencia de salida acotada.

Entrada acotada

Salida acotada

IMPORTANTE: Esta propiedad se traduce en que la respuesta al impulso del sistema
h[n] sea absolutamente sumable, es decir, que ).y -_|h[n]| < oo.

Eiemplo. El sistema h[n] = a™u|[n] es estable séloparaa < 1. Paraa = 1/2
00

NILED) | =

n=—oo n=—0oo n=0

1

Zn

—1+1+1+1+ =2
24 8

Para valores de a > 1 el sistema seria inestable, puesto que

f:%hﬂ=w

n=—oo



= |Los sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LTI, Linear Time-Invariant) que
cumplen la combinacion de estas dos propiedades presentan importantes aplicaciones
en el campo del procesado de senal.

IMPORTANTE. Los sistemas LTI estan completamente caracterizados por su respuesta
al impulso h[n].

IMPORTANTE. Dadas las secuencias de entrada x[n] y la respuesta al impulso h[n], es
posible calcular la salida y[n] mediante la convolucion de x[n] con h[n].

x|n| y[n] = x[n] x h[n]
> h[n], H(f) >
X(f) Y(f) =X(f) -H(f)

= Filtrar una sefal de entrada x|[n] consiste en convolucionar dicha sefial con un filtro
h[n], dando como resultado la sefial filtrada y[n].



| 4.c. Transformada Z

= La Transformada Z (TZ) tiene un papel fundamental en el disefio de filtros digitales.
o Esuna generalizacion de |la Transformada de Fourier: |a TF es un caso particular de la TZ.
o La notacion de la TZ es muchas veces mas adecuada que la notacion de la TF.

» Considerando la Trasformada de Fourier de la secuencia x[n]

X(ej“)) = z x[n]e=/on

La Transformada Z de una secuencia x|[n] se define como

(0]

X(z) = 2 x[n]z ™

n=-—oo
Siendo z una variable compleja, que se puede expresar como z = re’®.

= Considerando que la TF de x[n] es X(e/®), es inmediato comprobar que la Transformada de Fourier
es un caso particular de la Transformada Z que se da cuando r = 1.



= Puesto que la TZ es una funcion de variable compleja, es conveniente describirla e
interpretarla en el plano complejo z.

En el plano z, el contorno correspondiente a |z| = 1 es una circunferencia de radio
unidad, denominada circunferencia unidad.

IMPORTANTE. La TZ evaluada en la circunferencia unidad es la TF.

Circunferencia | ™ plano-z Interpretar la TF como la TZ evaluada en la circunferencia
unidad z=el? unidad del plano z corresponde conceptualmente a enrollar el
eje lineal de frecuencias alrededor de la circunferencia unidad,
7 situandoelpuntow =0enz=1yelpuntow =menz = —1.

1 Re Con esta interpretacion, |la periodicidad inherente de |la TF se
refleja de manera natural, ya que un cambio de 2 radianes en
el plano z corresponde a recorrer una vez la circunferencia
unidad regresando exactamente al mismo punto.

Fuente de la imagen: Oppenheim & Schafer (2009).



= La region de convergencia (ROC) es el conjunto de valores
de z en el plano complejo donde la Transformada Z
converge, es decir, es finita.

La ROC nos permite estudiar importantes propiedades
como la causalidad y |a estabilidad de una secuencia.

IMPORTANTE: Si la ROC incluye la circunferencia unidad,
la Transformada de Fourier converge.

Im plano-z

" La TZ alcanza toda su utilidad cuando X (z) se expresa como cociente de polinomios

X(z) =

P(Z) _ bO + b1Z_1 + sz_z + -+ bNZ_N

Q(Z) B Ao + a]_Z_l + aZZ_Z + .-+ aNZ_N

Siendo P(z) y Q(z) polinomios en z. Los valores de z para los que X(z) = 0 (es decir,
P(z) = 0) se denominan ceros, y los valores para los que X(z) = oo (i.e., Q(z) = 0) se

denominan polos.

Fuente de la imagen: Oppenheim & Schafer (2009).



= Ejemplo. Consideremos la sefal x[n] = a™u[n], siendo a un nimero complejo. Esta secuencia es un
ejemplo de la clase de secuencias limitadas por la izquierda, que empiezan en un instante N; y solo
toman valores diferentes de cero en el intervalo N; < n < oo,

(0]

X(z) = z au[n]z™" = i(az‘l)"
n=0

n=-—oo

Para que X(z) converja, debe darse que: Y_glaz™ | < oo (i.e., X(z) sea absolutamente sumable).

Por tanto, la ROC serd el conjunto de valores de z que cumplan que |az™'| <1, o que |z| > |a
(convergencia de serie geométrica).

En el interior de la ROC, la serie infinita converge a

Im plano-z
(0]
Circunferencia
X(Z) — Z(az_l)n — unidad
Z—
n=0
La ROC seran los valores de |z| > |a]. P
e

X (z) presenta un cero (“0”) en 0 y un polo (“x”) en a.

Para |a| = 1, la ROC no incluye la circunferencia unidad, lo
gue es consistente con el hecho de que la Transformada de
Fourier de la secuencia a™u[n] no converge.

Fuente de la imagen: Oppenheim & Schafer (2009). @
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= Propiedades de la Transformada Z.

1.

2
3
4.
5

La regidon de convergencia en el plano z puede ser un anillo o un disco centrados en el origen.

La TF de x|n] converge siy sélo si la ROC de la TZ de x[n] contiene la circunferencia unidad.

La ROC no contiene ningun polo (valores de z que tienden a +0).

Si x[n] es una secuencia de duracion finita, la ROC es el plano z completo (a excepcion de 0 o ).

Si x|[n] es una secuencia limitada por la izquierda (una secuencia que es cero paran < N; < ), la
ROC se extiende hacia afuera desde el polo finito de mayor modulo (el mas exterior).

Si x[n] es una secuencia limitada por la derecha (una secuencia que es cero para n > N, > —),
la ROC se extiende hacia dentro desde el polo finito de menor modulo (el mas interior).

Si x[n] es una secuencia bilateral de duracion infinita, sin estar limitada ni por la derecha ni por la
izquierda, la ROC sera un anillo limitado en el interior y el exterior por un polo, que de acuerdo con
la propiedad 3, no contendra ningun polo.

IMPORTANTE. Si la ROC incluye el circulo unitario, un sistema o secuencia es estable y, por tanto, su

respuesta al impulso x[n] es absolutamente sumable (tiene energia finita) y tiene TF.

ROC incluye circulo unitario = Sistema estable, tiene Transformada de Fourier



= La Transformada Z en sistemas LTI.

Si un sistema es LTI, su salida y[n] se obtiene tras la convolucion de la entrada x[n] con la respuesta al
impulso del sistema h|n], es decir, y|n] = x|n] * h[n].

Al igual que en la TF, la TZ presenta la propiedad de convolucién, en la que Y(z) = H(z)X(z), siendo
H(z) la funcion de transferencia del sistema LTI.

En sistemas LTI, causales y en reposo inicial (con entrada nula para n < 0), la funcion de transferencia
H(z) puede expresarse como cociente de polinomios.

M -k M -k
—obrz k=0 byz
Y(z) = S50 X(2) H(z) =
N oaxzk N_oaxz7k

Como H(z) es causal (secuencia limitada por la izquierda), la ROC se extiende
hacia afuera desde el polo de mayor modulo, y puesto que para que el sistema
sea estable es necesario que la ROC contenga el circulo unidad, el sistema h[n]
sera estable si todos sus polos se encuentran dentro del circulo unidad.




| 4.d. Filtros FIR vs IIR Hz) = Zhobiz™”

N “k

= Existen dos clases de sistemas LTI.
o H(z) no tiene polos exceptoen z = 0, por tanto: H(z) = by + byz~ 1 + -+ byz™N
En este caso, h|n]| es finita = Finite Impulse Response (FIR).
o H(z) tiene al menos un polo distinto de cero.
Su respuesta al impulso h[n] es infinita = Infinite Impulse Response (lIR).

= Filtros FIR

o El disefio de filtros FIR consiste en estimar los coeficientes b, de H(z), que son los

mismos que en h[n] (!) = Se debe a la propiedad de la TZ: §[n — m] iz‘m
Puesto que h|n]| es de duracion finita, son estables (propiedad 4 de la TZ).

Se suelen utilizar ordenes (V) altos, alrededor de decenas o centenas.

Producen retardos de grupo de N /2 muestras en todo el espectro de frecuencia.

o O O O

Presentan N polos en 0, y N ceros en el plano complejo z.
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= Ejemplo de filtro FIR con filterDesigner (MATLAB).
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= Filtros IIR
o El disefio de filtros IIR consiste en estimar los coeficientes b, y a;, de H(z).

Presentan N polos y N ceros en el plano complejo z.

h[n] presenta una duracion infinita, por lo que la estabilidad no esta garantizada.
Para que el filtro sea estable, todos sus polos deben estar dentro del circulo unidad.
Producen retardos de grupo dependientes de la frecuencia.

Se suelen utilizar drdenes (N) bajos, en torno a unidades.

o O O O O O

éComo elegir el orden del filtro? Compromiso entre selectividad en frecuencia y
efecto de oscilacion: ringing, oscilacion indeseada asociada a cambios abruptos en
la sefial (filtros de 6rdenes altos > respuestas al impulso largas = mayor ringing).
El efecto del ringing se analiza en la respuesta a la funcion escalon.

o Al igual que en filtro FIR, la Transformada de Fourier H(ej“’) de la respuesta al
impulso del filtro h|n] puede visualizarse a partir del diagrama de ceros y polos
como H(z) evaluada en el circulo unidad.



= Ejemplo de filtro lIR con filterDesigner (MATLAB).

— Response Type — Filter Order — Frequency Specifications
O |Lowpass © Specify order: |4 Units: Hz e
O Highpass _
. () Minimum crder Fs: |48000
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= Tipos de Filtros IIR. Ejemplos de orden 4 con f; = 48 kHzy f, = 5600 Hz.

Filtros Butterworth

o Maxima planitud en la banda pasante y en la banda de rechazo,
con una transiciéon gradual (no presenta rizado).

o Respuesta en frecuencia monotona.

o Transicion gradual entre la banda pasante y de rechazo.

0=

50

Magnitude (dB)
e

1-0.175

1-2.639

1-5.103

0 5 10

15

Frequency (kHz)

20

Phase (radians)

Filtros Chebyshev Tipo |

o Presentan

rizado en

la banda pasante,

monotona en la banda de rechazo.

pero atenuacion

o Transicion mas abrupta que Butterworth, logrando menores
drdenes para especificaciones similares.

Magnitude (dB)

a0

1-0.147

1-2.382

hase (radians)

1 -4.636 &

10 15 20
Frequency (kHz)

Filtros Chebyshev Tipo Il

o Banda pasante completamente plana, pero rizado en la banda de
rechazo (lo que hace que se utilice menos que los Tipo |).

o También ofrecen una transicion mas rapida que Butterworth.
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|
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Magnitude (dB}
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Frequency (kHz)

1 0.481

1-1.087
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&
R

Phase (radians)

Filtros Elipticos

o Presentan rizado tanto en la banda pasante como de rechazo,
con una rapida transicion.

o Logran el menor orden posible para especificaciones dadas.

D —.r..
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Magnitude (dB)
b
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&
=1

'
o
=]

4 0.148

1-1.388

1-2.944

— -4.49

3 -6.036

1 1 L 1
10 15 20
Frequency (kHz)

FPhase (radians)



Filtro Planitud Ondulaciones Transicion Orden tipico
Butterworth Muy plana Ninguna Gradual Mas alto
. : , . Menor que

Chebyshev Tipo | Rizado en pasante Solo en banda pasante Mas abrupta Butterworth
Chebyshev Tipo |l Plana en pasante Ul Mas abrupta Menor que

Y P P rechazo P Butterworth

. . Extremadamente
Eliptico Ninguna Ambas bandas Menor de todos
abrupta

Consideraciones adicionales

o Los filtros Butterworth son ideales si la suavidad de la respuesta en frecuencia es prioritaria.

o Los Chebyshev vy elipticos se eligen cuando se busca eficiencia en el disefo (transicion rapida y de

menor orden).

o Los filtros elipticos son los mas eficientes en términos de orden, pero el rizado en ambas bandas

pueden ser un problema en algunas aplicaciones.



| 4.e. Diseno de filtros en MATLAB

= Disefia un filtro Butterworth paso bajo de orden 1 con f; = 48 kHzy f. = 5600 Hz.

O

O

O

O

O

O

Compara el diagrama de ceros y polos con la funcion H(z) en el plano complejo.
Visualiza el efecto de modificar la f. en el diagrama de ceros y polos.

Visualiza el efecto de modificar la f. en la funcidn de transferencia.

Visualiza el efecto del orden del filtro en la funcion de transferencia.

Visualiza el efecto del orden del filtro en el retardo de grupo.

Visualiza el efecto del orden del filtro en la funcién escaldn (ringing).

= Repite el analisis para un filtro Butterworth paso alta.

= Obtén los coeficientes de un filtro IIR notch que atenue la frecuencia 4200 Hz.

O

Analiza el efecto del factor de calidad Q en la funcion de transferencia, la
respuesta al impulso y la respuesta al escalon. Prueba los valores Q =45, 10y 1.
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